Konec¢na télesa

2. STRUKTURA KONECNYCH TELES

Lemma 2.1. Necht F je konecéné téleso a K je podtéleso F, pocet proki K je q.
Pak F ma q™ prvkid pro néjaké prirozené cislo m > 1.

Dikaz. Vsimnéme si, ze F je vektorovy prostor nad K (je tfeba ovéfit axiomy
vektorového prostoru). Ten mé kone¢nou dimenzi m > 1 nebot mé pouze koneéné

mnoho prvki a tedy obsahuje konecnou generujici mnozinu. Zvolime bazi by, . .., b,
v F. Potom kazdy prvek x € F lze jednoznacné vyjadrit ve tvaru © = a1by + azb2 +
.o Fambn, kde ay, ag, . .., a, € K. Takovych linedrnich kombinaci je presné ¢™. [

Véta 2.2. KaZdé konecné téleso md p* prvki pro néjaké prvocislo p a celé &islo
k>1.

Diikaz. Oznacéme K prvotéleso v F. Charakteristika F je p pro néjaké prvocislo p,
tedy K méa p prvkt. Zbytek plyne z Lemma 2.1. O

V dalsim se budeme zabyvat otazkou, zda pro kazdé prvocislo p a celé ¢islo k > 1
existuje téleso s p* prvky. Jestlize ano, kolik takovych téles existuje?

Definice. Nechf E,F jsou dv¢ télesa. Pak vzdjemné jednoznacné zobrazeni T :
E — F je izomorfismus, jestlize pro libovolné dva prvky a,b € E plati:

T(a + b) = T(a) + T(b)
T(a - b) = T(a).T(b)

Pokud pro néjaké téleso K plati K C ENF, pak izomorfismus T : E — F se
nazyva K-izomorfismus, jestlize pro kazdé a € K plati T(a) = a.

Priklad. Necht F je téleso charakteristiky p > 0 a K je prvotéleso F. Pak zobrazeni
T : Z, — K definované predpisem

Tk)=1+1+...+1=k-1
~—_—
k

je izomorfismus. Je tfeba ovéfit podminky z definice izomorfizmu.

Priklad. Necht K je téleso a p(z) € K]z] je ireducibilni polynom stupné n. Pak
mnozina polynomi z K[z]| stupné mensiho nez n s operacemi s¢itdni a nasobeni
modulo p(x) je opét téleso jak jsme si pfipomnéli v minulé pfednésce. Oznac¢ime jej
E. Pro ty, co maji rddi ideédly a faktorové okruhy (dtikazy s nimi jsou jednodussil)
pfipometime, ze E ~ K[z]/(p).

Necht p(x) = ap2™ + ap_12" "1 + ... + a7 + ao, kde a; € K. Prvky E jsou
polynomy z,23 —z 4+ 1+ 1,..., mezi nimi jsou i konstanty a € K. S konstantami
se v obou télesech K a E pocita stejné. Tedy K C E je podtéleso télesa E.

Polynom p(z) nemé v K zadny kofen, pokud n > 1.

Poznimka. Necht f(z) € K[z] a a € K je kofen f(z). Potom (z — a)|f(x).

Diikaz. Libovolny polynom f(z) mzeme napsat ve tvaru f(z) = ¢(z)-(z—a)+r(z),

kde degr(z) < deg(x—a) = 1, takZe r(x) je konstantni polynom. Protoze a je kofen

f(z), po dosazeni do f(x) dostavdme 0 = f(a) = g(a)-(a—a)+r(a) = r(a). Protoze

je r(x) konstantni polynom a r(a) = 0, plati r(z) = 0 a tedy (x — a)|f(z). O
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Priklad. Uvazujme polynom p(z) = an,2™ + ...+ a1z +ag €

K|[z]. Dosadime-li z = x € E, pak je hodnota p(z) n&jaky prvek télesa E, konrétné je
to p(x) = anx™+...4ar1x+ag € E. Protoze p(z) = 0 mod p(z), plati p(z) =0 € E.
Polynom p(z) ma tedy v télese E aspori jeden kofen.

Definice. Necht K je té&leso a p(z) € K[z] je polynom ireducibilni nad K. Potom
téleso E D K se nazyvé korenové rozsifeni K uréené polynomem p(x), jestlize v E
existuje néjaky kotfen 6 polynomu p(z) a kazdé podtéleso E, které obsahuje soucasné
K a 6, se rovna E.

Véta 2.3 (O existenci a jednoznacnosti kofenového rozsifeni télesa K uréeného
ireducibilnim polynomem p(x) € K[z]). Necht K je téleso a p(x) € K[z] je polynom
ireducibilni nad K. Potom ezistuje korenove rozsireni E telesa K urcené polynomem
p(x). Kotenové rozsiteni je urceno jednoznacné aZ na K-izomorfismus.

Diikaz. (1) Nejprve dokazeme existenci kofenového rozsifeni. Vime, ze téleso E
obsahujici véechny polynomy stupné mensiho nez je stupeil p(x) s operacemi
s¢itdni a nasobéni modulo p(x) je téleso obsahujici K jako podtéleso, a
ukazali jsme si, Ze v ném existuje aspoi jeden kofen polynomu p(z). Necht
f@) = bpa™+ ...+ bix + by € K[z], pfi¢emZ m je mensi nez je stupeil
p(zx). Pak takovy polynom musi lezet v libovolném podtélese E obsahujicim
z a K.

(2) Zbyva dokézat jednoznacnost. Necht F O K je néjaké kofenové rozsifeni
K obsahujici kofen 6 polynomu p(z). Definujme zobrazeni T : E — F
predpisem T(f(x)) = f(0), kde f(x) = bpa™ + ...+ biz + by a f(0) =
b 0™ + ...+ b10 + bg.

Chceme dokazat, ze T je K-izomorfismus. Jestlize a € K, potom T(a) =
a.

Dokazeme, ze T je homomorfismus. Necht f(x), g(z) € E jsou libovolné
dva prvky, f(x) = bp_12™ P+ ...+ bz + by ag(x) =cp1z™ 4L+
c1x + ¢g. Potom plati plati

N=Sbe T - e
=0 =0
T +0)() = 3 (b + et Zbewzgez
=0

= T(f(2)) + T(g(x ))

Podobné (dtkaz ale vyZaduje vice pocitani!)

T(fg(z)) = T(f(z)) - T(g(x)).

Nyni dokdzeme, ze T je prosté zobrazeni. Necht f(x),g(x) € E jsou na-
Vzéjem rzné polynomy 2 E takové, 7e T(f(x)) = T(g(x)). Pak 37" " ;6
>t Lol b > "(b;—¢;)0% = 0. Takse 0 je kofen polynomu 0 # g(z) =
(b—1 — Cm—1)x™~ = + ...+ (b1 —c1)x + (bo — o) € Klzx], ktery musi mit
stupeti aspoii 1. Prvek 9 je ale také kofenem polynomu p(z) € Klz|. Tedy
6 je kofen polynomu d(z) :=NSD(g(z),p(z)) € K[z]. Pak d(z)|p(z) v K[z],
pfidemz 1 < degd(x) < degp(x). To je v8ak spor s pfedpokladem, Ze p(z)
je ireducibilni v K]z].
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Zbyva dokézat, ze T je na F. ST je podtéleso F obsahujici K a 6. Protoze
F je kofenové rozsiteni K uréené p(x), plati ST = F.

Jsou-li nyni F, G dvé kofenova rozsifeni K uréend polynomem p(z), pak
existuji K-izomorfismy T: E - Fa U:E — G. Potom UT"!: F — G
je K-izomorfismus F a G.

O

Poznamka. Jsou-li F a G dvé kofenova rozsifeni télesa K uréend ireducibilnim
polynomem p(z) € K[z] a oznac¢ime-li # € F a 0 € G kofeny plynomu p(z), pak
K-izomorfizmus UT~! : F — G z posledniho odstavce diikazu predchozi véty ma
vlastnost

UT '(0) = U(z) = 0.

Lemma 2.4. Necht F je téleso charakteristiky p > 0. Pak pro libovolné a,b € F a
libovolné celé cislo k > 0 plati

(a + b)pk —a?" + "
Diikaz. Dtikaz provedeme indukci dle k.

(1) Necht k& = 1. Podle binomické véty plati (a + b)? = a? + (})a?~'b +
(B)aP=20* + ...+ (pfl)alﬂ”1 + bP. Protoze p|(?) proi € {1,2,...,p — 1},
plati v té&lese F, Ze (?).1 = 0. Tedy také (f)ap_ibi = 0 v F a proto
(a+b)P =af +bP.

(2) Predpokladejme platnost tvrzeni pro k—1, tedy (a+b)?"  =a?"  +b" .
Potom plati (a + b)P" = ((a +b)P" )P = (@@ " + 0" )P =" 4+ pP".

O
Lemma 2.5. Necht F je konecné téleso s q prvky. Potom pro kaZdé a € F plati
al =a.

Diikaz. Pro a = 0 lemma plati. Necht a # 0, pak vezmeme multiplikativni grupu
F. Ta ma q¢ — 1 prvki. Protoze fad libovolného prvku konecéné grupy je délitelem
poctu prvki této grupy, tak plati a?=! = 1. O



