8. VYPOCET KORENU POLYNOMU NAD KONECNYMI TELESY

Bud f(z) € F,[z]. Pfi hledani kofen polynomu f, které lezi v F,, napfed
izolujeme tu C&st polynomu f(x), kterd obsahuje linedrni délitele. To udélame
snadno, nebot vime, Ze kazdy prvek a € F, je kofenem polynomu z? — z € F,[z].
Kazdy linedrni délitel polynomu f(z) tak déli také polynom z? — z a tedy také
NSD(f(z),2? — z). Tento nejvétsi spoleény délitel je tak souéinem vSech linedrnich
deéliteld polynomu f(z).

Mtizeme tedy od za¢atku predpokladat, ze polynom f(x) € F,[z], jehoz koTfeny
chceme najit, se nad F, rozkldd4 na soucin linedrnich ¢initelt.

Budeme se zabyvat pouze pfipadem, kdy ¢ se rovna néjakému prvocislu p. Pred-

poklddame, ze
n

f@) =]~ e,
i=1

kdecy,..., ¢y, jsou navzdjem rtzné prvky F,,. Je-li p mal= ¢islo, pak 1ze najit kofeny
f(z) zkusmo dosazovanim, neboli vypoctem hodnot f(0), f(1),..., f(p —1).

Pro velké p > 2 pouzijeme nasledujici metodu. Pro b € F), plati

flz—0b) = H(m —(b+¢))|z? —z = x(x(p—l)/z + 1)(56(17—1)/2 +1).
i=1

Pokud je x délitelem f(z —b), plati f(—b) = 0 a nasli jsme kofen f(z).

Pokud  neni délitelem f(x — b), plati f(x)[z®~D/2 4 1)(zP~1/2 4 1) a tedy

f(xz —b) = NSD(f(z — b), 2P~ V/2 L 1)NSD(f(z), 2P~ V/2 — 1),

Déli-li f(x — b) jednoho z &initelt na pravé strané, pak plati bud z(*=1/2 = 1 mod
f(z —b) nebo 2(P~1/2 = 1 mod f(x — b). Pokud

2P=Y/2 £ 41 mod f(z — b),

pak rovnost f(z — b) = NSD(f(z — b),2P~1/2 + 1)NSD(f(z), z®~1/2 — 1) dava
netrivialni rozklad f(z — b). Dosadime-li  + b za z, dostaneme netrividlni rozklad
f(z). V mélo pravdépodobném piipadé, ze 2(P~1/2 = +1mod f(z — b) prosté
zkusime jiné b € Fp,. Tim dostdvdme pravdépodobnostni algoritmus pro nalezeni
kofenti f(z) € F,[x]. To, jak funguje, si ukdZeme v nésledujicim piikladu.

P¥iklad. Najdéte ty kofeny polynomu f(z) = 25 — 725 +32* — 723 + 422 — 2 -2 €
F17, které lezi v F17.
Reseni: Hledané koteny polynomu f () jsou pavé koteny polynomu g(x) = NSD(f(x),z1"—
x). Euklidovym algoritmem zjistime, Ze g(z) = x* + 623 — 522 + 7z — 2. Pii hledani
kofenii g(x) budeme postupovat zptisobem uvedeny pred pfikladem.

Napfted zvolime b = 0. Pfimym vypoctem zjistime, ze

2@P=1/2 — 18 — 1 mod g(x),

takze tato volba b nedava netrividlni rozklad g(z). Zvolime tedy b = 1. Pak g(x —

1) =a*+22% -3z —2a2P /2 =38 = 42 — 722 4 82 — 5 mod g(z — 1), takze

volba b = 1 nam dévé nterividlni faktorizaci g(z — 1). Plati

NSD(g(z —1),2% +1) = NSD(z* +22° — 32 — 2, —42° — 72° + 8v —4) = 2® — Tz +4

a

NSD(g(z —1),2® —1) = NSD(2* +22° — 32 — 2, —42® — 72? +-82 — 6) = 2® — 82+ 8,
1



2

atedy g(z — 1) = (22 — Tz + 4)(2? — 82 + 8), coz vede k ¢astetné faktorizaci
g(x) = (2% — 5z — 2)(2® — 62 + 1) = g1(2)ga(x).

Abychom rozlozili g (x) a ga(z), zkusime b = 2. Plati g1(v —2) = 22 +8x — 5 a
2% = —8x + 2 mod g1 (x — 2). Spocitame

NSD(gy(x — 2,2% +1)) = NSD(2? + 8z — 5, —82 4+ 3) =z + 6

atedy g1(z —2) = (z + 6)(x + 2), a také g;(x) = (z + 8)(z + 4).

Pokud jde o go(z), plati go(x — 2) = 2% + Tz = z(z + 7), ¢ili —2 je kofen go(z) a
g2(x) = (x + 2)(x — 8). Zjistili jsme tak, ze

9(x) = g1(x)g2(z) = (z + 8)(z + 4)(z + 2)(x — 8),

a kofeny g(z) a tedy i f(x) v F17 jsou —8,—4, -2, 8.

Pro hledani kofenti polynomu s koeficienty v konecnych télesech, ktera nemaji
prvociselnou velikost, se pouzivaji jiné algoritmy.



