Priklad. Rozlozte polynom f(x) = z* + 1 € F3[z] na ireducibilni ¢initele.
Reseni:

Méme ¢ = 3 an = deg f = 4. Plati f/(z) = 23 a NSD(f(z), f'(x)) = 1. Tedy
f(x) nem4 vicendsobné ¢initele.

Spocteme 279 mod f(x) pro j =0,...,n — 1.

2% =1 mod f(x)
23 = 23 mod f(z)
2% = 222 mod f(x)
29 = x mod f(x)

Dostévame tedy matici
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Gaussovou eliminaci ji pfivedeme do odstupniovaného tvaru:

00 0 O 01 0 2 01 0 2
B_T— 0 2 0 1 N 00 1 0 N 00 1 0
- 0 0 1 0 0 2 0 1 0 0 0 O
01 0 2 0 0 0 O 0 0 0 O
Béze nulového prostoru je napf. (1,0,0,0),(0,1,0,1). Dostavdme tedy ho(z) =

0
x + . Plati f(z) = [[.ep, NSD(f(2), ha(x
¢ =0, pak NSD(z* + 1,23 + z) = 1
c=1,pak NSD(z* + 1,23 + 2 — 1) = 22 + 22 + 2
c=2,pak NSD(z? + 1,23 + 2 —2) =22 — 22 + 2
a f(z) = (22 +22+2)- (22 — 22+ 2).

~

—¢), tedy spoc¢teme

Co vsak délat, je-li ¢ >> n? V tom piipadé bude NSD(f(x),h(z) —¢) = 1
pro vétsinu ¢ € F,. Budeme postupovat podobné jako predtim. Zacneme Ber-
lekampovym algoritmem a fesime soustavu (B — I)x = 0, najdeme bazi hi(z) =
1,h2(x), ..., hi(z). Bud h(z) jeden z téchto polynomu a f(z) = Hcqu NSD(f(x), h(z)—
¢). Ozna¢me C = {c € Fy;; NSD(f(z), h(z) — ¢) # 1}. Potom plati rovnost f(z) =
[I.cc NSD(f(x), h(x) —c). Odtud plyne, ze f(x)|[[.cc(h(x)—c). Oznacme G(y) =
[Leec(y — o). Pak f(2)|G(h(x)).

Véta 7.4. Mezi vsemi polynomy G(y) € F,ly|, pro které plati f(x)|G(h(z)), md
monicky polynom G(y) nejmensi stuperi.

Diikaz. Oznaéme {0} # J = {g(y) € Fy[y]; f(x)|g(h(z))} C F4ly]. Snadno se ovéii,
ze J je idedl v Fyly]. Jsou-li ¢1(y),g92(y) € J, pak f(x)|g1(h(z)), f(x)|g2(f(z)) a
tedy i £(2)l(g1 — g2)(h(z)). Je-Ti k(y) € Fyly], pak také £(z)[K(h(z) - 0 (h(x)).
Jelikoz plati, ze okruh T[z] je obor integrity hlavnich idedlt pro libovolné té-
leso T, je Fy[y] obor integrity hlavnich ideali. Proto existuje Go(y) € J takovy, ze
v8echny polynomy v J jsou nasobkem Gy(y). Go(y) je monicky polynom nejmen-
stho stupné v J. Specidlné Go(y)|G(y) = [[.cc(y — ¢), tedy Go(y) = [[.ec, (v — ©)
pro né&jaké C; C C. Protoze f(z)|Go(h(z)) = [l.cc, (h(x) — ¢, plati f(z) =
[I.ec, NSD(f(x), h(x) — c) a odtud plyne C1 = C a Go(y) = G(y). O
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Jak tuto vétu vyuzit? Oznacme m = |C|. Pak G(y) = [[.cc(y —¢) = 272, biy’
pro n&jaké koeficienty by, by, ..., bm—1 a by, = 1. Déle plati f(2)|G(h(z)) = 37 bjh? (2).
Proto plati 0 = G(h(z)) mod f(z) = (37", bk () mod f(x) = 37 b;(h? () mod
f(2)) a tedy plati 0 = 377" b;(h? (z) mod f(z)).

Z vlastnosti G(y) (pfesnéji feceno z valstnbosti, ze G(y) je polynom nejmensiho
stupné takovy, ze f(x)|G(h(z)))plyne, ze posloupnost polynomt 1 = h°(z) mod
f(x),h(z) = h'(z) mod f(x),h*(z) mod f(x),...,h™ 1(x) mod f(z) je linearns
nezavisla. Déle z rovnosti f(x) = [[.cc NSD(f(x),h(x) — c) plyne, ze m < k,
kde k je pocet ireducibilnich ¢initeld v rozkladu f(x), protoze pocet €initeld na
uravé strané posledni rovnosti (kazdy z nich méa stupen aspoii 1) nemuize byt vétsi
nez pocet riznych irreducibilnich déliteld polynomu f(x).

Jak hleddme G(y)? Po¢itdme postupné b’ (z) mod f(x) a prvni index j, pro ktery
plati, Ze A/ (z) mod f(z) je linedrni kombinaci h*(z) mod f(x) proi =0,...,j—1,se
rovnd m. Koeficienty této linedrni kombinace jsou bg, by, ..., b, _1. Tak dostaneme
polynom G(y), najdeme jeho kofeny C' a pak dokon¢ime Berlekampiv algoritmus.
Berlekamptv algoritmus s vyuzitim polynomu G(y) se nazyva Zassenhausiv algo-
ritmus.

Priklad. Rozlozte polynom f(z) = 25 — 32° + 52t — 923 — 522 + 62 + 7 € Fa37]
pomoci Zassenhausenova algoritmu.
Resent:
Mame n = deg f = 6 a ¢ = 23. Snadno spoéteme, ze plati NSD(f(z), f/(z)) = 1.
Zaéneme poditat Berlekampovym algoritmem. Spocteme 279 mod f(z) pro j =
0,...,n — 1. Dostavame matici

5 —-10 0 11 -3
0 10 7 0 0
-1 10 9 -4 =10
8 0 -8 7 9
-3 1 10 7 2
0 -10 -9 -1 2 -9

Matice B—I m4 hodnost 3, béze nulového prostoru je napf. hy = (1,0,0,0,0,0), he =
(07 4,2,1,0, 0)7 hs = (07 -2,9,0,1, 1)

Nyni si vezméme napt. h(x) = ho(x) = 23 + 222 + 4. Plati

OO OO

RO (x) = mod f( )
hl(x) = 23 —|—2x +4xm0df( )
h2(z) = 72° + Tz + 223 — 222 — 62 — 7 mod f(z)
h3(x) = —112° — 112* — 2% — 922 — 52 — 2 mod f(z)
Plati h®(z)—5h%(x)+11h(z)—10 = 0 mod f(z), takze G(y) = y>—5y?+11y—10.

Kofeny G(y) jsou —3,2 — 6.
Zbyva spocitat
NSD(f(x), 2% +22% +4x +3) =2 — 4
NSD(f(x), 23 + 222 +4r —2) =22 -2+ 7
NSD(f(z), 2% + 222 + 42 — 6) = 2> + 222 + 42 — 6



