Dale se budeme zabyvat tim, jak hledat f-redukujici polynomy. PouZijeme ¢in-
skou vétu o zbytcich.

Predpokladejme, ze f = f1--- fr pro navzajem razné ireducibilni polynomy
fi,..., fx a necht deg f = n. Zvolime uspofddanou k-tici (ci,...,cx) prvka F,.
Podle ¢inské véty o zbytcich existuje pravé jeden polynom h(z) € Fgylz] stupné
mensiho nez n takovy, ze h(z) = ¢; mod f;(x) pro vSechna ¢ = 1,... k. Pak
hi(xz) = ¢! = ¢; = h(z) mod f;(x) pro viechna i = 1,...,k, tedy f;(z)|h%(x) — h(z)
pro vSechna ¢ = 1,..., k. Protoze jsou f1,..., fx po dvou nesoudélné, plati f(z) =
Fi(2) - fu(@)Ih3(z) - ha).

Je-li h(x) libovolny polynom stupné mensiho nez n, pak podle Véty 7.1 plati
f(@) = [leer, NSD(f(2), h(z) — ¢). Pro libovolné i = 1,....k plati fi(z)|f(z) =
[I.cr, NSD(f(z), h(z) — c). ProtoZe fi(x) je ireducibilni v Fg[z], existuje ¢; € Fy
takovy, ze f;(x)|INSD(f(z),h(x) — ¢;). Tedy fi(x)|h(x) — ¢; a proto h(z) = ¢; mod
fi(x). Z jednoznacnosti existence takového polynomu h(z) (t.j. stupné mensiho
nez n a kongruentnfho s konstantou ¢; modulo f;(x) pro i = 1,...,k), kterd je
déna ¢inskou vétou o zbytcich, pak plyne, Ze pocet polynomu h(x), pro které plati
hi(z) = h(x) mod f(x) a degh < n, je presné ¢~.

Jak tedy budeme postupovat? Predchozi odstavec a nasledujici tvrzeni nam da-
vaji navod na algoritmus, ktery se nazyva Berlekampuv algoritmus. Nejprve spo-
¢itdme 299 mod f(z) pro j = 0,...,n — 1. Plati 279 mod f(z) = 2?2—01 bijz’, kde
b;j € F,. Ozna¢me B = (b;;) (¢tvercova matice fadu n).

Lemma 7.2. Polynom h(z) = ag+a1x+...4+a,_12""* je resenim rovnice h4(x) =
h(z) mod f(z) pravé kdyz plati
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pro kazdé i = 0,...,n — 1 (z nésobeni matic). To je pravé tehdy, kdyz h(z) =
n—1 i n—1 n—lb i n—1 n—lb P n—1 jq
Dico wix' = Yo (Do bigag) - xt = Yol a3, bat = Yy aal? =

Y1 aladt = (Y170 a;29)1 = hi(x) mod f(x) O

Sta¢i ndm pak najit néjakou bazi nulového prostoru matice (B —I). Jeden prvek
je (1,0,...,0), tomu odpovida hi(z) = 1. Doplnime ho do baze nulového prostoru
a dostaneme tak dalsi polynomy ha(z),. .., hi(z).

Lemma 7.3. Jsou-li fi,fa dva rizné ireducibilni faktory f(x), pak existuje po-
lynom h;(xz) pro j = 2,....k takovy, %e v soucinu [[.cp NSD(f(x),h;(x) — c)
polynomy f1(x) a fa(x) déli rizné dinitele.
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Diikaz. Plati, ze hi(z) = 1, tj. hi(z) = 1 mod fi(z) a také hi(x) = modfa(z).
Predpokladejme déle, Ze h;(x) = ¢j1 mod fi1(z), hj(z) = ¢jo mod fa(z) a ¢j1 = ¢jo
pro kazdé j = 2,..., k. Pak libovolny polynom h(z) € F,[z] stupné mensiho nez n,
pro ktery plati A(z)? = h(x) mod f(x) lze vyjadiit jako linedrni kombinaci

k
h(x) =" a;h;(x)
j=1

pro néjaké koeficienty a; € Fy. Pak ale plati h(z) = Z?:l
Z?zl a;cjo mod fo(z). Oznacime-li c = Z§=1 a;cj1 € Fg pak h(z) = cmod fi(z) a
h(z) = cmod fa(z). To je ale ve sporu s tim, Zze podle ¢inské véty o zbytcich existuje
polynom h(z) € Fy[z] stupné mensiho nez n, pro ktery plati h(x) = 0 mod f1(z),
h(z) =1mod fa(z) a h(x)? = h(z) mod f(x). O

ajc;i mod fi(z) ah(z) =

P¥iklad. Rozlozte polynom f(x) = 2® + 26 + 2* + 23 + 1 € Fy[x] pomoci Berle-
kampova algoritmu.
Reseni:

Méme g = 2 an = degf = 8. Plati f/ = 827 4+ 62° + 423 + 322 = 22 a
NSD(f, f') = 1. Tedy f(x) nemé vicendsobné ¢initele.

Spocteme 279 pro j =0,...,n — 1.
2% =1mod f(x)
2?2 =22 mod f(z)
= 2% mod f(z)
2% = 2% mod f(x)
28 =25+ 2%+ 2% + 1 mod f(x)
rO0=af ot 4+ a3+ 1+2+ 2%+ 22 =2° + 2t + 23 + 22 + 1 mod f(7)
212 =27 4+ 2% + 25 + 2% + 2% mod f(x)
=25 + 2t + 23 + 2 4+ 1 mod f(x)

7 toho dostédvame matici
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r+2+2°+25+27. Plati NSD(f

Béaze nulového prostoru je tedy (1,0,0,0,0,0,0,

Tedy ha(x)
a NSD(f(z), ha(z) — 1)



