Konec¢na télesa

1. Uvop

Definice. Té¢leso F je mnozina se dvéma operacemi +, -, spliujici axiomy:
(A1) a+ (b+c¢) = (a+ b) + ¢ pro libovolné a,b,c € F
(A2) a+b=>b+a pro libovolné a,b € F
(A3) existuje 0 € F tak, Ze pro vSechnaa € F platia+0=0+a =a
(A ro vSechna a € F existuje —a € F tak, ze plati a + (—a) = (—a) +a =0
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(M1) a-(b-¢) = (a-b)-c pro viechna a,b,c € F
(M2) a-b="-a pro viechna a,b € F
(M3) existuje 1 € F tak, %e pro véechnaa € Fplati 1-a=a-1=a
(M4) pro vsechna a # 0 existuje a=! € F tak, ze plati a-a ' =a"!t-a=1
(D

-(b+¢)=a-b+a-cpro vechna a,b,c € F (distributivita)
(N) 0# 1 (netrivialita)

Je-li F konec¢na mnozina, pak F je konecné téleso.

V dalsim textu postupné pfejdeme od zapisu soucinu dvou prvki a,b € F ve
tvaru a - b ke struénému ab.

Priklad. Prikladem télesa je Z, s operacemi s¢itani a nasobeni modulo p, kde p je
prvoéislo a Z,, = {0,1,...,p — 1}.

Jediné ne zcela ziejmé je dokazat existenci inverzniho prvku. Jak se inverzni
prvky hledaji? Necht p = 19997 a méjme ¢&islo 16. Pak hleddme prvek 161,

Pomoci rozéifeného Eukleidova algoritmu najdeme cela éisla a, b tak, ze a- 16+b
prvkem k 16 v Z,. Najdeme proto dale nezaporny zbytek r pii déleni ¢isla a ¢islem
p. Cislo r je uréené jednoznac¢né podminkami a = p - ¢ + r pro néjaké celé ¢islo ¢
a 0 <r < p. Dosazenim a = p- g+ r do rovnosti a - 16 + b - p = 1 pak dostaneme
r-164+p-(16-g+b) =1atedy r-16 =1 mod p. Protoze nyni uz plati r € Zy, je
r hledany inverz k 16.

Pouzitim Eukleidova algoritmu tedy dostavame:

19997 = 1249 - 16 +- 13
16=1-13+3
13=4-3+1

Ted spocteme vyjadieni ¢isel a a b. Z prvé rovnice dostdvame 13 = 19997 —1249-16.
Z druhé rovnice dostavame 3 = 16 — 1 - 13 a po dosazeni vyjadfeni z prvé rovnice
dostdvame 3 = 16— (19997 —1249-16) = 1250-16 —19997. Z t¥eti rovnice dostavame
1 = 13 —4 -3 a po dosazeni vyjadieni z prvé a druhé rovnice dostavame 1 =
(19997 — 1249 - 16) — 4 - (1250 - 16 — 19997) = —6249 - 16 + 5 - 19997.

Hledanym ¢islem je —6249 4 19997 = 13748. Inverz k ¢islu 16 v Zig997 je tedy
¢islo 13748.

P¥iklad. Necht p(z) = 23 + 2 + 1 € Z[z]. Plati, Ze mnozina viech polynomt s
koeficienty v Zs stupné rovného nebo mensiho nez 2 s operacemi séitani a nasobeni
modulo 22 + z + 1 je té&leso.
Vezméme polynom (z + 1). Chceme najit polynom (z + 1)~! inverzni k (x +
1). Budeme postupovat podobné jako v pfedchozim piikladé. Pomoci Eukleidova
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algoritmu najdeme polynomy a(x),b(x) € Zs[x] takové, aby platilo a(z) - (x + 1) +
b(x) - p(x) =1.

B rr+l=(x+1) (2 +2)+1
Tedy (v +1)71 =22 + .

Tento postup funguje vzdy, kdykoliv nejvétsi spoleény délitel p(x) € Flx] a
libovolného nenulového polynomu z F[z] stupné mensiho neZ je stupeii p(x), je
roven 1.

Postup neplati napiiklad pro polynom p(z) = 2% +z =2 - (2% + 1).

Definice. Polynom p(x) € F[z], kde F je téleso, se nazyva ireducibilni nad F,
pokud deg p(x) > 1 a kdykoliv p(z) = a(z).b(x) v F[z], pak bud a(x) nebo b(x) je
konstanta.

Véta 1.1 (o existenci kofenového rozsifeni télesa F uréeného ireducibilnim poly-
nomem p(z) € Flz]). Necht p(z) € Flz] je polynom stupné n ireducibilni nad F.
Pak mnoZina viech polynomi z Fx] stupné mensitho nezn se sé¢itanim a ndsobenim
modulo n je téleso.

Diikaz. Vsechny vlastnosti télesa jsou ziejmé, aZ na vlastnost (M4). Pro ovéfeni
vlastnosti (M4) potfebujeme piedpoklad, ze p(z) je ireducibilni v F[z]. Pro kazdy
polynom 0 # f(x) € F[z] stupné mensiho nez n plati, ze NSD(f(x),p) = 1, tedy
existuji polynomy a(x),b(x) € F[x] takové, ze a(z) f(x)+b(z)p(x) = 1. Po tpravé a
vydéleni polynomu a(z) polynomem f(z) se zbytkem dostavame a(x) = p(z)q(x) +
r(z), kde degr(z) < n a dosazeni do rovnosti a(z)f(z) + b(x)p(z) = 1 dostaneme
r(z)f(z) + p(z)(f(z)g(x) + b(z)) = 1. Polynom r(z) je tedy inverzni polynom k
f(=). 0
Definice. Je-li F téleso, pak nejmensi ¢islon > 0, prokteréplati 1 +1+ ...+ 1=
0, se nazyva charakteristika F. !
Pokud zadné takové n neexistuje, pak fikdme, ze F ma charakteristiku 0.

Poznémka (opakovani). Charakteristika libovolného télesa je bud 0 nebo prvo-
¢islo. Konecéné téleso méa vzdy nenulovou charakteristiku.

Definice. Je-li F téleso, pak nejmensi podtéleso K télesa F se nazyva prvotéleso
télesa F.

Poznamka. Jak prvotéleso v télese F' vypadd, zavisi na charakteristike F.

(1) Je-li charakteristika F rovna prvoéislu p > 2, musi v prvotélese lezet prvky
0,1, 14+1,1+1+1,...;,14+14...41, které jsou navzdjem rtzné.
p—1
Znadceni:
1+14...+41=k.1

k
k1l+11=(k+1).1=r1,kder je zbytek po déleni k + [ prvocislem p
(k.1) - (1.1) = (kl).1 = s.1, kde s je zbytek po déleni k + [ prvocislem p
Prvotéleso v F je izomorfni se Z,,.
(2) Je-li charakteristika F rovna 0, pak prvotéleso v F je izomorfni s télesem

Q.



