Kapitola 16

Dualni prostor, dualni
zobrazeni

Definice 16.1 Necht U, V je dvojice vektorovych prostori nad télesem T,
necht A, B: U — V je dvojice linedrnich zobrazeni z prostoru U do prostoru
V. Zobrazeni A+B: U — V definované predpisem (A+B)(u) = A(u)+B(u)
pro vSechny vektory u € U nazveme sou¢tem linearnich zobrazeni A a B.

Necht A: U — 'V je linedrni zobrazeni a necht a € T je libovolny skaldr.
Zobrazeni aA: U — V definované predpisem (aA)(u) = a(A(u)) = A(au),
pro vechny vektory u € U nazveme nasobkem linearniho zobrazeni A ska-
larem a.

Tvrzeni 16.1 Necht U, V je dvojice vektorovych prostori nad télesem T.

1. Necht A, B:U — V je dvojice linedrnich zobrazeni a necht a € T.
Potom jsou soucet A+ B téchto zobrazeni a nasobek aA zobrazeni A
skaldrem a opét linedrni zobrazeni.

2. MnoZina vsech linedrnich zobrazeni A: U — 'V tvori spolu s operacemi
souctu zobrazeni a ndsobku zobrazeni skaldrem wvektorovy prostor.

3. Je-li dimU =n a dim'V = m, pak je prostor vsech linedrnich zobra-
zent A: U — V izomorfni prostoru vsech matic typu m x n nad T a
mda tedy dimenzi mn.

Dukaz. Necht u, v je dvojice vektoru prostoru U. Potom plati, Ze
(A+B)(u+v)=A(u+v)+ Bu+v) = A(u) + A(v) + B(u) + B(v) =
A(u)+ B(u)+ A(v)+ B(v) = (A+ B)(u) + (A+ B)(v) a zaroven (aA)(u+
v) = a(A(u = v)) = a(A(u) + A(V)) = a(A(w)) + a(A(V)) = (aA)(w) +
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(aA)(v). Pro libovolné u € U a b € T plati, ze (A + B)(bu) = A(bu) +
B(bu) = b(A(w) + b(B(w)) = b(A(w) + B(w)) = b((A + B)(w)) a po-
dobné (aA)(bu) = a(A(bu)) = a(b(A(u))) = (ab)(A(u)) = (ba)(A(u)) =
b(a(A(u))) = b((aA)(u)). Overili jsme, Ze jso obé zobrazeni A + B a
linedrni a tedy plati (1).

Zvolme baze X prostoru U a ) prostoru V. Linedrnimu zobrazeni A: U —
V piifadme matici [A]yy tohoto zobrazeni vzhledem k bazim X a ). Tak
dostaneme vzajemné jednoznacné zobrazeni z mnoziny vsech linearnich zob-
razeni A: U — V na mnozinu vSech matic typu m xn nad télesem T. Pfitom
sou¢tu zobrazeni A + B je pfifazena matice [A + Blyy = [A]lxy + [Blxy a
nasobku aA je pfifazena matice [aA]xy = a[A]yy. Vidime tak, Ze mnoZina
vSech linearnich zobrazeni A: U — V spolu s operacemi s¢itani a nasobeni
skalary tvoii vektorovy prostor izomorfni (kde izomorfismus je dan popsa-
nym piifazenim) vektorovému prostoru vSech matic typu m x n nad T.

aA

Specialné je dimenze tohoto prostoru rovna souéinu mn. O

Definice 16.2 Necht U, V je dvojice vektorovijch prostori nad télesem T.
Prostor vsech linedrnich zobrazeni A: U — 'V oznac¢ime Hom (U, V). Speci-
dlné prostor Hom (U, T) budeme nazgvat dudlnim prostorem k prostoru U
a budeme jej znacit U*. Prvky prostoru U* budeme nazyvat linearni funk-
ctondly na U.

Tvrzeni 16.2 Bud{ui,...,u,} bdze prostory U. Potom tvoii linedrni funk-
ciondaly fi,.... £, definované predpisy f;(u;) = d;5, pro i, j = 1,...,n bdzi
prostoru U*,

Diikaz. Podle Tvrzeni 16.1 je dimenze dim U* = n. Proto sta¢i ukazat,
ze jsou linearni funkciondly fi, ..., f, linedrné nezavislé. Bud g = a1f;+-- -+
anf, néjaka jejich linedrni kombinace a predpokladejme, ze g = 0. Potom
pro kazdé i = 1,...,n plati, ze 0 = g(u;) = a1f1(w;) + - - + apf(w;) = a; a
tedy tato linedrni kombinace je trividlni. Odtud plyne, Ze jsou funkcionaly
fi,...,f, linedrné nezavislé. O

Definice 16.3 Bud X = {uy,...,u,} bdze prostoru U. Pak bdzi {fy,...,£,}
prostoru U* sestdvagici z linedrnich funkciondli dangch predpisem fi(u;) =
dij, pro i,j = 1,...,n nazveme dudlni bazi k bdzi U a oznacime U*.

Tvrzeni 16.3 Necht A: U — V je linedrni zobrazeni. Definujeme zobrazeni
AT vV* — U* predpisem AT (f) = fo A pro kazdé £ € V*. Potom AT je
linearni zobrazeni.
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Dukaz. Necht f, g jsou linedrni funkciondly a a € T skalar. Potom
pro kazdy vektor u € U plati, ze (AT(f +g))(u) = ((f +g) o A)(u) =
(f+g)(A(u)) = f(A(u)) +g(A(u)) = (foA)(u) + (g0 A)(u) = (AT (f))(u)

(AT (g))(u). Proto plati, ze AT (f+g) = AT (f)+ AT (g). Podobné (AT (af))(u) =
((af) o A)(u) = (Af)(A(u)) = a(f(A(u))) = a((foA)(w)) = a((AT(f))(u)) =
(a(AT(£)))(u). Proto plati, ze A”(af) = a(AT(f)). Tim je ukizéno, ze
AT:V* = U* je linearni zobrazeni. O

Definice 16.4 Necht A:U — V je linedrni zobrazeni. Potom se linedrni
zobrazeni AT:V* — U* definované predpisem AT (f) = fo A nazjvd dualni
(transponované) zobrazeni k zobrazeni A: U — V.

Lemma 16.4 Bud U wvektorovy prostor nad télesem T dimenze n, X =
{ui,...,up} jeho baze a X* = {fy,... . £,} bdze U* dudlni k bdzi X.

1. Pro kaZdyj vektor u € U plati, ze {u}r = (fi(u),...,f,(u))T.
2. Pro kaZdy linedrni funkciondl f € U* je {f}x- = (f(uy),...,f(uy,))T.
Dikaz.

1. Polozme {u}y = (ay,...,a,)". To znamena, 7e u = 3" ; a;u;. Potom
prokazdé j = 1,...,n plati, ze fj(u) = fj( ;L:l aiui) = Z?ﬂ aifj(ui) =
a;fj(u;) = aj.

2. Polozme {f}y+ = (b1,...,b,)". To znamena, ze f = =1 b;f;. Potom
pro kazdé 1 = 1, ey plati, ze f(uz) = ( ?:1 bjfj)(ui) = Z?:l bjfj (uz) =
bzfl(uz) = bz'.

|

Véta 16.5 Necht A:U — V je linearni zobrazeni. Necht X = {uy,...,u,}
je baze prostoru U a Y = {vy,..., vy} je bdze prostoru V. Potom

(A% y = [AT]y- .

Dukaz. Polozme A = (a;;) = [A]x,y. Podle definice plati pro kazdé
j=1...,n, ze Ay; = {A(u;)}y. Odtud, vzhledem k Lemmatu 16.4(1),
plyne, 7e a;; = gi(A(u;)) = (AT (gi))(u;) pro kazdé i = 1,...,m a j =

1,...,n. Dale polozme B = (bj;) = [AT]y« x+ a rozmysleme si, 7e plati
B.; = {A"(gi)} x+. Podle Lemmatu 16.4(2) pak plati, ze bj; = (A7 (g;))(u;)
pro kazdé j =1,...,ma+=1,...,m. Ukdzali jsme, Ze a;; = bj; pro vSechna

1=1,...,maj=1,...,n To znamend, 7e [A]E’y = [AT]y« x~. O
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Lemma 16.6 Necht U je vektorovy prostor. Potom pro libovolny nenulovy
vektor u € U existuje linedrni funkcional £ € U* tak, Ze f(u) # 0.

Dikaz. Podle Disledku 12.9 existuje baze X prostoru U obsahujici
vektor x. Podle Véty 13.5 existuje linearni zobrazeni f: U — T takové, 7e
f(uy=1. O

Véta 16.7 Necht U je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T. Pro
kazdy prvek x € U definujeme zobraz x: U* — T predpisem x(f) = f(x) pro
kazdé £ € U*. Potom je x linedrni zobrazeni, a tedy prvek druhého dudlniho
prostoru (U*)*. Dale plati, Ze zobrazeni D:U — (U*)* definované predpisem
D(x) = x pro vdechna x € U je isomorfismem prostori U a (U*)*.

Dukaz. Nejprve ovérime, ze zobrazeni x: U* — T je linearni pro kazdé
x € U. Necht f, g € U* je libovolna dvojice linearnich funkcionali. Potom
x(f+g) = (f+g)x) =f(x)+ g(x) = x(f) + x(g). Podobné necht f € U*
je linearni funkcional a @ € T libovolny prvek télesa T. Potom x(af) =
(af)(x) = a(f(x)) = a(x(f)). Tim jsme ovéfili, Ze x je skuteéné linedrni
zobrazeni.

Nyni ovéfime, ze D: U — (U*)* je linedrni zobrazeni. Pro kazdou dvojici
vektorti x, y € U a kazdy linedrni funkciondl f € U* méame, ze D(x+y)(f) =
xTy(f) = £(x +y) = £(x) + £(y) = x(F) + §(£) = D(x)(F) + D(y)(F) =
(D(x) + D(y))(f). Proto plati rovnost D(x +y) = D(x) = D(y). Déle
pro kazdé a € T, kazdy vektor x € U a kazdy linearni funkciondl f € U*
plati, ze D(ax)(f) = ax(f) = f(ax) = a(f(x)) = a(x(f)) = a(D(x)(f)) =
(aD(x))(f). Proto plati D(ax) = aD(x) pro kazdé a € T a kazdé x € U.
Tak jsme ovérili, ze D: U — (U*)* je linedrni zobrazeni.

Podle Tvrzeni 16.1 je dimU = dimU* = dim(U*)*. Proto k tomu,
abychom ukézali, Ze je linedrni zobrazeni D izomorfismem stac¢i ovérit, ze
je prosté. Predpokladejme, ze pro néjaké x, y € U je X = y. Podle Lem-
matu 16.6 existuje linedrni funkciondl f € U* takovy, ze f(x —y) # 0. To
ale znamend, ze f(x) # f(y) a tedy x(f) # y(f). Proto D(x) # D(y). O

Ddusledek 16.8 KazZda baze U* je dudlni k néjaké bazi prostoru U.

Definice 16.5 Zobrazeni D: U — (U*)* definované predpisem D(x) = x
se nazyvd kanonicky izomorfismus mezi prostorem U a jeho druhym dudlem

(U")*.

Lemma 16.9 Bud 'V prostor se skaldrnim soucinem. Potom pro kaZdy li-
nedrni funkciondl £ € V* existuje pravé jeden vektor'y € V takovy, Ze plati
f(x) = (y,x) pro kazdé x € V.



112 KAPITOLA 16. DUALNI PROSTOR, DUALNI ZOBRAZENI

Dukaz. Necht x € U je libovolny vektor. Zvolme néjakou ortonormélni
bazi X = {uy,...,u,} prostoru V a polozme {x}x = (a1,...,a,)", t.j.,, x =
>i—1aju;. Potom je f(x) = f(3°7_ aju;) = 37, a;f(u;). Uvazme vektor
y = >i— f(ui)u;. Snadno ovéifme, Ze potom plati (y,x) = >°7_; a;f(u;) a
tedy f(x) = (y, x).

Piedpokladejme, ze pro dva vektory y, z € U plati, ze (y,x) = (z,X) pro
vSechny x € U. Specidlné pro x = y —z dostaneme, ze (y,y—z) = (z,y —z),

odkud plyne, ze (y —z,y —z) = 0. Z vlastnosti skalarniho souc¢inu plyne, 7ze
y —z = 0, odkud dostaneme, ze y = z. O

Véta 16.10 Bud' 'V prostor se skaldrnim soucinem. Potom pro kazZdé line-
arni zobrazeni A: V — 'V existuje prave jedno linedrni zobrazeni A*: V. — 'V
takové, zZe (y, A(x)) = (A*(y),x) pro kazdé dva vektory x,y € V.

Dukaz. Pro kazdy vektor y € V bud A*(y) € V vektor reprezentujici
linedrni funkcionél f dany predpisem f(x) = (y, A(x)) pro vSechna x € V|,
jehoz existenci a jednoznac¢nost jsme ukézali v Lemmatu 16.9. Rozmyslete
si, ze f je skuteéné linearni funkciondl. Je primocaré ovérit, ze A*:' V — 'V je
linedrni zobrazeni. Pro vSechna x, y, z € V totiz plati, ze (A*(y + z),x) =
(y + 7. A(x)) = (3, A) + (2, A) = (A*(y), %) + (4* (2), %) = (A" (3) +
A*(z),x). Specidlné, pro x = A*(y + z) — A*(y) — A*(z) dostaneme, 7e
(x,x) = 0, odkud x = 0 a tedy A*(y +z) = A*(y) + A*(z). Podobné
pro kazdé a € T a vSechna x, y € V plati, ze (A*(ay),x) = (ay, A(x)) =
aly, A(x)) = a(A*(y),x) = (a4*(y),%). Pro x = A*(ay) — aA*(y) tak
dostaneme, ze (x,x) = 0. Odtud plyne, ze A*(ay) — aA*(y) = 0 a tedy
A*(ay) = aA*(y). Ovérili jsme, Ze zobrazeni A*: V — V je linedrni.

Zbyvéa ukéazat jeho jednoznacnost. Uvédomme si, ze vektor A*(y) repre-
zentuje linedrni funkciondl dany pfifazenim x — (y, A(x)) pro kazdé x € V
(ve smyslu Lemmatu 16.9). Tim je jeho hodnota urcena jednozna¢né. O

Definice 16.6 Bud'V prostor se skaldrnim soucinem a A:'V — V linedrni
zobrazeni. Linedrni zobrazeni A*: V — V takové, Ze (y, A(x)) = (A*(y), x)
pro kaZdé dva vektory x, y € V, se nazyjvd adjungované zobrazeni k linedr-
nimu zobrazeni A.

Plati-li A* = A, pak tikame, Ze A je samoadjungované linearni zobra-
zeni.

Pripomenme, Ze symbolem A* zna¢ime matici hermitovsky sdruZzenou k
.. . .. . —T
matici A, definovanou jako matici takovou, ze A* = A" .
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Véta 16.11 Bud V prostor se skaldrnim souéinem, A:V — V linedrni
zobrazeni a X = {uy,...,u,} ortonormdlni bdze ve V. Pak plati, Ze

[Alx = [A"]x

Dukaz. Necht x, y € V je libovolné dvojice vektorti. Vzhledem k tomu,
ze je X ortonorméalni baze, plati

(v, A() = hx {4} =Tyl [Alx{x}a.
Podobné dostaneme, ze
— T ——T——T
(A"(y). x) ={A* (W) }x {xjr ={y}x [A*]x {x}x.
Odtud vzhledem k vlastnostem adjungovaného zobrazeni plyne, Ze pro vSechny
dvojice vektori x, y € V plati rovnost WT[A]X{X}X = WTWT{X}X.

Dosadime-li za vektory x, y postupné vSechny vektory baze X, dostaneme
odtud, 7e [Aly = [Ax a tedy [A*]y = [Alx = [Al}. O

Tvrzeni 16.12 Bud'V prostor se skaldrnim soucinem, A:V —V a B:V —
V dvojice linearnich zobrazeni. Pak plati:

1. (A+ B)* = A* + B*,
2. (aA)* =aA* pro kazdy skaldr a,

3. (AB)* = B*A*,

4. A=A,

5. I = I pro identické zobrazeni I: V — V.

Dukaz. Pro kazdou dvojici vektori x, y € V plati, ze

L (A" + B)(x),y) = (A"(x),y) + (B*(x),y) = (x, A(y)) + (x, B(y)) =

(x, A(y) + By)) = (x, (A+ B)(y)) = (A+ B)*(x), ),

2. ((a4)*(x),y) = (x, (aA)(y)) = (x,a(A(y))) = a(x, A(y)) = a(A"(x),y) =
(@A*(x),y) = (@(A*(x)),y) = (@A*)(x),y),

3. (AB)*(x),y) = (x,(4B)(y)) = (x,A(B(y))) = (4"(x),B(y)) =
(B*(A*(x)),y) = ((B*A")(x), ),

4. (A" (x),y) = (%, A%(y)) = (A*(y),x) = (v, A(x)) = (A(x),¥),

5. (I"(x),y) = (x, I(y)) = {x,y) = (I(x),y)



