Kapitola 15

Vlastni ¢isla a vlastni
vektory

N 24

pojmi tohoto kurzu.

Definice 15.1 Bud A :V — V linedrni zobrazeni, V vektorovy prostor nad
telesem T. Cislo A € T nazjvdme vlastni &islo linearniho zobrazeni A, pokud
existuje nenulovy vektor x € 'V takovy, Ze A(x) = Ax. Je-li A vlastni ¢islo
linedrniho zobrazeni A, pak libovolny vektor x € 'V takovy, Ze A(x) = Ax
nazyvdme vlastni vektor linearniho zobrazeni A prislu$ny vlastnimu ¢islu M.

Bud X = {uy,...,u,} aY = {vy,...,v,} néjaké dvé bize v prostoru V
a P matice prechodu od baze X k bazi Y. Potom vime, Ze pro matice [A]y
a [A]y linedrniho zobrazeni A plati vztah

[Alx =P~ [A]yP.

Méme-li ddnu néjakou bazi Y = {vy,...,v,, vynasnazime se najit takovou
bazi X = {uy,...,u,}, aby matice [4]y linedrniho zobrazeni A vzhledem k
bazi X byla co nejjednodussi. Napiiklad diagonalni. Vime navic, ze kazda
matice prechodu je regularni a obracen€, 7ze kazda regularni matice P radu
n nad T je matici pfechodu od néjaké baze X k dané bazi Y, staéi pro kazdé
j=1,...,n definovat uj = 31 ; p;;v;. K matici [A]y tak hleddme regularni
matici P tak, aby matice P~![A]yP byla co nejjednodussi.

Definice 15.2 Dve ctvercové matice A,B Tddu n nad télesem T nazy-
vdme podobné, pokud existuje requldarni matice P 7ddu n nad T takovd, Ze
B = P 'AP. Matice A se nazjvd diagonalizovatelnd, je-li podobnd néjaké
diagondlni matics.
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Lemma 15.1 Podobnost je relace ekvivalence na mmnozine vsech ctverco-
viych matic téhoz radu nad néjakym telesem T.

Je-li matice A podobna diagonalni matici D, miizeme napiiklad snadno
spo¢itat libovolnou mocninu A*. Plati totiz A = PDP~! a tedy AF =
PD*P~! a matice D* je opét diagonalni matice, na jejiz hlavni diagonale
jsou k-té mocniny diagonalnich prvkid matice D.

Je-li x € V vlastni vektor linedrniho zobrazeni A : V — V piislusny
vlastnimu ¢islu A, pak plati A(x) = Ax. Nyni zvolime néjakou bazi X =
{uy,...,u,} v prostoru V. Co to znamend pro matici linedrniho zobrazeni
A a souradnice vektoru x, oboji vzhledem k bazi X7 Podle Tvrzeni 7?7 plati

Axly = M = [Ax)]x = [A]x[x]x.

Definice 15.3 Je-li A ¢tvercovd matice Fidu n nad télesem T. Cislo A € T
se nazyvd vlastni ¢islo matice A, pokud ezistuje nenulovy vektor x € T"
takovy, Ze Ax = Ax. Je-li X vlastni c¢islo matice A, pak libovolny vektor x €
T", pro ktery plati Ax = Ax se nazyvd vlastni vektor matice A prislusny
vlastnimu ¢islu .

Tvrzeni 15.2 Je-li A vlastni ¢islo linedrniho zobrazeni A : V. — V (nebo
¢tvercové matice matice A nad T ), pak mnozina M vsech vlastnich vektori
linedrniho zobrazeni A (nebo matice A) prislusngch vlastnimu éislu \ tvori
podprostor V. (nebo T™) takovy, Ze A(x) € M (nebo Ax € M) pro kazdy
vektor x € M.

Definice 15.4 Je-li A:V — V linedarni zobrazeni, pak podprostor M pro-
storu 'V se nazyvd invariantni podprostor linedrniho zobrazeni A, pokud
plati A(x) € M pro kaZdy vektor x € M. Podobné se definuje invariantni
podprostor M C T" ¢tvercové matice A 7idu n nad télesem T jako invari-
antni podprostor linedrniho zobrazeni A : T™ — T" urceného matici A, tj.
musi platit Ax € M pro kaZdy vektor x € M.

Tvrzeni 15.3 Je-li x vlastni vektor linedrniho zobrazeni A prislusny né-
jakému vlastnimu cislu X\, pak podprostor M)y prostoru V tvofeny vsemi
vlastnimi vektory A prislusnymi vlastnimu c¢islu X je invarianini podprostor
zobrazeni A.

Priklad 15.1 Vlastni &isla linedrnich zobrazeni v R? - 0sova soumérnost
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vzhledem k y = —uz, zkoseni, zkoseni a roztazeni, otoceni kolem pocatku.
Otoceni kolem pocatku jako linearni zobrazeni nad komplexnimi ¢isly.

Priklad 15.2 Derivace diferencovatelnych linearnich funkci na intervalu

(0.1).

Priklad 15.3 Fibonacciova posloupnost - P posunuti doleva na prostoru

V, jeho vlastni cisla.

Lemma 15.4 Pro linedrni zobrazeni A : V — V ezistuje bdze ve V vzhle-
dem ke které ma A diagonalni matici prave tehdy, kdyzZ existuje baze ve V
sloZend z vlastnich vektori zobrazeni A.

Dukaz. Polozme n = dim'V a predpoklddejme nejprve, ze existuje
baze X = {x1,...,x,} vzhledem ke které ma zobrazeni A:V — V diago-
nalni matici. Oznacme po fadé \i,..., A, prvky na diagonale [A]y. Potom
A(x;) = \ix pro kazdé i € 1,...,n a baze X je tedy slozena z vlastnich
vektori. (VSimnéme si, Ze posloupnost Ay, ..., \, je slozena z vlastnich ¢isel
zobrazeni A.)

Bud naopak X = {xi,...,x,} bdze slozend z vlastnich vektoru line-
arniho zobrazeni A. Oznac¢me \; vlastni ¢islo prislusné vlastnimu vektoru
X, t.j., A(x;) = ANix;, pro i = 1,...,n. Odtud je vidét, Ze matice [A]yx je

diagondlni s prvky Aq,..., A\, na diagonale. O

Tvrzeni 15.5 Jsou-li Ai,..., Ay navzajem rtznd vlastni cisla linearniho
zobrazeni A (nebo matice A) a pro kazdéi=1,...,k je u; nenulovy vlastni
vektor prislusny X\;, pak je mnozina {uy,...,u;} linedrné nezdvisld.

Dukaz. Tvrzeni ukdzeme indukci podle poctu k£ prvka této mnoziny.
Protoze je podle definice kazdy vlastni vektor nenulovy, dand mnozina je
linedrné nezavisla pokud k£ = 1. Bud k > 1 a pfedpokladejme, %e tvrzeni
plati pro kazdou nejvyse k — 1 prvkovou mmnozinu vlastnich vektori jimz
prislusi po dvou rtzné vlastni vektory. Pro spor predpoklddejme, Zze je mno-
zina {uy, ..., u;} linedrné zavisla. Potom existuje nulova netrividlni linearni
kombinace a1u; +- - - agur = 0 vektorl této mnoziny. Bez Gjmy na obecnosti
muzeme predpokladat, 7e a; # 0. Potom 0 = A(0) = A(ajuy + - - apuy) =
a A(ay) + - apA(ug) = e \ug + - -+ + apApug. Odtud dostaneme, ze 0 =
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A(arur+- - apug) — (@ a +- - -FapApug) = a1 (Ag—A)w +--+agp1 (Mg —
Me—1)ug—1 + ap(Ag — Ap)ug = a1(Ap — A)ur + -+ + ap—1 (Mg — Ap—1)Ug—1.
Protoze podle naseho predpokladu Ay # Mg, dostdvame nulovou netrividlni
linearni kombinaci vektort uy,...,u;_1 coz je ve sporu s indukénim pired-
pokladem. O

Ddsledek 15.6 Je-li matice A vadu n a md-li n navzdajem ruzngch vlastnich
cisel, pak je diagonalizovatelnad.

Tvrzeni 15.7 Je-li A matice 7adu n nad télesem T, pak A € T je vlastni
¢islo matice A prave kdyz plati det(A — N\I,,) = 0.

Dukaz. Predpoklidejme nejprve, Ze A je vlastni ¢islo matice A. Potom
existuje nenulovy vektor u takovy, ze Au = Au. Odtud plyne, 7ze (A —
AL, )u = 0 a vektor u je netrividlnim FeSenim homogenni soustavy rovnic
(A — AI,,)x = 0. Odtud plyne, ze je matice A — A\I,, singularni coz nastane
pravé kdyz ma nulovy determinant.

Piedpokladejme naopak, ze det(A —AI,,) = 0 a tedy, Ze je matice A— I,
singularni. Potom ma homomogenni soustava (A — AIL,)x = 0 netrividlni
feSeni u. Pak ale Au = A\u a tedy u je vlastnim vektorem prislusnym A,
specialné je A vlastnim ¢islem matice A. O

Definice 15.5 Charakteristicky polynom ctvercové matice A definujeme
jako polynom pa = det(A — A1) jedné proménné A.

Vlastni ¢isla matice jsou tedy koteny charakteristického polynomu této
matice.

Tvrzeni 15.8 Jsou-li A, B podobné matice, pak pa = pB.

Duakaz. Jsou-li matice A, B podobné, existuje reguldrni matice P ta-
kové, 7e B = P~'AP. Potom plati, ze pg(t) = det(B—1I,,) = det(P~'AP —
tI,) = det(P"'AP —tP 'I,P) = det(P ! (A —tI,)P) = det(P ') det(A —
tI,) det(P) = det(P ') det(P)det(A — tI,) = det(P) !det(P)det(A —
tI,) = det(A —tI,,) = pa(t). O

Posledni tvrzeni ndm umoznuje mluvit také o charakteristickém poly-
nomu linedrniho zobrazeni A : 'V — V - je to charakteristicky polynom
matice tohoto zobrazeni vzhledem k libovolné bazi V. Matice tohoto linear-
niho zobrazeni vzhledem k riznym bazim jsou podobné a podobné matice
maji stejny charakteristicky polynom.
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Priklad 15.4 Reseni soustavy dvou linedrnich diferencialnich rovnic o dvou

neznamych.

Tvrzeni 15.9 Je-li A = (a;;) ¢tvercovd matice fadu n a
PA(t) = cut™ + cp1t" L4+ 1t + co,
pak plati cp = (=1)", cp1 = (=1)" (a1 + a2+ -+ + anp), co = det A.

Dukaz. Polozme B = (bj;) = A — tI,. Podle definice je detB =
2 opes, Sgnp - bip, - byp,. Piipomenme, ze symbolem ¢ znacime identickeo
permutaci. V§imnéme si, e pro kazdou neidentickou permutaci p € S,
existuji 1 < i < j < n tak, ze p(i) # i a zaroven p(j) # j a proto
m4a soucin sgnp - by, -+ - byy, chipany jako polynom v proménné ¢ stu-
penn nejvyse n — 2. Odtud plyne, ze q(t) = 2 peSn\ {1} SEUP * Alp, " Anp,
je také polynom stupné nejvyse n — 2. Z definice determinantu dostaneme,
ze pa(t) = det(A —tI,) = detB = b1y - bpp + q(t) = (a1 — 1) - (apn —
t)+q(t) = (=)™ + (=1)" a4+ - 4+ ann)t"" + r(t) + q(t), kde 7(t)
a ¢(t) jsou polynomy stupné nejvyse n — 2. Odtud je vidét, ze ¢, = (—1)"
acy 1= (=1)""Yay + - + anyn). K ditkazu posledni z rovnosti si staéi
uvédomit, ze ¢y = pa(0) = det(A — 0I,) = det(A). O

Definice 15.6 Je-li A = (a;;) ctvercovd matice Tddu n, pak cislo a1 +
asy + - -+ + app nazgvdime stopa matice A a oznacujeme je tr(A).

Véta 15.10 Zakladni véta algebry Kazdy nekonstantni polynom s redl-
nymi nebo komplexnimi koteny ma aspon jeden komplexni koten.

Dusledek 15.11 Je-li f(x) polynom jedné proménné s realngmi nebo kom-
plexnimi koeficienty, pak jej lze jednoznacné (aZ na poradi ciniteli) vyjadrit
jako soucin

f(z) =alz — p1)" (. — B2)" - (z — Br)™,
kde B1, ..., Br jsou navzdjem ruznd komplexni c¢isla a 1 +r9+--- 41 = N
Dukaz. Uvédomme si, Ze komplexni ¢islo § je kofenem polynomu f(z)

pravé kdyz je polynom f(x) délitelny polynomem z — 3. Dokazovany disle-
dek tak plyne ze zakladni véty algebry snadno indukci. O

Definice 15.7 Cislo r; se nazjvd nisobnost kofene f3;.
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Existenci vlastnich c¢isel tak mame zajiSténou pouze pro reilné nebo
komplexni matice, v pripadé redlnych matic ale mohou byt vlastni ¢isla
komplexni.

Definice 15.8 Je-li A vlastni c¢islo matice A (linedrniho zobrazeni A : ' V —
V), pak definujeme algebraickou ndsobnost vlastniho ¢isla A jako ndsobnost
korene X\ charakteristického polynomu pa matice A (matice linedrniho zob-
razeni A vzhledem k libovolné bdzi 'V ).

Jak hledat vlastni éisla redlné (nebo komplexni) matice A?

e Spocitdme polynom det(A — AI,,) a najdeme jeho kofeny. To jde dobie
pro matice fddu 2, o néco hiife pro matice fadu 3 a hodné Spatné pro
matice vyssich radt. Vzorce pro koteny polynomt stupnt vétsich nez
4 totiz neexistuji, pro stupen 4 sice existuji, ale jsou slozité a prakticky
nepouzitelné.

e Koreny polynomu lze hledat priblizné pomoci itera¢nich metod.

e Matice A Ize upravovat tak, abychom dostali podobnou matici, u které
lze koteny charakteristického polynomu uhddnout. Nékdy to lze, vét-
Sinou ale nikoliv.

e Pro velké matice existuji iterativni metody zalozené napiiklad na QR-
rozkladu matic.

e Nalezeni vlastnich ¢isel s dostateénou presnosti je vypocetné dobie
zvlddnutelna tloha.

Priklad 15.5 Stopa a determinant diagonalizovatelné matice.

Tvrzeni 15.12 Pro kaZdé linedrni zobrazeni A : V. — V a kazdé vlastni
¢islo X zobrazeni A plati, Ze dimenze podprostoru M) prostoru V tvoreného
vlastnimi vektory zobrazeni A prislusnymi vlastnimu ¢islu A je mensi nebo
rovna algebraicke ndsobnosti vlastniho cisla X.

Duakaz. Polozme k = dim M. Zvolme néjakou béazi podprostoru M, do-
pliime ji do baze X' celého prostoru V. Potom je matice A = [A]y linedrniho
zobrazeni A vzhledem k bazi X' v blokovém tvaru

[ a1, B
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kde B, resp. C jsou matice typu k& x (n — k), resp. (n — k) x (n — k).
Odtud dostaneme, 7e pa(t) = det(A —tI,) = (A — t)¥ det(C — tI,_;) a
tedy nasobnost kotfene A je alespon k. O

Definice 15.9 Je-li \ vlastni ¢islo linedrniho zobrazeni A : V. — 'V a My
podprostor 'V tvoreny vsemi vlastnimi vektory V prislusnymi vliastnimu cislu
A, pak definujeme geometrickou nasobnost vlastniho ¢isla A jako dimenzi
podprostoru M.

Véta 15.13 Bud V wvektorovy prostor nad télesem komplexnich cisel C a
A 'V — V linedarni zobrazeni. Potom je linedrni zobrazeni A digonalizo-
vatelné prave tehdy kdyz pro kazdé vlastni c¢islo A zobrazeni A plati, Ze jeho
geometricka nasobnost se rovnd jeho algebraické ndsobnosti.

Dikaz. Je ziejmé, 7ze algebraickd nasobnost libovolného vlastniho cisla
diagonalni matice (kterd se v tomto pripadé rovnd poctu jeho vyskytl na
diagondle) je rovna jeho geometrické ndsobnosti. Totéz musi platit i pro libo-
volné diagonalizovatelné zobrazeni, nebot matice tohoto zobrazeni vzhledem
ke vhodné zvolené bazi je diagonalni.

Predpokladejme naopak, ze je algebraickd nasobnost libovolného vlast-
niho ¢isla zobrazeni A rovna jeho geometrické nasobnosti. Polozme n =
dimV a ozna¢me Aq,..., A\, vlastni ¢isla zobrazeni A a nq,...,n; po radé
jejich algebraické ndsobnosti. Protoze je téleso komplexnich ¢isel algebraicky
uzaviené, je stupen kazdého polynomu roven souctu nasobnosti jeho kotrenu
a tedy plati rovnost n =n; + --- + ng. Pro kazdé i = 1,...,k zvolme bézi
A&; prostory M, vlastnich vektori prislusnych vlastnimu ¢islu A; a polozme
X=X U---UXy. Mnoziny A7,..., X jsou po dvou disjunktni (zadny vek-
tor neni vlastnim vektorem prislusnym ke dvéma riznym vlastnim ¢islim) a
protoze je algebraicka nasobnost kazdého vlastniho ¢isla zobrazeni A rovna
jeho geometrické nasobnosti, ma pro kazdé i = 1,...,k mnozina X; pravé n;
prvki. Odtud plyne, ze mnozina X je n-prvkova. Pro vSechna i = 1,...,k
oznacme X;i,...,X;p; prvky mnoziny X;. UkdZeme, Ze mnozina X je line-
arné nezavisla. Bud Zle Z?;l a;jX;; = 0 nulova linedrni kombinace vek-
tord mnoziny X. Pro kazdé ¢ = 1,...,k polozme y; = 2?121 aijXi; € My,.
Podle Tvrzeni 15.5 je mnozina nenulovych vektori z {yi,...,yn} linedrné
nezavisla, a je-li neprazdnd, plyne odtud, Ze soucet jejich prvki je nenulovy.
Protoze Zle y; = 0 dostavame tak, ze y; = 0 pro kazdé 7 € k. Protoze
jsou mnoziny A&; linedrné nezavislé, plyne z rovnic Z;“Zl ai;jX;j =yi = 0, ze
a;; = 0 pro kazdé i = 1,...,k, 7 = 1,...,n;. Proto je mnozina X linedrné
nezavisla. Protoze pocet prvki mnoziny X je roven dimenzi prostoru V, je
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mnozina X bazi tohoto prostoru. Existuje tedy béaze prostoru V slozend z
vlastnich vektorti zobrazeni A. 7Z Lemmatu 15.4 pak plyne, Ze je linedrni
zobrazeni A diagonalizovatelné. O

15.0.1 Jordantv normadalni tvar

Definice 15.10 Jordanova bunka J(\, k) je ¢tvercovd matice fadu k tvaru

A1 0 ... 00
0 x1 ... 00
00X ... 00
000 ... A1
00 0 ... 0 A

Matice A fddu n md Jordaniv normdlni tvar s burikami J(A\;, k;), 1 =
1,2,...,m, kde k1 +ko+- - -+ kp, = n je-li blokové diagondlni a na jeji diago-
ndle jsou pravé bloky tvoiené po fadé Jordanovymi bunikami J( A1, k1), ...y J (Ams km)-

Tvrzeni 15.14 Jordanova butika J(A\, k) neni diagonalizovatelnd matice,
je-li k > 2.

Dikaz. Snadno nahlédneme, Ze charakteristicky polynom Jordanovy
buiiky J(X, k) je (A — t)* odkud je dale vidét, ze X je jediné vlastni ¢islo
matice J(A, k) a jeho algebraickd nasobnost je k. Déle plati, ze J(0,k) =
J(A\ k) — M1} je matice hodnosti k — 1 a proto je geometrickd nasobnost
vlastniho ¢isla A rovna 1. Podle Véty 15.13 neni matice J(A, k) pro k > 2
diagonalizovatelna. O

Priklad 15.6 Derivace polynomu stupné nejvyse 3 ma matici rovnou J(0, 4).

Véta 15.15 Je-li A ctvercovd matice radu n nad C, pak A je podobnd neé-
jaké matici v Jordanové normdlnim tvaru s burikami J(N;, k;), i =1,2,...,m,
kde ki +ko+- -+ ky = n. Dvojice (N, k;) jsou matici A urcené jednoznacné
aZ na poradi.

Je-li AV — V linedrni zobrazeni, dim'V = n, pak existuje baze ve V
takovd, Ze matice A vzhledem k této bazi je v Jordanové normdlnim tvaru.
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N 24

¢im dilezitéjsi jsou webové stranky, které na ni odkazuji. Podle ¢lanku Her-
bert S. Wilf, Searching the web with eigenvectors.

Definice 15.11 Spektrum a spektralni polomér matice a linedrniho zobra-
zeni. a(A), a(A), p(A), p(A),

Véta 15.16 Je-li A ctvercovd matice nad R s kladnymi proky, pak p(A) €
o(A) a existuje vlastni vektor v matice A piislusny vlastnimu cislu p(A),
ktery ma vsechny soutadnice kladné. Algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla
p(A) se rovnd 1.

Dukaz. Bez dikazu. O

Definice 15.12 Ctvercovd matice A se nazyjvd reducibilni, pokud ezistuje
permutacni matice (tj. soucin elementdrnich matic proniho typu) P takovd,

ze
XY
-1 _
PAP _<O‘Z>’

kde matice X a Z jsou ctvercove. Matice, kterda neni reducibilni, se nazyvd
irreducibilni.

Véta 15.17 Je-li A irreducibilni ctvercovda matice nad R s nezdpornymi
proky, pak p(A) € oA, p(A) > 0 a existuje vlastni vektor v prislusny p(A),
ktery md vSechny soufadnice kladné. Algebraickd ndsobnost p(A) se rovnd
1.

Dukaz. Bez dikazu. O



