Kapitola 15

Vlastni ¢isla a vlastni
vektory

vvvvvv

pojmi tohoto kurzu.

Definice 15.1 Bud A : V — V linedrni zobrazeni, V vektorovy prostor nad
telesem T. Cislo A € T nazjvdme vlastni ¢islo linedrniho zobrazeni A, pokud
existuje nenulovy vektor x € 'V takovy, Ze A(x) = \x. Je-li \ vlastni cislo
linedrniho zobrazeni A, pak libovolny vektor x € V takovy, Ze A(x) = Ax
nazyvdme vlastni vektor linedrniho zobrazeni A prislusny vlastnimu ¢islu .

Bud X = {uy,...,u,} aY = {vy,...,v,} néjaké dvé baze v prostoru V
a P matice pfechodu od baze X k bazi ). Potom vime, Ze pro matice [A]y
a [A]y linedrniho zobrazeni A plati vztah

[Alx = PHA]yP.

Méme-li ddnu néjakou béazi Y = {v,...,v,, vynasnazime se najit takovou
bazi X = {uy,...,u,}, aby matice [A]y linedrniho zobrazeni A vzhledem k
bazi X byla co nejjednodussi. Napriklad diagonalni. Vime navic, ze kazda
matice prechodu je regularni a obracené, ze kazda regularni matice P fadu
n nad T je matici pfechodu od néjaké baze X k dané bazi ), staci pro kazdé
j=1,...,ndefinovat u; = > ;' p;;v;. K matici [A]y tak hledame regularni
matici P tak, aby matice P71[A];P byla co nejjednodussi.

Definice 15.2 Dvé ctvercové matice A,B tddu n nad télesem T nazy-
vdme podobné, pokud existuje requldrni matice P vddu n nad T takovd, Ze
B = P 'AP. Matice A se nazjvd diagonalizovatelnd, je-li podobnd néjaké
diagondlni matici.
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Lemma 15.1 Podobnost je relace ekvivalence na mmnozZine vsech ctverco-
vych matic tehoz radu nad néjakym télesem T.

Je-li matice A podobna diagonalni matici D, mizeme napiiklad snadno
spoéitat libovolnou mocninu A*. Plati totiz A = PDP~! a tedy A* =
PDFP~! a matice D* je opét diagonalni matice, na jejiz hlavni diagonéle
jsou k-té mocniny diagionalnich prvkd matice D.

Je-li x € V vlastni vektor linedrniho zobrazeni A : V. — V pfislusny
vlastnimu ¢islu A, pak plati A(x) = Ax. Nyni zvolime néjakou bazi X =
{uy,...,u,} v prostoru V. Co to znamend pro matici linedrniho zobrazeni
A a soutadnice vektoru x, oboji vzhledem k bazi X'? Podle Tvrzeni 13.10
plati

Alxlax = [Mx]x = [A(x)|x = [A]x[x]x.

Definice 15.3 Je-li A ¢tvercovd matice fadu n nad télesem T. Cislo A € T
se nazyvd vlastni ¢islo matice A, pokud eristuje nenulovy vektor x € T"™
takovy, Ze Ax = Mx. Je-li A vlastni c¢islo matice A, pak libovolny vektor x €
T™, pro ktery plati Ax = Ax se nazyvd vlastni vektor matice A prislusny
vlastnimu ¢islu A.

Tvrzeni 15.2 Je-li A vlastni c¢islo linedrniho zobrazeni A : V. — 'V (nebo
¢tvercové matice matice A nad T ), pak mnozina M vsech vlastnich vektori
linedrniho zobrazeni A (nebo matice A) prislusnych vlastnimu ¢islu X tvoid
podprostor 'V (nebo T™) takovy, Ze A(x) € M (nebo Ax € M) pro kazdy
vektor x € M.

Definice 15.4 Je-li A:V — V linedrni zobrazent, pak podprostor M pro-
storu 'V se nazyvd invariantni podprostor linedrniho zobrazeni A, pokud
plati A(x) € M pro kazdy vektor x € M. Podobné se definuje invariantni
podprostor M C T" ¢tvercové matice A 7adu n nad télesem T jako invari-
antni podprostor linedrniho zobrazeni A : T™ — T"™ urceného matici A, tj.
must platit Ax € M pro kazdy vektor x € M.

Tvrzeni 15.3 Je-li x vlastni vektor linedrniho zobrazeni A prislusny bé-
jakému vlastnimu cislu N, pak podprostor My prostoru V tvoreny vsemi
vlastnimi vektory A prislusnymi vlastnimu c¢islu \ je invariantni podprostor
zobrazeni A.

P#iklad 15.1 Vlastni ¢sla linedrnich zobrazeni v R2 - osova soumérnost
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vzhledem k y = —ux, zkoseni, zkoseni a roztazeni, otoceni kolem pocatku.
Otoceni kolem pocatku jako linedrni zobrazeni nad komplexnimi ¢isly.

Priklad 15.2 Derivace diferencovatelnych linedrnich funkei na intervalu

0,1).

Priklad 15.3 Fibonacciova posloupnost - P posunuti doleva na prostoru

V, jeho vlastni cisla.

Lemma 15.4 Pro linearni zobrazeni A : V — V ezxistuje bdze ve V wvzhle-
dem ke které ma A diagondlni matici pravé tehdy, kdyz existuje bdze ve V
slozend z vlastnich vektori zobrazeni A.

Tvrzeni 15.5 Jsou-li Ai,..., )\, navzdjem ruzna vlastni ¢isla linedrniho
zobrazeni A (nebo matice A) a pro kazdé i =1,...,k je u; nenulovy vlastni
vektor prislusny \;, pak je mnoZina {uy,...,u;} linedrné nezavisla.

Dusledek 15.6 Je-li matice A tadu n a md-li n navzdjem ruznijch vlastnich
cisel, pak je diagonalizovatelnd.

Tvrzeni 15.7 Je-li A matice 7ddu n nad télesem T, pak A € T je vlastni
¢islo matice A pravée kdyz plati det(A — A\L,) = 0.

Definice 15.5 Charakteristicky polynom ctvercové matice A definujeme
jako polynom pa = det(A — A\IL,) jedné proménné \.

Vlastni ¢isla matice jsou tedy kofeny charakteristického polynomu této
matice.

Tvrzeni 15.8 Jsou-li A, B podobné matice, pak pa = pB.

Posledni tvrzeni nam umoznuje mluvit také o charakteristickem poly-
nomu linedrniho zobrazeni A : V. — V - je to charakteristicky polynom
matice tohoto zobrazeni vzhledem k libovolné bazi V. Matice tohoto linear-
niho zobrazeni vzhledem k rtiznym béazim jsou podobné a podobné matice
maji stejny charakteristicky polynom.

Priklad 15.4 Reseni soustavy dvou linedrnich diferencialnich rovnic o dvou

neznamych.
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Tvrzeni 15.9 Je-li A = (a;;) ¢tvercovd matice fddu n a
pa(t) = cut™ + cp1t™H + -+ et + o,
pak plati ¢, = (=1)", cn—1 = (—1)(a11 + a2 + -+ + cun), co = det A.

Definice 15.6 Je-li A = (a;;) Ctvercovd matice Tadu n, pak cislo ayn +
agy + - -+ + apy nazyvdme stopa matice A a oznacujeme je trace (A).

Véta 15.10 Zakladni véta algebry KaZdy nekonstatni polynom s redl-
nymi nebo komplexnimi koreny md aspon jeden komplexni koven.

Dausledek 15.11 Je-li f(x) polynom jedné proménné s redlnymi nebo kom-
plexnimi koeficienty, pak jej lze jednoznacné (aZ na poradi ciniteli) vyjadrit
jako soucin

f(x) = a(z = 6)" (@ = B2)" - (x = Br)™,

kde B1, ..., B jsou navzdjem riznd komplexnt ¢isla a r1 +19+ -+ 1) = n.
Definice 15.7 Cislo r; se nazjvd nasobnost kofene [3;.

Existenci vlastnich ¢isel tak méame zajisténou pouze pro redlné nebo
komplexni matice, v pripadé redlnych matic ale mohou byt vlastni ¢isla
komplexni.

Definice 15.8 Je-li A vlastni ¢islo matice A (linedrniho zobrazeni A : V —
V), pak definujeme algebraickou ndsobnost vlastniho ¢isla A\ jako ndsobnost
korene A\ charakteristického polynomu pa matice A (matice linedrniho zob-
razeni A vzhledem k libovolné bazi 'V ).

Jak hledat vlastni ¢isla redlné (nebo komplexni) matice A?

e Spocitame polynom det(A — A1) a najdeme jeho kofeny. To jde dobte
pro matice fadu 2, o néco hiife pro matice fadu 3 a hodné spatné pro
matice vyssich radt. Vzorce pro kofeny polynomt stupnti vétsich nez
4 totiz neexistuji, pro stupen 4 sice existuji, ale jsou slozité a prakticky
nepouzitelné.

e Kofeny polynomu lze hledat ptiblizné pomoci iteracnich metod.

e Matice A lIze upravovat tak, abychom dostali podobnou matici, u které
Ize koteny charakteristického polynomu uhddnout. Nékdy to lze, vét-
Sinou ale nikoliv.
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e Pro velké matice existuji iterativni metody zalozené naptiklad na QR-
rozkladu matic.

e Nalezeni vlastnich c¢isel s dostatecnou presnosti je vypocetné dobie
zvladnutelnd tloha.

Priklad 15.5 Stopa a determinant diagonalizovatelné matice.

Tvrzeni 15.12 Pro kazZdé linedarni zobrazeni A : V. — V a kaZdé vlastni
¢islo A zobrazeni A plati, Ze dimenze podprostoru My prostoru V tvoreného
vlastnimi vektory zobrazeni A prislusnymi vlastnimu cislu A je mensi nebo
rovnd algebraické ndsobnosti vlastniho cisla .

Dukaz. Zvolim bazi v M), doplnim ji do baze X celého V, vezmu matici
A = [A]x vzhledem k bazi X v blokovém tvaru a spoc¢tu determinant A —
AL, O

Definice 15.9 Je-li A vilastni ¢&islo linedrniho zobrazeni A : V. — V a My
podprostor V tvoreny vsemi vlastnimi vektory V prislusnymi vlastnimu cislu
A, pak definujeme geometrickou nasobnost vlastniho ¢isla A jako dimenzi
podprostoru M?.

Véta 15.13 Bud 'V wvekorovy prostor nad télesem komplexnich cisel C a
A .V — V linedarni zobrazeni. Potom je linedrni zobrazeni A digonalizo-
vatelné pravé tehdy kdyz pro kazdé vlastni ¢islo A zobrazeni A plati, Ze jeho
geometrickd mdasobnost se rovnd jeho algebraické ndsobnosti.

Definice 15.10 Jordanova bunka J(\, k). Matice A Ffadu n ma Jordaniv
normalni tvar s burikami J(N\;, k;), i =1,2,...,m, kde ky+ko+---+kp, = n.

Tvrzeni 15.14 Jordanova burika J(\, k) neni diagonalizovatelnd matice,

je-li k > 2.

Priklad 15.6 Derivece polynomi stupné nejvyse 3 mé nediagonalizovatel-

nou matici.
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Véta 15.15 Je-li A c¢tverovd matice radun nad C, pak A je podobnd néjaké
matici v Jordanové normalnim tvaru s bunkami J(N;, ki), i = 1,2,...,m,
kde k1 +ko+- - -+ky, = n. Dvojice (i, ki) jsou matici A uréené jednloznacéné
aZ na poradi.

Je-li AV — V linedrni zobrazent, dim'V = n, pak existuje baze ve V
takovd, Ze matice A vzhledem k této bdzi je v Jordanové normdlnim tvaru.

Dukaz. Bez dikazu. O
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Priklad 15.7 Formalizace myslenky, Ze webova stranka je tim dilezitéjsi,

¢im dulezitéjsi jsou webové stranky, které na ni odkazuji. Podle ¢lanku Her-
bert S. Wilf, Searching the web with eigenvectors.

Definice 15.11 Spektrum a spektralni polomeér matice a linedrniho zobra-
zeni. o(A), o(A), p(A), p(A).

Véta 15.16 Je-li A ctvercovd matice nad R s kladngmi proky, pak p(A) €
o(A) a existuje vlastni vektor v matice A prislusny vlastnimu céislu p(A),
ktery md vsechny soutadnice kladné. Algebraickd mnasobnost vlastniho ¢isla
p(A) se rovnd 1.

Dukaz. Bez dikazu. O

Definice 15.12 Ctverovd matice A s nezdpornymi prvky se nazjvd irre-
ducibilni, pokud existuje nejakd jeji mocnina A6™, kterd ma vsechny prvky
kladné. Matice, kterd nent irreducibilni, se nazyvd reducibilni.

Véta 15.17 Je-li A irreducibilni ctvercovd matice nad R s nezdpornymi
proky, pak p(A) € oA, p(A) > 0 a existuje vlastni vektor v prislusny p(A),
ktery ma vSechny soutadnice kladné. Algebraickd ndsobnost p(A) se rovnd
1.

Dukaz. Bez dikazu. O



