Kapitola 14

Prostory se skalarnim
soucinem

Definice 14.1 Bud'V wvektorovyj prostor nad R (nebo nad C). Skalarni sou-
¢in na 'V je zobrazeni z (x,%): VXV = R (nebo — C) spliujici ndsledugici
podminky. Hodnotu tohoto zobrazeni pro dvojici (u,v) € V X'V oznacujeme
(u,v).

1. (v,v) > 0 pro kazdy vektor v € V, pFicemZz rovnost nastdvda pravé kdyz
v =0,

2. (u,av) = a{u,v) pro kazdé vektory u,v € V a kazdy skalir a € R
(nebo € C),

3. (u,v+w)=(u,v) + (u,w) pro kazdé vektory u,v,w € V,

4. (v,u) = (u,v) pro kazdé vektory u,v € V.

Vektorovy prostor, na kterém je definovdan skaldrni soucin, nazijvame prostor
se skalarnim soucinem.

Vsimnéte si, ze podminka 4. z predchozi definice znamend, ze v piripadé
redlného prostoru V se skaldrnim souc¢inem plati (v,u) = (u,v) pro kazdé
vektory u,v € V.

Podivejme se na nékteré elementarni vlastnosti skaldrniho soucinu, které
budeme déale pouzivat bez odkazu.

Lemma 14.1 Bud 'V wektorovy prostor nad R (nebo nad C) se skaldrnim
soucinem (x,x):V xV — R (nebo C). Potom plati, Ze
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1. {au,v) = a(u,v) pro kazdé vektory u,v € V a kazdy skalir a € R
(nebo € C).

2. (u+v,w) = (u,w) + (v,w) pro kazdé vektory u,v,w € V,
Dukaz.

1. Pouzijeme-li nékolikrat vlastnosti 2. a 4. z Definice 14.1. Tak dosta-

neme, 7e (au,v) = (v au) = a{v,u) = a(v,u) = a(u, v).

2. Pouzijeme-li nékolikrat vlastnosti 3. a 4. z Definice 14.1. Tak do-
staneme, 7e (u + v,w) = (w,u+v) = (w,u) +(w,v) = (w,u) +
(w,v) = (1, w) + (v, w).

|

Priklad 14.1 Standardni skalarni soucin definovany v Definici 7.2 je prikla-

dem skalarniho souc¢inu na aritmetickém prostoru R"™ nebo C”, jak vyplyva z
Tvrzeni 7.1. Neni to ale zdaleka jedind moznost, jak definovat skaldrni soucin
na aritmetickych vektorovych prostorech. Napiiklad, jsou-li x = (z1,22)" a
y = (y1,92)" dva libovolné vektory z R?, pak piedpis

1 1
(x,y) = m1y1 + §$1y2 + §$2y1 + z2y2

také definuje skaldrni sou¢in na R?.

Definice 14.2 Je-li V wvektorovy prostor nad R (nebo nad C), pak norma
na V je zobrazeni || x ||V — R, které pFitazuje kazZdému vektoru v.€ 'V
realné cislo ||v|| splnugici ndsledugici podminky:

1. ||v|| > 0 pro kazdy vektor v € V, pFicemz rovnost nastivd pravé kdyz
v =0,

2. lav|| = |a| - |v|| pro kazZdy vektor v € V a kaZdy skalir a € R (nebo
€C),

3. |lu+ vl < ||l + ||v|| pro kazdé dva vektory u,v € V.

Priklad 14.2 Euklidovska norma na aritmetickém vektorovém prostoru R"

nebo C” je podle Cvi¢eni 7.2 a Tvrzeni 7.3 normou ve smyslu Definice 14.2.
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Pripomenme si, ze euklidovskd norma je svazana se standardnim skalarnim
soucinem vztahem
VIl =1/ (v, V)

pro kazdy vektor v.€ R™ (nebo € C").

Obecné definujeme normu na prostoru se skaldrnim soucinem zcela ana-
logicky:

Definice 14.3 Bud' 'V (redlny nebo komplexni) vektorovy prostor se ska-
larnim soucinem. Potom zobrazeni || % ||:' V — R definovanou predpisem
vl = (v, V) nazjvime norma definovana skaldrnim soucinem (x, *).

Ukazeme, 7e takto definujeme normu ve smyslu Definice 14.2. Nejprve
ale ukazme Cauchy-Schwartzovu-Bunjakovského nerovnost, ktera poslouzi k
ovéteni trojihelnikové nerovnosti (podminky (3) z Definice 14.2).

Véta 14.2 (Cauchy-Schwartzova-Bunjakovského nerovnost) BudV
vektorovy prostor se skaldrnim soucinem. Pro libovolné dva vektory x,y € V
plati

[yl < -yl (14.1)

pricemZz rovnost nastavd prave kdyz x = 0 nebo 'y = ax pro néjaky skalar

a € R (nebo € C).

Dukaz. V piipadé x = 0 nastiava v (14.1) rovnost. Predpokladejme déle,
7e x # 0 a polozme

z:y—<x’y>x.
(x, x)
Potom plati, 7e
gy XY e XYy Y
(r7) = fey— (00 = b)) = o) ) =0

Odtud snadno odvodime, 7e (z,z) = (y, z) (odvozeni ponechdme na ¢tenaii).
Pouzijeme-li tuto rovnost, dostaneme

Y) = y,y) - ¥y .

(x,x) (x,x)

0< <Z7Z> - <yvz> - <y7y_

Proto plati, ze

~

(x,y
(x,x

(y,x) <{y,y),

~
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odkud plyne, ze

(%, 7)]* = (x,y)(x.y) = (x. y)y.x) < (x,x){y,y) = [|x]*ly]*.

Odtud po odmocnéni dostaneme nerovnost (14.1). P¥itom, za pfedpokladu
x # 0, nastane rovnost v (14.1) pravé kdyz 0 = (z,z), coz je ekvivalentni
z = 0. Odtud po dosazeni dostaneme podminku

_{(xy)

(y,y)xzo'

Ta jisté implikuje, ze y = ax pro néjaky skaldr a € R (nebo € C), konkrétné
pro a = (x,y)/{y,y). Naopak je-li y = ax pro néjaké a € R (nebo € C),
potom

B (x,y)_ (x,ax) (x,x) B
Z =y — ———X = aX — X=aX—a—x=ax —ax = 0.

(x,x) (x,x) (x,x)

|

Je-1i V redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem, mizeme Cauchy-
Schwartzovu-Bunjakovského nerovnost dokazat elegantné takto:

Jiny dukaz v redlném pripadé. Je-li y = 0 plati v (14.1) rovnost.
Predpokladejme déle, zZe je vektor y nenulovy. Pro libovolné £ € R plati, ze
0 < {x+ty,x +1y) = (x,%) + 26(x,y) + Xy, y) = [Ix]| + 2t(x, y) + £*[|y].
Odtud je vidét, ze determinant kvadraticka rovnice

%% + 2¢(x, y) +2[lyl? (14.2)

nemiize byt kladny. Proto 4(x,y)? — 4|x|?|ly||? odkud plyne dokazovan4
nerovnost (14.1). Pfitom rovnost v ni nastane pravé kdyz méa kvadraticka
rovnice (14.1) koten, coZ nastane pravé kdyZ x + ty = 0 pro néjaké t € R.
O

Ptipomenme, 7e symbolem Rz znac¢ime reilnou ¢ast komplexniho ¢isla
z a ze plati Rz < |z|.

Tvrzeni 14.3 Bud'V wvektorovy prostor se skaldrnim soucinem. Potom pred-

pis
vl = /{v,v)

definuje normu na V.
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Dikaz. Postupné ovétime, 7ze jsou splnény vSechny t¥i podminky Defi-
nice 14.2. Podminka 1. je okamzitym disledkem 1. vlastnosti z Definice 14.1.
Pro kazdé v € V a kazdé a € R (nebo € C) plati, 7e |lav]? = (av,av) =
aa(v,v) = |al?||v|?, odkud plyne podminka 2. Nakonec pro kazdou dvojici
vektorii u, v € V plati, 7e [u+v||? = (u+v,u+v) = (u,u)+(u, v)+(v,u)+
(v,v) = [[ull? + 200, v) + [vIZ a (Jul + [vID? = ul + 2ul |v] + [v]?.
Vzhledem ke Cauchy-Schwarzové-Bunjakovského nerovnosti plati, ze

R(u, v) < [{u, v)] < [ul[[v]],

odkud jiz snadno plyne zbyvajici podminka 3. O

Zdaleka ne kazdou normu na redlném nebo komplexnim vektorovém pro-
storu V lze definovat néjakym skaldrnim souc¢inem na V. Nasledujici poné-
kud naroc¢néjsi tiloha udava dodateénou nutnou a postacujici podminku,
kterou musi norma na V spliovat k tomu, aby ji bylo mozné definovat né-
jakym skalarnim soucinem.

Uloha 14.1 Normu ||x|| na redlném nebo komplexnim vektorovém prostoru

V lze definovat néjakym skaldrnim souc¢inem na V pravé tehdy kdyz plati
la+vI? + flu—v]* = 2(|[ul]* + [|v]]*)
pro kazdé dva vektory u,v € V.
Vsimnéme si, ze podminka v predchazejici tiloze zobecnuje Pythagorovu

vétu. Netikd totiz nic jiného, nez ze soucet ¢tverci délek obou uhlopticek
libovolného kosodélnika je roven souctu ¢tvercti délek vSech jeho stran.

Definice 14.4 Bud V wvektorovy prostor se skaldrnim soucinem. Dva vek-

toryu,v € V nazgvame kolmé, plati-li (u,v) = 0. MnoZina vektori {u,,...,ux} C

V se nazyvd ortogondlni, jsou-li kazZdé jeji dva rizné prvky kolmé, a ortogo-
ndlni mnozina se nazyjvd ortonormalni, plati-li navic, Ze |u;|| = 1 pro kazdé
1=1,...,k.

Tvrzeni 14.4 Bud'V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem a B = {uy,...
néjakd jeho ortonormdlni baze. Pak pro kazZdy vektor x € V plati
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Diikaz. Bud [x]g = (a1,--.,a,)T, tj.,, x = I | a;u;. Potom pro kazdé
1 < j <n plati, ze

n

n
<llj,X> = <ujaza"iu’i> = Za"l< jaui> = aj,
=1

=1

nebot B je ortonormélni baze. Odtud plyne dokazované. O

Véta 14.5 Bud' V wvektorovy prostor se skalarnim soucinem a {x1,...,xy}
linedrné nezavisla mnozina ve V. Pak ezistuje ortonormdlni mnozina {uy,...,u;}
ve V takova, Ze plati

L{u1,...,ui}:L{x1,...,xz~}
pro kazdé 1 =1,... k.

Ddukaz. Vétu ukidzeme indukci podle poctu vektorid dané linedrné neza-
vislé mnoziny. Je-li £ = 1, polozime u; = x;/||x1|| a nahlédneme, 7e {u;} je
(jednoprvkova) ortogonalni baze a L{x;} = L{u;}.

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro kazdou k-prvkovou linedrné neza-
vislou mnozinu a ukazme, 7e plati také pro (k + 1)-prvkovou. Bud tedy
{x1,...,%x) + 1} linedrné nezdvisla mnozina. Podle indukéniho piedpokladu
existuje ortonormélni mnozina U, = {uy,...,ux} ve V takova, ze plati
L{uy,...,u;} = L{xy,...,x;} pro kazdé i = 1,... k. Polozme

k
Vi1 = Xpt1 — 9 (Xp1, u) .
i=1
Vyuzijeme-li ortonormality mnoziny U, snadno spocitame, ze (yj41,u;) =0
pro kazdé 1 < 5 < k. Polozme

Yk+1
Uyl = 7.
Y5+l
Potom je {uy, ..., ux41} hledand ortonormalni mnozina takova, ze L{uy,...,u;} =

L{xy,...,x;} prokazdé i=1,....,k+ 1. O

Definice 14.5 Je-li M podmnozina vektorového prostoru 'V se skaldrnim
soucinem, pak ortogonalni doplnék mnoziny M ve V definujeme jako mno-
Zinu

Mt ={xeV:(ux)=0 prokeZdé uec M}.
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Tvrzeni 14.6 Pro libovolné dvé podmnoziny M, N C V, kde V je (koneéné
dimenziondlni) prostor se skaldrnim soucinem plati

1. M* je podprostor V,

2. je-li M C N, pak N* C M*,
8. M+ =1L(M)*,

L(M)nM* = {0},

L(M)+ M+ =V,

S &

kazZdy prvek x € 'V lze jednoznacné vyjadrit ve tvaru x = v +w, kde
veL(M)awe M,

=

L(M) = (M*)*,
8. plati, ze dim M+ = dim'V — dimL(M).
Dikaz.

1. Jsoulix, y € Mt je (u,x+y) = (u,x)+ (u,y) = 0, pro kazdé u € M
atedy x +y € M. Podobné je-li x € M* a a € T, plati pro kazdé
u € M, ze (u,ax) = a{u,x) = 0 a proto ax € M*. Ukazali jsme, Ze
M je podprostor V.

2. Budx € N a u € M. Potom také u € N a proto (u,x) = 0. Odtud
je vidét, ze x € M*. Ukézali jsme, 72e N+ C M.

3. Bud v libovolny vektor z L(M). Potom existujin € N, aq,...,a, € T
au,...,u, € M} tak, 7e v = 3", a;u;. Bud déle x € M. Potom
plati, 7e (v,x) = (X", a;u;,x) = 3", @ (u;,x) = 0. Proto M+ C
L(M)*. Vzhledem k evidentnimu M C L(M) a piedchozimu bodu 2.
je také L(M)*+ C M+,

4. Je-lix € L(M) N M*, potom nutné (x,x) = 0 a tedy x = 0. Protoze
jsou L(M) i M podprostory ve V, obsahuji oba nulovy vektor.

5. Polozme n = dimL(M). Zvolme x € V. Predpoklidejme, 7e x ¢
L(M). Podle Véty 14.5 existuje ortonormalni baze {uy,...,u,41} pod-
prostoru L(M U {x}) takovd, ze L{uy,...,u,} = L(M). VSimnéme si,
7e u,1 € L(M)*. Vyjadieme vektor x jako linedrni kombinaci vek-
tori této baze, x = ayu;+- - - apy1Up41, a poloZzme v = aju;+- - - apuy,
aW = apiiUy, 1. Potom v € L(M), w € M* a x = v +w. Proto
V =L(M)+ M=t
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. Protoze V. = L(M) + (M1)*, lze kazdy vektor u € VV vyjadfit ve

tvaru u = v + w, kde v € L(M) a q € M*. Predpoklddejme, Ze pro
néjaké vi, vo € L(M) a qi, wy € M plati, 7e vi + w; = vy + wy.
Potom nutné v — vy = wy —wy € L(M)NM™" . Protoze podle 4. plati,
7e L(M)N M+ = {0}, dostaneme, 7e vi — vy = w; — wy = 0, odkud
V] = vg a zaroven wi = wo. Odtud jednoznacnost vyjadieni.

. Jellix € M+ au € M, potom (x,u) = 0 aproto M C (M+)+. Protoze

podle 3. je M+ = L(M)*, je také L(M) C (M*)*. Budu € (M1)*.
Podle 6. jeu = v+w, kde v € L(M) aw € M. Protoze u € (M*)*,
plati, ze 0 = (u,w) = (v + w,w) = (v, w) + (w, w) = (w, w). Odtud
plyne, 7e w = 0 a tedy u = v € L(M). Ukazali jsme, 7e (M) C
L(M).

. Podle Véty 12.12 a vzhledem k jiz dokdzanému je dim L(M)+dim M+ =

dim(L(M) + M*) + dim(L(M) N M*) = dim V + dim{0} = n.

Véta 14.7 Kazdou ortonormdlni mnozinu {uy,...,u;} ve vektorovém pro-
storu 'V se skaldarnim soucinem lze rozsirit do ortonormdlni baze ve V.

Dukaz. Ozna¢me M = {uy,...,u;}. Podle Véty 14.5 najdeme ortonor-

mélni bazi N v M*. Podle Tvrzeni 14.6 je V = L(M) + M+ = L(M) +
L(N) = L(M U N). Protoze N C M+ je M U N ortonormalni mnoina a
tedy je to ortonormdalni baze prostoru V. O



