Kapitola 13

Linearni zobrazeni

Definice 13.1 Jsou-li U a 'V wektorové prostory na télesem T, pak zobra-
zent A : U — V nazgvame linearni zobrazeni, plati-li

1. A(x+y) =A)+ A(y) pro kazdé dva vektory x,y € U,
2. A(bx) = bA(x) pro kazdy skalir b € T a kaZdy vektor x € U.

Piiklad 13.1 Obecny tvar linedrniho zobrazeni A : R? — R? je
Al z ) [ o +by \ [a b T
y ) \Ne+dy | \ ¢ d y |-

Priklad 13.2 Reflexe, zvétSeni (homotetie), nafouknuti v rizném métitku

ve dvou riznach smérech, zkoseni, rotace.

Véta 13.1 Necht U,V jsou dva vektorové prostory nad télesem T a necht
{ui,ug,...,u,} je néjakd bize v U. Pak pro kaZdou volbu vektori v; € V,
1 =1,...,n, existuje pravé jedno linedrni zobrazeni A : U — V takové, Ze
A(w;) =v; pro kazdé i =1,...,n.

Priklad 13.3 Kazdé linearni zobrazeni A : R” — R™ je tvaru A(x) = Ax,

kde A je redlnad matice typu m x n, jejiz j-ty sloupec A,; se rovna A(e;),
pro kazdé j =1,...,n, {e1,...,e,} je standardni baze v R,,.
Analogické tvrzeni plati pro linedrni zobrazeni A : T" — T™.
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Definice 13.2 Linedrni zobrazeni A : U — V se nazjvd monomorfismus,
je-li prosté, nazyvd se epimorfismus, je-li A zobrazeni na cely prostor 'V, a
nazyvd se isomorfismus, je-li vzajemné jednoznacné (tj. prosté a na prostor

V).

Definice 13.3 Je-li A: U — V linedrni zobrazent, pak mnozinu {u € U :
A(u) = 0} nazgvime jadro linedrniho zobrazeni A a oznacujeme ji Ker (A).
Mnozinu {v € V : v = A(u) pro néjaké u € U} nazgvame obraz linedrniho
zobrazeni A a oznacujeme ji Im (A).

Tvrzeni 13.2 Necht A: U — V je linedarni zobrazeni. Pak plati:
1. jadro Ker (A) je podprostor U,
2. obraz Im (A) je podprostor V,

3. je-li A prosté zobrazeni (tj. je-li monomorfismus), pak A~':Im (A) —
U je také linedrni zobrazeni,

4. je-li A vzdjemné jednoznacné zobrazeni (1j. isomorfismus), pak A~1 :
V — U je také linedrni zobrazeni.

Tvrzeni 13.3 Je-li A matice typu m X n nad télesem T a A : T" — T™
je linedrni zobrazeni definované predpisem A(x) = Ax pro kaZdé x € T",
pak plati

1. Ker (A) =N(A),
2. Im(A) = S(A) a dimIm (A4) = r(A),
3. dimKer (A)) = n —dimIm (A).

Véta 13.4 Pro libovolné linedrni zobrazeni A : U — V plati dim Ker (A) +
dimIm (A) = dimU.

Véta 13.5 Bud'V wvektorovy prostor dimenze n nad télesem T. Potom exis-
tuje isomorfismus A : V. — T™,

Posledni véta 1kd, ze az na izomorfismus existuje pouze jediny vektorovy
prostor dimenze n nad télesem T, a to aritmeticky vektorovy prostor T7.
Tento isomorfismus ale neni jednoznacné uréeny, zavisi na volbé baze ve V.
Riizné volby baze davaji riizné isomorfismy. Souradnice vektori se mohou
ménit pii raznych volbach baze, neméni se ale vlastnosti V, které na volbé
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béaze nezavisi, jako je tfeba linearni zavislost nebo nezavislost néjaké mnoziny
vektort ve V, linearni obal mnoziny vektort ve V, dimenze podprostori V,
atd. Rtuzné volby béaze ve V déavaji rizné pohledy na prostor V.

Nyni preneseme na libovolné abstraktni prostory a linedrni zobrazeni
poznatky o maticich linearnich zobrazeni.

Definice 13.4 Bud A : U — V linedrni zobrazeni, X = {uy,...,u,} bdze
vU aY = {vi,...,vp} bdze ve V. Necht je r;j, kde A(u;) = > ri5v;

pro kaZdé j = 1,...,n. Potom matici (r;;) typu m X n nazgvdme matice
linearniho zobrazeni A : U — V vzhledem k bazim X a )Y a oznacime ji
[Alxy-

Je-li A: V=5V a) ={vy,...,vy} bdze ve V, pak matici linedrniho
zobrazeni A vzhledem k bazi Y rozumime matici zobrazeni A wvzhledem k
bazim Y a Y. Oznacujeme ji [A]y

V matici [A] x,y jsou v j-tém sloupci souradnice vektoru A(u;) vzhledem

k bazi Y.

Lemma 13.6 Jsou-li A: U —V a B:V — W lindrni zobrazeni, pak také
slozené€ zobrazeni BA : U — W je linedrni zobrazeni.

Véta 13.7 Necht A: U — V a B:V = W jsou linedrni zobrazeni, X =
{ui,...,up} jebaze v U, Y = {vy,..., vy} jebdzeve V a Z = {w,...,u,}
je baze ve W. Potom pro matici linedrniho zobrazeni BA : U — W wvzhledem
k bazim X a Z plati

[BA]x,z = [Bly,z[A]xy-

Priklad 13.4 Vzorce pro sin a cos sou¢tu dvou vektori.

Priklad 13.5 Oznacme vy, va,...,v, vrcholy pravidelného n-iihelnika se

stfedem v 0. Dokazte, ze plati

n
S:Z:O.

i=1

Reseni. Oznaméime A : R" — R" otocen{ o tthel 2*. Pak plati A(s) =s
atedys=0. O
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Definice 13.5 Jsou-li X a ) dvé baze ve vektorovém prostoru V nad T, pak
matici identického zobrazeni I : V. — V wzhledem k bazim X a Y nazyvdme
matice prechodu od baze X k bazi ).

Je-li X = {uy,...,u,} aYy ={vy,...,v,}, pak se j-ty sloupec matice
prechodu od & k ) rovna soufadnicim vektoru I(u;) = u; vzhledem k
bazi ). Definice 13.5 je tedy v souladu s Definici 11.4. Srovnejte si rovnéz
Tvrzeni 11.8 s Definici 13.5.

7 definic 13.5 a 13.4 a Véty 13.7 plyne tada dalsich tvrzeni.

Tvrzeni 13.8 Jsou-li X a Y dvé bdze ve vektorovém prostoru V nad T a
P matice prechodu od bdze X k bdzi Y, pak matice prechodu od bdze ) k
bizi X se rovnd P~'.

Tvrzeni 13.9 Jsou-li X a Y dvé bize ve vektorovém prostoru V nad T,
A :V =V linedarni zobrazeni a P matice prechodu od baze X k bdzi Y, pak
plati

[A]x =P~ '[A]yP.



