Kapitola 12

Abstraktni vektoroveée
prostory

Definice 12.1 Predpoklidame, Ze T je téleso. Dale predpokliddame, Ze V je
néjakd mnozina, na které je definovand operace scitdni a ndsobeni prvki té-

lesa T s proky mnoziny V. Pokud tyto operace splnugi ndsledujici podminky,
pak Tikame, Ze mnoZina 'V spolu s témito operacemi tvori vektorovy prostor
nad télesem T. Podminky pro sc¢itani jsou

1.

2.

plati (x+y)+2z=x+ (y +z) pro libovolné x,y,z € V,
plati x +y =y + x pro libovolné dva prvky x,y € V,
existuje prvek 0 € V takovy, Ze 0 + x = x pro kaZdy prvek x € V,

ke kazdému prvku x € 'V existuje prvek —x € V, pro ktery plati, Ze
(—x)+x=0.

Dale nasleduji axiomy pro ndsobeni prvku telesa T s prvky mnoZiny

V:
plati 1x = x pro jednotkovy prvek 1 € T a libovolny prvek x € V,

plati a(bx) = (ab)x pro libovolné dva prvky a,b € T a kazdy prvek
xeV,

plati (a+b)x = ax+ bx pro libovolné dva prvky a,b € T a kazdy prvek
x€eV,

plati a(x +y) = ax + ay pro libovolny prvek a € T a kaZdé dva proky
x,y € V.
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Proky vektorového prostoru V nazyjvame také vektory a prokidm télesa T v
takovém pripade Tikame skalary.

Formulace, %e na mnoziné V je definovana operace s¢itani znamend, ze
x+y € V pro libodolné dva vektory x,y € V. A formulace,ze na mnoziné V
je definovana operace nasobeni prvki télesa T s prvky mnoziny V znamena,
ze soucin ax € V pro libovolné prvky a € T ax € V.

Stejné jako v pripadé téles nejdiive uvedeme nékolik bezprostiednich
disledkii axiomu vektorového prostoru.

Tvrzeni 12.1 V kaZdém vektorovém prostoru V nad télesem T plati
1. nulovy vektor O je urceny jednoznacné
2. opacny vektor —x je urceny vektorem x jednoznacneé,
3. —(—x) = x pro kazdy vektor x € V,
4. 0x = 0 pro kazdy vektor x € 'V,
5. a0 = 0 pro kazdy skalar a € T,
6. —x = (—1)x pro kazdy vektor x € V,

7. jestlize ax = 0, pak bud a = 0 nebo x = 0.

Aritmeticky vektorovy prostor T" dimenze n nad télesem T je zdkladnim
prikladem vektorového prostoru. Z Tvrzeni 1.1 a Tvrzeni 1.2 plyne, ze také
mnozina R™*™ redlnych matic tvaru m x n spolu s operacemi s¢itani matic
a nasobeni matic redlnymi ¢éisly je vektorovy prostor nad télesem redlnych

¢isel R. Podobné mnozina T™*"

v8ech matic tvaru m xn s prvky z télesa T
spolu s operacemi s¢itani matic a ndsobeni matic prvky télesa T je vektorovy

prostor nad télesem T.

Priklad 12.1

1. Mnozina vsech komplexnich ¢&isel spolu s operaci obvyklého scitani
a operaci nasobeni komplexniho ¢isla redlnym ¢islem tvori vektorovy
prostor nad télesem redlnycj cisel R.

2. Mnozina vSech redlnych éisel spolu s operaci obvyklého séitani a né-
sobeni redlného ¢isla raciondlnim ¢islem tvori vektorovy prostor nad
télesem racionalnich ¢isel Q.
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Nésleduji priklady vektorovych prostort, jejichz prvky nejsou ani vektory
v obvyklém smyslu slova ani matice.

Priklad 12.2

Mnozina R[z] vSech reilnych polynomu spolu s operacemi s¢itani a niso-
beni polynomt redlnym ¢islem tvori vektorovy prostor nad télesem redlnych
¢isel R. (Ovéite vSechny axiomy!)

Podobné tvori vektorovy prostor nad télesem R mmnozina R<,[z] vSech
redlnych polynomt stupné nejvyse n (véetné nulového polynomu) spolu s
operacemi s¢itani polynomi a nasobeni polynomu redlnym cislem.

Reélna ¢isla v predchozich dvou odstavcich nejsou diilezita. Stejné tak
mizeme uvazovat mnozinu T[z] polynomi jedné proménné s koeficienty v
libovolném télese T. Spolu s operacemi s¢itani polynomt a nasobeni po-
lynomt prvky télesa T tvori mnozina T[z] vektorovy prostor nad télesem
T.

Také mnozina T <, [x] vSech polynomi stupné nejvyse n (véetné nulového
polynomu) s koeficienty v télese T tvoii s operacemi s¢itani polynomi a
nasobeni polynomi prvky télesa T vektorovy prostor nad T.

Dalsi priklady vektorovych prostort jsou tvorené funkcemi.

Priklad 12.3 Mnozina vSech redlnych funkei f : [0,1] — R definovanych na

uzavieném intervalu [0, 1] tvoii vektorovy prostor nad R spolu s operacemi

(f +9)(z) = f(z) +g(z), (kf)(z) = kf(z).

Se stejné definovanymi operacemi tvori vektorovy prostor nad R také
mnozina vSech spojitych redlnych funkei definovanych na intervalu [0, 1].

Dalsi vektorovy prostor nad R. tvori mnozina vSech diferencovatelngjch
funkei f : [0,1] — R spolu se stejnymi operacemi jako v predchozich dvou
odstavcich. (Ovéfte si ve v8ech tfech piipadech platnost vSech axiomi vek-
torového prostoru.)

Kazd4 diferencovatelnd funkce f : [0,1] — R je spojitd na celém inter-
valu [0, 1]. Mnozina vSech diferencovatelnych funkci definovanych na inter-
valu [0, 1] je tak podmnozinou mnoziny spojitych funkci na intervalu [0, 1].
Soucet f + g dvou diferencovatelnych funkei f, g : [0, 1] — R nezavisi na tom,
sé¢itame-li je jako diferencovatelné funkce nebo jako spojité funkce. Dilezité
ale je, ze jsou-li f, g diferencovatelné, pak také jejich soucet f+ g je diferen-
covatelnd funkce. Podobné ani souéin k f realného ¢isla k s diferencovatelnou
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funkci f nezavisi na tom, povazujeme-li f za diferencovatelnou funkci nebo
za spojitou. Podstatné je, Ze soucin kf je diferencovatelnd funkce, pokud je
f diferencovatelna funkce.

Prostor diferencovatelnych redlnych funkci definovanych na intervalu
[0, 1] je obsazeny v prostoru spojitych funkeina [0, 1] nejen ve smyslu inkluze,
ale také tim, Zze se v ném pocitd s diferencovatelnymi funkcemi stejné, jako
bychom s nimi pocitali ve vétsim prostoru spojitych funkci. Tento vztah mezi
dvéma vektorovymi prostory nad stejnym télesem je diilezity a je obsahem
nasledujici definice.

Definice 12.2 Predpoklidame, Ze V je vektorovy prostor nad télesem T.
Je-li neprazdna mnozina U C 'V wvektorovy prostor nad télesem T spolu
s operacemi definovanymi v prostoru 'V, tj. splnuje-li axiomy 1-8 z Defi-
nice 12.1, pak Tikame, Ze prostor U je podprostorem prostoru V.

Ve skutec¢nosti neni nutné ovérovat platnost vsech osmi axiomu vektoro-
vého prostoru pro operace definované na podmnoziné U.

Tvrzeni 12.2 Neprdizdnd podmnozina U vektorového prostoru V nad téle-
sem T spolu s operacemi definovanymi v prostoru 'V je podprostor prostoru
V prave kdyz je uzaviend na obé operace.

Dukaz. Pokud je U podprostor prostoru V, musi byt uzavieny na obé
operace.

Naopak, pokud je U uzavieny na obé operace, vezmeme libovolny prvek
x € U (mnozina U je neprazdna!). Pak také (—1)x = —x € U. Proto plati
také 0 = (—x) + x € U. Operace s¢itani na mnoziné U tak spliuje axiomy
3 a 4. Asociativita 1 a komutativita 2 plati proto, 7ze operace s¢itani prvku
mnoziny U se shoduje s operaci s¢itani téchto prvkh v prostoru V, kterd
komutativni a asociativni je.

Ze stejného diivodu plati pro operaci nasobeni prvkiu télesa T s prvky
mnoziny U vSechny axiomy 5-8. O

Kazdy vektorovy prostor V nad télesem T méa urcité dva podprostory.
Jenodprvkovy podprostor N = {0} a cely prostor V. Témto podprostorim
tfikdme trivialni podprostory.

Uloha 12.1 Najdéte viechny podprostory aritmetického reidlného prostoru
R?.

Reseni. Pro kazdy nenulovy vektor a = (a,as)’ oznac¢ime symbolem
L(a) mnozinu {(kay,kas)” : k € R}. Snadno ovéfime, %e mnozina L(a)
spliiuje oba axiomy uzavienosti a ur¢uje tak podprostor prostoru R2.
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Nyni budeme uvazovat podprostor L(a) a vektor b = (b1, b)” & L(a).
To znamend, ze (by,b2)" # (kai,kas)” pro libovolné realné &slo k. Pro
jakykoliv vektor ¢ = (¢1,¢2)’ € R? uvazujeme soustavu linearnich rovnic

ar+by = ¢

aor + by = co.

7 piedpokladu (b1, b2)" # (kay, kas)” vyplyva, 7e (sloupcova) hodnost ma-

tice
aq b]
a9 bQ

této soustavy se rovnd 2, protoze hodnost této matice a matice k ni transpo-
nované se rovnaji podle Tvrzeni 3.15. Soustava ma proto jednoznacné reseni.
Existuji tedy redlna ¢isla x,y, pro kterd plati

ra+yb =c.

Kazdy podprostor prostoru R? obsahujici vektory a a b musi obsahovat
vektory za a yb vzhledem k axiomu uzavienosti (NO) a kvili axiomu uza-
vienosti na s¢itani (A0) také vektor za + yb = c¢. Kazdy podprostor pro-
storu R? obsahujici vektory a a b ¢ L(a) se proto rovna celému pro-
storu R2. Kromé trividlnich podprostorti {0} a R? jsou tak podprostory
L(a) = {(kay, ka3)” : k € R} jedinymi netrividlnimi podprostory R? . O
Kazdy podprostor L(a) = {ka : k € R} je pfimka prochézejici poc¢atkem.
Podobné jako v predchozi tiloze miizete vyresit nasledujici cviceni.

Cviceni 12.1 Dokazte, Ze netrividlni podprostory tridimenziondlniho redl-
ného aritmetického prostoru jsou primky a roviny prochdzejici pocdatkem.

Cviceni 12.2 Teleso redlnijch cisel lze v predchozi tiloze a cviceni bez pro-
blémi nahradit obecngm telesem T. Najdéte vsechny netrividlni podprostory
aritmetickijch vektorovijch prostori T? a T3 nad télesem T.

Vsechny poznatky o podprostorech artimetickych vektorovych prostori
miizeme prenést na obecné vektorové prostory. Ditkazy jsou zcela stejné jako
v pripadé aritmetickych vektorovych prostori.

Tvrzeni 12.3 Bud T libovolné téleso a 'V wvektorovy prostor nad télesem
T.

1. Pro kazZdy podprostor U prostoru V plati 0 € U,
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2. pranik libovolného souboru podprostoru 'V je opét podprostor V,

3. pro kazdou podmnozinu X C 'V ezistuje nejmensi (v uspordddni in-
kluzi) podprostor V, ktery ji obsahuge.

Definice 12.3 Nejymensi podprostor vektorového prostoru 'V obsahujici mno-
zinu X C 'V nazgvame linearni obal mnoziny X a oznacujeme L(X).

Tvrzeni 12.4 Je-l1 X podmnoziny V, pak plati
L(X) ={aix1 +asxo+ -+ + apxp : X1,...,xx € X, a1,...,a; € T}

Také pojem linearni kombinace vektort miizeme definovat v libovolném
vektorovém prostoru.

Definice 12.4 Je-li V wvektorovy prostor nad télesem T a vyi,..., vy € V,
pak libovolny vektor a1vy + agve + - -+ + ag vy, kde aq, ..., ax € T nazgvime
linedrni kombinace vektori vi,..., vy € V.

Vsimnéte ai, ze v linedrni kombinaci je vzdy konecny pocet vektori. Nu-
lovy vektor 0 povazujeme za linearni kombinaci prazdného systému vektori.
Podle Tvrzeni 4.3 je tedy linedrni obal L(X ) mnoziny X C V rovny mnoziné
vSech moznych linedrnich kombinaci vektort z X.

Definice 12.5 Libovolnd mnozina X C 'V, pro kterou plati L(X) =V se
nazyvd mnozina generator nebo generujici mnozina ve V.

Dale preneseme do obecnych vektorovych prostori poznatky o linedrni
nezavislosti.

Definice 12.6 Konecénd mnozina vektori {v1,..., vy} prostoru V nad té-
lesem T se nazyvd linedrné nezavisla ve V, pokud z rovnosti a1vi + agvy +
-+ apve = 0 plyne a; = --- = ap = 0. Nekonecnd mnozina X C V se
nazyvd linedrné nezévisla ve V, pokud je kaZda jeji konecnd podmnoZina
linedrnée nezavisld. A libovolnd mnozina X vektori z V se nazzyvd linedrné
zavisla ve V, pokud neni linedrné nezdvisld ve V.

Priklad 12.4 Vyznam télesa pro linearni nezavislost.

Priklad 12.5 Lineirné nezavisld mnozina v R[z].

Diikazy néasledujicich tvrzeni Ize najit u analogickych tvrzeni v kapitole o
aritmetickych vektorovych prostorech. Tam jsme v diikazech pouzivali pouze
axiomy abstraktniho vektorového prostoru.
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Tvrzeni 12.5 Mnozina X C 'V je linedrné nezavisld ve V prdvé kdyz pro
kazZdyg vektor x € X plati x ¢ L(X \ {x}).

Definice 12.7 Baze ve vektorovém prostoru 'V nad télesem T je linedrné
nezdavisld mnozina X generatori ve V.

Kazdy vektorovy prostor méa néjakou bazi.

Piiklad 12.6 Piiklad béze v {0} a v T|z].

Kazdy vektorovy prostor ma néjakou bézi, obecné ale nebudeme doka-
zovat, vyzadovalo by to axiom vybéru. Budeme se zabyvat pouze prostory,
které maji néjakou konec¢nou bazi.

Definice 12.8 Vektorovy prostor V nad télesem T se nazgvd koneéné-dimenzionalni,
pokud v ném existuje néjakd konecnd bdze.

Podobné také plati Steinitzova véta a jeji disledky v libovolném vekto-
rovém prostoru.

Véta 12.6 Steinitzova véta o vymeéné

Necht' U je podprostor V, {x1,...,x,} C U je mnozina linedrné nezdvisld
ve V, a {y1,...,y1} € U generuje U. Pak plati k <1 a po vhodném pieu-
spotadani vektoriy; mnozina {X1,...,Xg, Yi+1,---,Yi} generuje podprostor
U.

Dukaz. Indukci podle k. O

Véta 12.7 Vsechny bdze konecne-dimenziondlniho vektorového prostpru V'V
magi stejny pocet proki.

Tvrzeni 12.8 Pro podmnoZinu {x1,...,xy} konecné-dimenziondlniho pro-
storu 'V jsou nadsledugici t71 podminky ekvivalentni

1. {x1,..., X} je baze V,

2. {x1,...,Xx} je minimdlni (co do poctu prvki) generujici mnoZina v
U,
3. {x1,..., X} je maximdlni (co do poctu prvki) linedrné nezdvisld pod-

mmnozina U.
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Véta 12.9 Je-li V konecné-dimenziondlni vektorovy prostor nad T a {x1,..., x5} C
V je linedrné nezdvisla mnozina ve V, pak lze {xy,..., X} rozsifit do bdze
V.

Definice 12.9 Pocet prvki baze konecné-dimenziondlniho vektorového pro-
storu 'V nazyvime dimenze V a znacime dim V.

Tvrzeni 12.10 Je-li U podprostor konecné-dimenziondlniho prostoru V,
pak je U také konecné-dimenziondlni a plati dimU < dim'V.

Priklad 12.7 Podprostory vektorového prostoru V dimenze 2 nad télesem

T.

Véta 12.11 O dimenzi soucétu a pruniku podprostori
Jsou-l1 U, W podprostory konecné-dimenziondlniho prostoru V, pak plati

dim(UNW) 4+ dim(U + W) =dimU + dim W.

Tvrzeni 12.12 Je-li X = {vy,...,v,} baze vektorového prostoru V nad
telesem T, pak pro kaZdy vektor x € V existuji jednoznacné urcené skalary
ai,...,an € T takové, Ze plati

X =ai1V] +agvy + -+ anVy-

Definice 12.10 Je-li X = {vi,...,v,} bdze vektorového prostoru V nad
telesem T a x € 'V, pak jednoznacné urcené skaldary ai,...,an, € T, pro
ktere plati

X =a1Vy + aavy + -+ anVp,

nazyvdame soufadnice vektoru x vzhledem k bazi {v,...,v,} a aritmeticky
vektor (a1, ...,a,)" € T" nazjvime vektor soutadnic x vzhledem k bazi X
a oznacujeme jej [x]x.



