Kapitola 10

Ortogonalni projekce a
metoda nejmensich ¢tverci

V této kapitole budeme pracovat pouze nad télesem realnych éisel.
Tvrzeni 10.1 Pro kazdou matici A typu m x n plati

1. r(ATA) =r(ATA) =r(A),

2. S(ATA) = S(AT),

3. R(ATA) =R(A),
4. N(ATA) =N(A),
5. N(ATA) = N(AT).

Tvrzeni 10.2 Bud Ax = b soustava m linedrnich rovnic o n nezndmgych.
Pak

1. soustava AT Ax = ATb je vidy resitelnd,

2. je-li Ax = b 7tesitelna, pak mnoZina vsech Teseni soustavy Ax = b se
rovnd mnoziné viech fesent soustavy ATAx = ATb,

3. soustava AT Ax = ATb md jednoznacné Feseni prave tehdy kdyzr(A) =
n, v takovém pripadé pak x = (ATA)"1ATDb.

Ve Véteé 10.10 si ukdzeme, Ze v piripadé netesitelné soustavy rovnic Ax =
b kazdé Feseni x soustavy AT Ax = ATb minimalizuje normu ||[Ax — bl|.
Jinak feceno, v piipadé nefesitelné soustavy Ax = b je vektor Ax nejblize

vektoru pravych stran b pravé pro ty vektory x, které jsou feSenim soustavy
ATAx = A"b.
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Definice 10.1 Je-li Ax = b soustava linedrnich rovnic, pak soustavu AT Ax =
A"b nazjvdme asociovany systém normélnich rovnic k soustavé Ax = b.

Priklad 10.1 Vypocet drahy rakety.

Priklad 10.2 Zname-li QR-rozklad A = QR matice A s linedrné nezavis-

lymi sloupci, miZzeme jej pouzit k feseni soustavy A”Ax = A”b. Piipo-
menme si, ze sloupce Q tvoii ortonormélni mnozinu a R je horni trojihel-
nikovd matice s kladnymi prvky na hlavni diagonale. Potom plati

ATA =RTQ"QR =R'R.

Protoze Q mé ortonormalni sloupce, plati QTQ = I a soustava ATAx =
ATb je tak ekvivalentni soustavé R"Rx = RTQ”'b. Matice R” je regularni,
takze tato soustava je dale ekvivalentni soustavé Rx = QTb, kterou mu-
zeme vyfesit zpétnou substituci a dostaneme tak jediné feseni x = R™'Q”b
soustavy ATAx = ATb.

Véta 10.3 Véta o ortogonalnim rozkladu. Pro kaZdou matici A typu
m X n nad R plati

1. S(A)t = N(AT),

2. N(A)+ =S(AT).
Dusledek 10.4 Fredholmova alternativa. Pro kazdou matici A na-
stdva pravé jedna z nasledugicich dvou moznosti:

1. soustava Ax = b ma FeSeni pro kazZdou pravou stranu b,
2. soustava ATy = 0 md nenulové Fesent.

Tvrzeni 10.5 Bud A matice typu m X n nad R a r(A) = r. Pak existugi
ortogondlni matice U 7ddu m, ortogondlni matice V Fadu n a reguldrni
matice C Tadu r takové, Ze

A=TU C Orx(nfr) VT.
O(mfr)xr O(mfr)x(nfr)
Prunich v sloupci matice U tvofi ortonormalni bazi S(A), poslednich m—r

sloupcii tvofi ortonormdini bazi N(AT). Prunich r sloupcii V tvofi orto-
normdlni bazi S(AT) a poslednich n — r sloupcii tvofi ortonormdini bdzi

N(A).



66 KAPITOLA 10. ORTOGONALNI PROJEKCE A METODA NEJMENSICH CTVERCU

Definice 10.2 Bud A matice typu m x n nad R a r(A) = r. Vyjddieni
A = URVT7, kde U je ortogondlni matice ¥ddu m, V je ortogondlni matice

radu n a
C 0
R = rx(n—r) )
( 0(m—r)><7' 0(m—r)><(n—7')

je matice typu mxn, a C je reqularni matice fadu r, se nazyvd URV-rozklad
matice A.

Vsimnéte si, ze URV-rozklad matice A neni urceny jednoznacné.

Tvrzeni 10.6 Bud A = URVT URV-rozklad matice A. Matice

B=V c! 0r><(m—7') UT
0 ) ’

n—ryxr  Om—r)x(m—r
splnuje nasledugici rovnosti
1. ABA=A,
2. BAB =B,
3. (AB)T = AB,
4. (BA)T = BA.
Matice B je témito ctyrmi rovnostmi urcena jednoznacneé.

Definice 10.3 Bud A matice typu m x n nad R. Matici B spliujici rov-
nosti 1,2,83,4 z Turzeni 10.6 nazyvame Moore-Penroseova inverze nebo také
pseudoinverze matice A a oznacujeme ji A

Tvrzeni 10.7 Bud M podprostor R™ a M jeho ortogondlni doplnék. Po-
tom kaZdy vektor x € R"™ lze vyjadrit pravé jednim zpusobem wve tvaru
x=p+q,kdepeM aqe M.

Definice 10.4 Je-li M podprostor R" a x =p+q, kdep € M a q € M+,
pak vektor p nazyvame ortogonalni projekce x na podprostor M.

Tvrzeni 10.8 Bud M podprostor R", x € R" a p € M ortogonalni pro-
jekce vektoru x na M. Pak pro kazZdy vektor m € M plati

[x —pll < [lx — ml|,

pricemz rovnost nastava pravé kdyZ m = p.
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Tvrzeni 10.9 Bud A matice typu m x n a AT Moore-Penroseova inverze
A. Potom se ortogonalni projekce libovolného vektoru b € R™ na sloupcovy
prostor S(A) matice A rovnd (AA")b.

Véta 10.10 Metoda nejmensich ¢tverct Necht Ax = b je soustava
linearnich rovnic nad R. Pak pro vektor x € R™ je ekvivalenini

1. ATAx = ATb,
2. Ax = (AA)b.



