Kapitola 7

Skalarni soud¢in

V této kapitole budeme pracovat pouze nad télesy redlnych a komplexnich
¢isel. Symbolem T budeme oznacovat ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z, tj.
je-liz = a+1ib, pak T = a — ib.

Definice 7.1 Je-li A = (a;j) matice nad kompleznimi ¢isly typu m x n, pak
matici A* = (b;j) typu n X m nazgvime hermitovsky sdruzena k matici A,
pokud b;; = aj; pro kaZdé i,j.

Definice 7.2 Jsou-lix = (z1,...,2,)" ay = (y1,...,yn)" dva aritmetické
vektory z C™, pak definujeme standardni skalarni soudin vektori x,y jako
c¢islo

n
<xy>=xX'y =) Ty
=1

V pripade, Ze x,y jsou prvky redlného aritmetického prostoru R"™, pak
standardni skaldrni soucin vektori x,y je cislo

n
<xy>=x'y=> ziy.
=1

Tvrzeni 7.1 Zakladni vlastnosti skalarniho soudinu. Jsou-li x,y,z €
C" (nebo x,y,z € R"), pak plati

1. < x,y > je nezaporné redlné cislo,
2. <x,x>=0 prdvé kdyz x =0,
3. <x,ay >=a < x,y > pro kaZdy skaldr a,

4. <xy+z>=<XxYy >+ <X,Z>,
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5. <x,y >=<y,x >, (nebo < x,y >=<y,x >).

Cviceni 7.1 Dokazte pouze s pouzitim Tvrzeni 7.1, Ze plati pro kazdé vek-
tory x,y,z € C" a skalar a € C (nebo x,y,z € R" a skalir a € R)

1. <x+vy,z>=<x,2>+<Yy,y >,
2. <ax,y >=a <x,y > (nebo < ax,y >=a < x,y >),
3. <0,x>=<x,0>=0.

Pomoci skaldrniho souc¢inu mizeme definovat délku (jinak fe¢eno normu)
vektord a tihel mezi nimi.

Definice 7.3 Euklidovskd norma wvektoru x = (z1,...,2,)7 € C" je defi-
novana jako ¢islo

n
Ix|| = V<x,x>=Vx*x = Z |z;]2.
=1

Je-li x € R", pak

n
x| =v<x,x>=VxIx= z2.
bl KA

=1

Cviceni 7.2 Dokazte, Ze pro euklidovskou normu libovolného vektoru x €
C" (nebo x € R") a libovolny skaldr a plati

1. |x[ =0,

2. ||x|| =0 prdvé kdyz x =0,

3. |lax| = [a] - |lx]].

V nésledujici vété dokazeme dulezitou Cauchy-Schwartzovu-Bunjakovského
nerovnost.

Véta 7.2 Cauchy-Schwartzova- Bunjakovského nerovnost Pro libovolné dva
vektory x,y € C" (nebo R") plati

| <xy > | <[yl

rovnost nastavd prave kdyz y = ax pro nekjaky skalar a € C.
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Nésledujici trojihelnikova nerovnost plati jak pro komplexni tak pro
realné vektory.

Tvrzeni 7.3 Pro libovolné dva vektory x,y € C" (x,y € R") plati

% +yll < lxll + llyll-

Priklad 7.1 Geometricky vyznam skaldrniho soucinu dvou vektort z R".

Definice 7.4 Dva vektory x,y € C" (nebo x,y € R") nazjvime kolmé,
plati-li < x,y >= 0.

Definice 7.5 Mnozina vektori {uy,ug,...,ux} C C" (nebo R™) se nazjva
ortogondlni, plati-li < u;,u; >= 0 kdykoliv i # j. Ortogondlni mnoZina se
nazyvd ortonormdlni, plati-li navic ||u;|| =1 pro kazdéi=1,..., k.

Tvrzeni 7.4 KaZdd ortogondlni mnozina vektori v C™ (nebo v R™) je li-
nedrné nezdvisld.

Definice 7.6 Ortonormélni baze v podprostoru P C C™ (nebo P C R") je
baze P, kterd je soucasné ortonormdlni mnozinou.

Tvrzeni 7.5 Bud {uy,...,u;} ortonormdlni baze podprostoru P prostoru
C" (nebo R™) a x € P. Pak plati

k
x:Z<uZ~,x>ui.
=1

Definice 7.7 Je-li {uy,...,ux} ortonormalni bdze podprostoru P prostoru
C" (nebo R") a x € P, pak vyjadieni

k
x:Z<uZ~,x>ui.
=1
nazgvdme Fourieruv rozklad vektoru x vzhledem k bdzi {uy,...,u;} a koefi-

cienty < u;,x > tohoto rozkladu nazjvame Fourierovy koeficienty vektoru x
vzhledem k bazi {uq,...,u;}.
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Tvrzeni 7.6 Je-li {ui,...,u;} ortonormalni baze podprostoru P prostoru
C" (nebo R") a x = Zle a;u;, y = Zle bju;, pak plati

k

<X,y >=)_ab;.
i—=1

Kapitolu o skalarnim soucinu zakonéime obecnou formulaci Pythagorovy

vety.

Tvrzeni 7.7 Pythagotova véta Vektory x,y € R" jsou ortogondlni prave
tehdy kdyz plati
I + yII* = 11x* + Iyl



