Kapitola 6

Determinanty

Definice 6.1 Je-li A = (a;;) ¢tvercovd matice Tadu n s proky z télesa T,
pak definujeme determinant matice A jako cislo

det A=) sgn p-aip(1)asy(a)  anpin) € T.
pESn

Determinant matice A oznacujeme rovnéz |A|.

Pro zjednoduseni zapisu budeme nadéale v definici determinantu pouzivat
oznaceni p; = p(i) proi=1,2,...,nap € S,.

Priklad 6.1 Vypoctéte determinanty matic druhého a tietiho radu.

Lemma 6.1 Je-li A = (a;;) horni trojihelnikovd matice, pak det A =

a11G22 * - Qpp-

Dikaz. Matice A je horni trojihelnikova pravé kdyz a;; = 0 kdykoliv
i > j. DokdZeme, Ze pro jakoukoliv permutaci p # ¢ je soucin a1y, agp, - * - Gnp, =
0. Protoze predpokladame, ze p je neindentivckd permutace, existuje j €
{1,2,...,n} takové, 7e p(j) # j. Je-li p(j) < j, je prvek ajp, = 0 a tedy cely
soucin ajp, agp, - - - anp, = 0. Pokud p(j) > j, oznacime k délku cyklu obsa-
hujici prvky j,p(j). Tento cyklus se pak rovna (j,p(5),p?(5),...,p* " 1(4)).
Je-1i tato posloupnost rostouci, plati j < pF=1(j). Oznacime i = pF=1(j).
Potom p(i) = j < i a prvek a;,, = 0. V opacném piipadé existuje | < k — 1
takové, 7e pl(5) > p!*1(5). Opét ozmacime i = p'(j) a dostaneme, 7e i > p().
I v tomto pripadé je tak a1y, agp, - - - anp, = 0.
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V souctu definujicim determinant tak mtizeme vynechat vSechny s¢itance
pro neindentické permutace. Zbyva jediny sc¢itanec pro p = 1, ktery se rovna
a11a99 -+ * Gpn. A protoze identickd permutace je suda, je tentop séitanec se
znaménkem +. O

Geometricky vyznam determinasntti matic druhého a tretiho radu.

Tvrzeni 6.2 Pro kaZdou ¢tvercovou matici A = (a;;) Tadu n plati
det A =det A”.

Duikaz. Oznacme si transponovanou matici AT = B = (b;;). Pro li-
bovolnou permutaci p = (p1,p2...,pn) € Sp (zdpis tabulkou) je soucin
1p, Alpy * " Onp, = bp1bpy2 -+~ by, . SoOUCin aip,aip, -« - anp, se pri vypoctu
det A vyskytuje se znaménkem sgn p, zatimco tentyz soucin by, 1bp,2 -« - by, n
odpovida pii vypoétu det B permutaci p~' a ma tedy znaménko sgn p~! =
sgn p. V souctech definujicich det A a det B se tak vyskytuji stejné souciny
se stejnym znaménkem, proto det A = det B = det A”. O

Tvrzeni 6.3 Md-li matice A Tidu n dva stejné radky, pak det A = 0.

Dikaz. Predpokladdme, ze A;, = Aj, pro ¢ < j, tj. a; = aj; pro
k=1,2,...,n. Ozna¢me ¢ = (i,7) transpozici, kterd prohazuje i-ty a j-ty
radek. Zvolime libovolnou permutaci p € S,, a podivame se, jaké souciny v
souctu definujicim det A uréuji permutace p a ¢ = po (i,j) = p o t. Plati
q(i) = p(j), q(4) = p(7) a q(k) = p(k) pro k # i, j. Permutace p urc¢uje soucin

Sgn p . alpl .. -aipz .. -ajp] .. -anpn’
zatimco permutace ¢ = p o ¢ urc¢uje soucin
Sgn q-alql ...aiqi ---ajqj ---anqn —
— Sgn(pot)alqlazqzajq]anqn:

= _Sgnp'alm"'aipi"'ajpj"'anpn-

Je ¢ = pot # p nebot jedna z permutaci p, ¢ je suda a druhd lichd podle
Tvrzeni 5.5. Soucet soucinu urcenych permutacemi p, g se tak rovna

Sgnp.alpl...az-pi...ajp]_...anpn+Sgnq.a1ql...aiqi...ajqj...anqn:0'

Celou mnozinu indexi, tj. symetrickou grupu S,,, rozlozime do disjunktnich
dvojic permutaci {p,pot}. Tyto dvojice jsou skuteéné disjunktni. Z rovnosti
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permutaci p = r plyne rovnost p ot = r o t. Podobné z rovnosti pot =rot
vyplyvi p = (pot)ot = (rot)ot =r arovnost p =r ot plati pravé kdyz
pot = (rot)ot = r. Pokud se tedy dvé dvojice {p,pot} a {r,rot} protinaji,
musi se rovnat. Cely soucet

> sgnp-aiy,az, - any, € T.
PESn

definujici det A tak mutzeme rozlozit do neprotinajicich se dvojic, z nichz
soucet kazdé dvojice se rovna 0. Proto také

det A = Z SN P - A1p, A2p, * * * App,, € T = 0.
DESy

O

Véta 6.4 Predpoklidame, Ze A = (a;;) je ctvercovd matice Tadu n a B =
(bij) je matice, kterou dostaneme z matice A néjakou elementdrni rddkovou
dUpravou, pak

e det B = —det A, pokud jsme B dostali z A prohozenim dvou Tddki,

e det B = c-det A, pokud jsme B dostali z A vyndsobenim nékterého
radku prokem 0 # c € T,

o det B = det A, pokud jsme dostali B z A pomoci treti elementdrni
radkové dpravy.

Dukaz. V pripadé prvni elementarni apravy plati B, = Aj, a Bj, =
A, pro néjaké indexy i < j, a By, = Ay, pro k # 4, j. Porovname soucin
uréeny néjakou permutaci p € S, v souctu definujicim det A a soucin ur-
Ceny permutaci ¢ = p ot v souctu definujicim det B. Stejné jako v dikazu
predchoziho tvrzeni oznacuje ¢ transpozici (7, 7). Plati

SgHQ'blql“‘bz’qi“‘quj“‘bnqn :Sgn(pot).alpl...ajpj...aipi...anpn —

= —Sgnp.alpl ...aipi...ajpj ...anpn‘

V souctech definujicich det B a det A se tak vyskytuji stejné souciny, ale s
opacnymi znaménky. Proto det B = — det A.

Pro dtkaz druhého tvrzeni si pripomenme, 7e v matici B plati B;, =
cA;, pro ngjaké i € {1,2,...,n}, a By, = Ay, pro k # i. Plati proto
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bij = cai;j a byj = ayj pro libovolné j a k # i. Permutace p € S), tak urcuje
v souc¢tu definujicim det B soucin

Sgn p . b1p1b2p2 e bipi e bnpn — Sgn p . a1p1a2p2 e Caipi . e anpn —

= C-SgN P - A1y, A2, *** Ajp, ** * Ay, -

Soucin urc¢eny permutaci p v definici det B tak dostaneme ze soucinu urce-
ného stejnou permutaci p v definici det A vynasobenim skaldrem c. Protoze
to plati pro kazdou permutaci p € S,,, dostavime rovnost det B = ¢ - det A.

Konecéné tieti elementarni apravou k i-tému radku matice A pri¢itame
c-nasobek j-tého rddku. Budeme opét predpokladat 7 < j, pripad 7 > j
se dokaze zcela stejné. V tomto piipadé mame b;, = a;; + caji pro kazdé
k=1,2,...,n. Déle by = ai; prokazdé l # i a k € {1,2,...,n}. Permutace
p € Sy urcuje v definici det B soucin

bip, = bip, + - bjpj by, = arp, - (aip; + Cajm) T Qypy c Gnpy, =
A1p, * Gip; Qg+ G, + Q1py <+ (€ ) =+ Ajp, < <+ A, =

el alpl"'aipi"'ajpj"'anpn+c'a1p1"'ajpi"'ajpj"'anpn'

Prvni s¢itanec v zavérecném souctu se rovna soucinu uréenému permutaci
p v det A, zatimco druhy séitanec se rovna c-nasobku soucinu urceného
permutaci p v determinantu matice, jejiz i-ty fadek se rovna j-tému radku.
Takova matice ma determinant rovny 0 podle Tvrzeni 6.3. Proto

detB = Z sgn p-bip, - bpp, = Z SN P - A1p, -+ Gpp, = det A
PESK PESH

O

Vsimnéte si, ze v pripadé, kdy charakteristika télesa T je rizna od 2,
plyne Tvrzeni 6.3 z prvni ¢asti Véty 6.4. Jsou-li v matici A dva tadky —
-ty a j-ty — stejné, pak prohozenim téchto dvou fadki dostaneme matici
B = A. Podle prvni ¢asti Véty 6.4 plati det A = detB = —det A, {j.
det A 4 det A = 0. Protoze mé téleso T charakteristiku riiznou od 2, plyne
odtud det A = 0. Pouze v ptipadé, kdy mé téleso T charakteristiku rovnou
2, z rovnosti det A + det A = 0 nevyplyva det A = 0. V takovém piipadé je
nutné pouzit Tvrzeni 6.3.

Ddsledek 6.5 Pro determinanty elementdrnich matic 7adu n plati
o det Ev',j = *1,

e det E;(c) =,
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e det Ezj(d) = 1.
Pro kazZdou elementdrni matici E a libovolnou matici A téhoZ radu n plati

det EB = det E - det B.

Dukaz. Kazdou elementarni matici dostaneme z jednotkové matice I
odpovidajici elementarni ¥ddkovou tpravou. Protoze detI = 1 nebot jed-
notkova matice je horni trojihelnikova, plynou dodnoty determinantt vSech
elementarnich matic z Véty 6.4.

Odtud rovnéz plyne druha ¢ast dusledku za vyuziti Véty 6.4. O

Véta 6.6 Ctvercovd matice A je requldrni pravé kdyz det A # 0.
Dikaz. Podle Dtsledku 6.5 plati rovnost
det(EB) = det E - det B

pro kazdou elementarni matici E a ¢tvercovou matici B stejného tadu n.
Matici A prevedeme Gaussovou eliminaci pomoci elementarnich fadkovych
uprav do matice D v fddkové odstupnovaném tvaru. To znamend, ze exis-
tuji elementarni matice Ei,Es, ..., Eg, pro které plati D = E;---E{A. S
vyuzitim predchozi rovnosti dostavame

detD =det(E;---E1A) = detEp-det(Eg {---E{A) =
= detEg-detE;_q - det(Ek,Q e ElA) =

= detE;-detEp_1---det Eq-det A.

Determinanty elementarnich matic jsou nenulové podle Disledku 6.5, plati
proto
det A #0 prave kdyz detD # 0.

Podle Véty 3.9 je matice A regularni pravé kdyz D neobsahuje zadny nulovy
Fadek, coz je pravé kdyz det D # 0, nebot matice D je horni trojihelnikova
matice, a to je podle pravé dokdzané ekvivalence pravé kdyz det A £ 0. O

Pomoci predchozi véty snadno dokdzeme nésledujici dilezitou wvétu o
soucinu determinantu.

Véta 6.7 Pro kazdé dvé ctvercove matice A, B Tdadu n plati

det(AB) = det A - det B
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Dukaz. Je-li matice A singuldrni, plati 7(A) < n, a proto také podle
Dusledku 6.20 7(AB) < r(A) < n, sou¢in AB je proto také singularni
matice. Z rovnosti det A = 0 tak plyne det(AB) = 0 a dokazovana rovnost
det(AB) = det A - det B tak plati v pfipadé, ze A je singuldrni matice.

Pokud je A reguldrni matice, miizeme ji podle podle Tvrzeni 3.12 vyja-
drit jako soucin elementarnich matic A = Ey - - - E1. Potom plati

det(AB) = det(Eg---E1B)=detE;---detE;-detB =
= det(Eg---E1)-det B =det A - det B.

O

Nyni se budeme vénovat zakladni metodé vypoc¢tu determinantt — roz-
voji determinantu podle Tadku piipadné podle sloupce.

Definice 6.2 Je-li A = (aj;) ctvercovd matice fadun, pak proi,j € {1,2,...

oznacujeme M;; ¢tvercovou matici vddu n — 1, kterou dostaneme z A vyne-
chanim i-tého radku a j-tého sloupce. Nazjvame ji minor matice A odpo-
vidagici mistu (i, j). Cislo m;j = (—1)"*7 det M;; nazgvdme kofaktor matice
A urcengy mistem (4, 7). Matici M = (mj;) nazjvdme kofaktorova matice ur-
dend matici A a transponovanou matici M nazgvdme adjungovani matice
k matici A. Adjungovanou matici k matici A budeme oznacovat adj A.

Véta 6.8 Pro kaZdou ctvercovou matici A = (a;;) Tddu n a kaZdé i,j €
{1,2,...,n} plati

n
o det A = apgmi + agmio + + -+ + @GinMin = Y g GikMik,
n
o det A = ajjmyj + agjmaoj + -+ + apjMp; = D f—1 QM-

Dukaz. Dokazeme prvni z obou tvrzeni o rozvoji determinantu podle i-
tého radku. Druhé tvrzeni o rozvoji determinantu podle j-tého sloupce pak
vyplyne z rozvoje podle j-tého fadku a z Tvrzeni 6.2.

Zacneme tim, Ze se podivame na vSechny souciny v soucétu definujicim
det A, které obsahuji ¢initele a,;,. Tyto souciny jsou urcené permutacemi
p € Sy, pro které plati p(n) = n. Kazdy takovy soucin ma tvar

SEND - Q1p, A2py - * * An—1p,_1 Gnn -
Soucet vSech téchto soucini se potom rovna

Z sgnp-a1p1a2p2 s an,1pn71ann = Qpp- E Sgnp-mpl a2p2 .. an,1pn71.
p(n)=n p(n)=n
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Pokud kazdou permutaci p € Sy, pro kterou plati p(n) = n, z0Zime na
mnozinu {1,2,...,n — 1}, dostaneme permutaci ¢ € S,,_1. Permutace ¢
ptsobi na mnoziné, kterda ma o jeden prvek méné, a sama mé také o jeden
cyklus méné, nez permutace p. Proto sgn g = sgnp. Kazdou permutaci ¢ €
Sp—1 muzeme naopak jednoznac¢né rozsitit do permutace p € S, tak, ze
dodefinujeme p(n) = n. Kazdy ¢len sgnp - aip,azp, - - an_1p,_, v druhém
souctu v posledni rovnosti se proto rovna sgnq - aiq,a2¢, * - * An—14,_,, kde q
je zzeni permutace p na mnozinu {1,2,...,n — 1}. Druh4 suma v posledni
rovnosti se proto rovna

Z SN - A1q,2gy * " * On—1g,_, = det My,
qesnfl

soucet vSech soucintt v det A obsahujicich prvek a,, se tak rovna soucinu
ann - det My,

Nyni se podivame, jak vypadaji vSechny souciny v det A obsahujici prvek
a;j. K tomu tcelu postupné zaménime i-ty fadek matice A s (i + 1)-nim
fadkem, potom s (i+2)-hym faddkem, atd. az s n-tym Ffadkem. Dostaneme tak
matici, jejiz n-ty fadek se rovna i-tému rddku matice A a poradi ostatnich
fadki se nezménilo. Specidlné, prvek na misté (n,j) nové matice se rovna
Qg -

Déle pokrac¢ujeme tak, Ze postupné prohazujeme j-ty sloupec s (5 + 1)-
nim sloupcem, pak s (j + 2)-hym sloupcem, a tak dile az nakonec s n-
tym sloupcem. Dostaneme tak nakonec matici B = (b;;), pro kterou plati
bun = a;j, a dale minor N, matice B odpovidajici mistu (n,n) se rovna
minoru M;; matice A odpovidajicimu mistu (4,7). Soucet vSech soucint
v det B obsahujicich prvek b,,, se podle predchozich dvou odstavci proto
rovnd by, - det Ny, = a;; - det M;;.

Matici B jsme dostali z matice A pomoci n — 7 + 1 elementarnich rad-
kovych tprav prvniho druhu a déle pomoci n — j + 1 elementarnich sloup-
covych aprav prvniho druhu. Kazda z téchto aprav méni znaménko det A
podle Véty 6.4 a Tvrzeni 6.2, plati proto

detB = (—1)"""7 2det A = (—1)""/ det A.

Protoze det A = (—1)"/ det B, soudet vSech souéinii v det A obsahu-
jicich prvek a;; se proto rovna souctu vSech soucinti v det B obsahujicich
prvek by, = a;; s koeficientem (—1)"*J. Podle piedchoziho odstavce se tak
soucet vSech soucinlt v det A obsahujicich a;; rovna

(*1)i+jbnn . det N'nn = (l,jj . (*I)H—j det M7J = a,,;jmij,
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kde m;; je podle Definice 6.2 kofaktor matice A urceny mistem (i, 7).
Protoze v kazdém soucinu v souc¢tu definujicim det A se vyskytuje pravé
jeden prvek z i-tého radku matice A, plati

n n
det A = a;1m;1+aigmig+- - +aipnmi, = 2 aipmi, = Z(—l)ZJrkaz'k det My
k=1 k=1

O

Uloha 6.1 Spoéitejte determinant Vandermondovy matice a rozhodnéte,

kdy je Vandermondova matice regularni.

Reseni. Oznacime

1 t§ R
1t 2 - g7
I/t(htl’“wtn = :

1oty 2 -0 g7
determinant Vandermondovy matice fadu n urcéené prvky to,¢1,...,%, € T.
Pokud se dva z prvki ¢g,%1,...,t, rovnaji, ma Vandermondova matice dva
stejné radky a jeji determinant se proto rovna 0 podle Tvrzeni 6.3. Budeme
proto nadéle ptredpokladdat, ze vsechny prvky %g,%1,...,%, jsou navzijem

rizné.
Napred odec¢teme prvni radek od vSech ostatnich. Determinant se podle
Véty 6.4 nezméni, dostaneme tak

1t Bt

0 t1—ty t3—13 -+ th—17
‘/to,tl,...,tn = .

0 th—to t2—t2 -0 0147

Nyni determinant rozvineme podle prvniho sloupce a dostaneme vyjad-
feni

tp—ty t3—t2 . 7 —17

ty—to t3—t3 - D — 10
‘/to,tl,...,tn = . .

th —to t2 —t2 oo A7

Déle pouzijeme znamy algebraicky rozklad

o P o
t]—ty=(ti—to)(t] " +t] Tto+ - tity T+t ) = (ti —to)cij,
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kde jsme pro jednoduchost oznacili

, , 4 4 j=1
cij =t At Pttt )T =S kR
k=0

Specialné plati ¢;1 = 1 pro libovolné s = 1,...,n. S pouzitim tohoto oznaceni
dostavame
(t1 —to)err (81 —to)ero (t1 —to)cin
(ta —to)cor  (t2 — to)ean (t2 —to)con
‘/to,tl,...,tn = . . . .
(tn - tO)Cnl (tn - tO)CnQ Tt (tn - tO)Cnn

7 1-tého radku mizeme vytknout ¢; — tg pro kazdé 1 = 1,...,n a dosadit
c;1 = 1, proto

1 C12

Cln
" 1 ¢ -+ cop
Viodrsstn = ][ (ti — to) S
i=1
1 cpo Cnn

Nyni ¢ = t; + tg pro kazdé 1 = 1,...,n. Pokud tedy odecteme od
druhého sloupce ty-nasobek prvniho sloupce, dostaneme

I t1 c3 -+ cin

n I ta co3 -+ cop
Viodryota = [ [ —t0) | . . .
i=1 oo : :

1 th cp3 Cnn

Podobné ¢;3 = t? —tito+13 pro kazdé i = 1,...,n. Odeéteme tedy od tetiho
sloupce t2-nasobek prvniho sloupce a tg-nasobek druhého sloupce. Potom

1t 8 cu - ci
n 1 t2 t% Coq4 - Cop
Viottyrtn = [ [Gi =) | . . T . :
i=1 S :
1 t, t% Cnd Cnn

Postupné tak dostaneme

n

Wo,tl,...,tn = H(tz - tO) . ‘/tl,...,tn
i=1
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Posledni vyraz je rekurentni formule, pomoci které jiz vypocitame hodnotu
Vio.tr,...tn Vandermonodova determinantu fddu n + 1. Zacneme hodnotami
pro malé n.

‘/to = 17 V;fo,tl =t — th V;fo,tl,tg = (tQ - tO)(tQ - tl)(tl - tO)

Pokud induktivné predpoklddédme, ze

Vto,th---,tn—l = H (ti - tj)a
i>j
i,j=0,...,n—1

potom pomoci jiz dokdzané rekurentni formule dostaneme

‘/thtly---,tn = (ﬁ(tz - tO)) th,...,tn = ﬁ(tz - to) H (ti — tj) =

i=1 i=1 i>j
i,7=1,...,n

Tim je hodnota Vandermondova determinantu dokdzana pomoci mate-
matické indukce. V§imnéte si, 7e rovnost

Viod1otn = H (ti — t5)

plati i v pripadé, kdy se dva z prvka tg,t1,...,%, € T rovnaji. Vander-
mondova matice je tak reguldrni pravé kdyz jsou prvky tg,t1,...,t, € T
navzajem ruzné. O

Tvrzeni 6.9 Je-li A reguldrni matice, pak

_ 1 .
A 1:made

Dukaz. Adjungovand matice adj A = (n;;), kde n;; = m;;, minor matice
A ureny mistem (j,7). V souc¢inu A -adj A se prvek na misté (i,7) na hlavni
diagonale rovna souctu

n n
Z ANy = Z Qi MGl = det A
k=1 k=1

podle Véty 6.8. Prvek na misté (7,5) mimo hlavni diagonalu v soucinu A -
adj A. tj. pro i # j, se rovna

n n
> aikng; = 3 aimyp.
k=1 k=1
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Posledni soucet se rovné rozvoji determinantu podle i-tého fadku v matici,
kterou dostaneme z matice A nahrazenim j-tého fddku A, fddkem A,,.
Minory mjj pro k = 1,...,n se tak nezméni a nova matice ma dva stejné
radky. Jeji determinant se proto rovnid 0 podle Tvrzeni 6.3. Proto plati
rovnéz

n
Z QigMig = 0.
k=1

Soucin A - adj A mé proto nenulové prvky pouze na hlavni diagonéile, a ty
se vSechny rovnaji det A. Plati tak A -adj A = det A - I,,, neboli

_ 1 .
A 1=made

|

A nakonec vzoretek pro feSeni soustavy linedrnich rovnic s regularni
matici. Tomuto vzorecku se ikd Cramerovo pravidlo.

Tvrzeni 6.10 Je-li Ax = b soustava n linedrnich rovnic o n nezndmych s
requldrni matici A, pak pro j =1,2,...,n plati

o det A]'

~ detA’

kde A; = [Asi]| - |Ayj—1|b|Ayji1]| - - |Asn] je matice, kterou dostaneme z
matice A nahrazenim i-tého sloupce sloupcem pravich stran b.

Zj

Duikaz. Soustava ma jediné feseni x = A~'b. Dosadime za inverzni
matici A~! jeji vyjadieni podle piedchozi Véty 6.9

1
Al=_—_.adjA.
det A Y
Dostaneme tak rovnost
1
=— .adjiA -b.
T qeta MY
(z1,...,2,)T pak plati
L adjAlb = 3 g
Ti— —— .[a b= — . b,
T det A IR Qe AT T

Pro j-tou soutadnici feSeni x =

kde by je k-ta soutadnice vektoru b pravych stran. Soucet
n
> b
k=1

je rozvojem podle j-tého sloupce determinantu matice A ;, kterou dostaneme
z matice A nahrazenim sloupce A,; vektorem pravych stran b. O



