Kapitola 3

Télesa

Definice 3.1 Predpokladame, Ze T je mnozina, na které jsou definované
dve operace — scitani a ndasobeni. Pokud tyto dvé operace splnugi nasledugici
podminky (aziomy), Tikame Ze mnoZina T spolu s témito operacemi tvori
téleso. Jsou to podminky

(AO0) soucet a+be T pro libovolné a,b € T,

(A1) plati (a+b) +c=a+ (b+ c) pro libovolné a,b,c € T,
(A2) a+b=0b+a pro libovolné dva prvky a,b € T,

(A3) existuje prvek 0 € T takovy, Ze 04+ a = a pro kazdé a € T,

(A4) ke kazdému prvku a € T existuje prvek —a € T, pro ktery plati, Ze
(—a) +a=0.

To jsou vechny axiomy pro scéitani. Aziom (A0) ¥ikd, Ze mnoZina T je
uzaviend na scitini. Aziom (A1) je asociativita scitdni, aziom (A2) je ko-
mutativita scitani. Aziomu (A3) Fikime existence nulového prvku nebo také
neutralniho prvku vzhledem ke scitini a axiomu (A4) pak existence opac-
ného prvku vzhledem ke scitani.

Nasleduji axiomy pro ndsobeni:

(MO) soucin ab € T pro libovolné a,b € T,
(M1) plati (ab)e = a(be) pro libovolné a,b,c € T,
(M2) ab = ba pro libovolné dva prvky a,b € T,

(M3) ezistuje prvek 1 € T takovy, Ze la = a pro kazdé a € T,
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(M4) ke kazdému proku 0 # a € T existuje proek a=* € T, pro ktery plati
ala=1.

Aziom (MO0) vyjadiujeme slovy, Ze mnoZina T je uzaviend vzhledem k ndso-

beni, axiomy (M1) a (M2) Fikaji, Ze ndsobeni je asociativni a komutativni.

Aziom (M3) je existence jednotkového prvku nebo také neutrdlniho prvku

vzhledem k ndsobeni a aziom (MJ) je aziom ezxistence inverzniho prvku

vzhledem k nasobeni.
Obe operace pak spojuje axiom distributivity

(D) plati a(b+ ¢) = ab + ac pro libovolné tri prvky a,b,c € T.
A nakonec axiom netriviality
(N) 0#1.
Tvrzeni 3.1 V kazdém téelese T plati
1. nulovy prvek je urceny jednoznacné,
2. opacny prvek —a je prvkem a € T urceny jednoznacné,
3. jednotkovy prvek je urceny jednoznacné,
4. prvek a™" inverzni k proku 0 # a € T, je prokem a uréenyj jednoznacné,
5. 0a = 0 pro libolny prvek a € T,
6. je-li ab =10, pak bud a =0 nebo b =0,
7. (=1)a = —a pro kazdy prvek a € T,
8. rovnice ar = b, a #0, ma vZdy privé jedno tesent,
9. rovnice ¢+ x = d md vZdy pravé jedno Tesent,
10. z rovnosti ab = ac a predpokladu a # 0, vyplyva b = ¢,
11. z rovnosti a +b = a + ¢ plyne b = c,

12. (—a)(=b) = ab pro kazdé dva prvky a,b € T.
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Vsechny dosavadni poznatky o maticich a feseni soustav linedrnich rovnic
plati v libovolném télese T. Soustavou linedrnich rovnic v télese T rozumime
soustavu

a1 Ty + apre + -+ apr, = by,
a1 T1 + agTy + - + apx, = bo,
Am1T1 + amaxe + -+ ampTy = bma

kde jsou vSechny koeficienty a;;,b; € T. Z axiomu télesa a jejich bezpro-
stfednich disledki pak vyplyva, ze Gaussova eliminace a zpétna substituce
vedou k tesenim této soustavy, kterd vsechna opét lezi v télese T.

Podobné matice s prvky z télesa T je matice A = (a;;), kde a;; € T.
Elementarni fadkové tpravy matice s prvky z libovolného télesa T muzeme
provadét beze zmény. Je-li A reguldrni matice, pak pomoci elementarnich
rfadkovych aprav pouzitych na jednotkovou matici dostaneme inverzni matici
A~ kterd ma také viechny prvky z télesa T. Podobné ziistivaji v platnosti
i vSechny ostatni vlastnosti matic. Sta¢i pouze vzdy na zacatku rict, v jakém
télese lezi prvky matic, se kterymi pocitame. Tak napiiklad faktory L, U v
LU-rozkladu matice A, kterda ma prvky z télesa T, jsou oba také matice s
prvky z télesa T.

Priklad 3.1 Priklady téles Q,R, C, netéleso Z, pro které nicméné rada

poznatki také plati, jsou to vSechny, které nezévisi na existenci inverzniho
prvku.

Priklad 3.2 Dvouprvkovd mnozina {0, 1} spolu s operacemi s¢itani

0+0=14+1=0, 04+1=1+0=1,

a nasobeni

1-1=1, 0:1=1-0=0-0=0

je také téleso. Je to vlastné pocitani modulo 2. Vysledek operace ziskdme
tak, ze udélame napred obvykly soucet dvou ¢isel a za vysledek pak vezmeme
zbytek pii déleni obvyklého soucétu ¢islem 2. Podobné pro soucin. Platnost
v8ech axiomii télesa muzeme pak ovérit piimo. Toto téleso budeme oznacovat
Z,.
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Priklad 3.3 Jiné konecné téleso dostaneme, kdyz ¢isla {0, 1,2} s¢itame a

nasobime modulo 3. Operace s¢itani je potom
0+0=142=241=0,0+1=140=242=1,0+2=240=1+1= 2,

a operace nasobeni je

Mizete si sami ovéfit, ze mnozina {0, 1,2} s takto definovanymi operacemi
je téleso. V pripadé asociativity obou operaci a distributivity je tfeba vzdy
ovérit 27 rovnosti.

Priklad 3.4 Mnozina {0,1,2,3} spolu s operacemi s¢itini a ndsobeni mo-

dulo 4 neni téleso. Plati v ni totiz 2-2 = 0 a pfitom 2 # 0. To se v zddném
télese nemuze stat podle Tvrzeni 3.1.6.

Priklad 3.5 Ctyiprvkové téleso ale existuje. Nejlépe je poéitat s polynomy

GF(4) = {0,1,z,z + 1} jedné proménné s koeficienty 0, 1. Koeficienty po-
vazujeme za prvky télesa Zs. Tyto polynomy pak mizeme scitat a nasobit
obvyklym zptsobem. Mnozina GF(4) je uzaviena na s¢itani polynomi, neni
ale uzaviena na jejich nasobeni, nebot (z +1)(z +1) =22+ (1+ 1Dz +1 =
z? + 1. Operaci nasobeni proto definujeme modulo polynom z? + z + 1. To
znamend, ze obvykly sou¢in dvou polynomi vydélime se zbytkem polyno-
mem z° + z + 1 a jako vysledek sou¢inu vezmeme tento zbytek. Potom plati
napft.
zx+1)=(x+z=1 a (z+1)(x+1)=u=z.

Zkuste si sami ovétit axiomy télesa a dokazat, Ze mnozina GF(4) je skutecné
téleso.

Piiklad 3.6 Mnozina Z,, = {0,1,2,...,n— 1} pron > 2 spolu s operacemi

s¢itani a nasobeni modulo n je téleso pravé kdyz je n prvocislo. Toto tvr-
zeni si nebudeme dokazovat. Pokud nékdo zna Euklidiv algoritmus, tak to
zvlddne sam. Jediny problém spociva v diikazu existence inverzniho prvku k
libovolnému ¢&islu 0 # = < n, pokud je n prvodislo. Pokud n neni prvodislo,
tak Z, neni télesem ze stejného divodu, kviili kterému neni Z4 téleso.
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Priklad 3.7 Pro kazdé prvocislo p a kazdy exponent n > 1 existuje pravé

jedno téleso, které ma p™ prvku a zadna jina télesa s koneénym poctem prvki
neexistuji. Zadné sestiprvkové téleso tedy neeistuje. Télesa s poctem prvki
p" pro n > 2 se konstruuji podobné, jako jsme sestrojili étyiprvkové téleso v
Prikladu 3. Vezmeme vSechny polynomy (véetné konstantnich) stupné men-
Siho nez n s koeficienty v télese Z,. Téch je celkem p". Na této mnoziné
s¢itdme obvyklym zptisobem a nasobime modulo vhodny polynom stupné
n.

Vidime, ze télesa mohou byt znac¢né odlisna. jejich vlastnosti hodné zavisi
na nasledujicim ¢iselném parametru.

Definice 3.2 Ezistuje-li kladné celé cislo n takové, Ze v télese T plati
1+1+--+1=0,
| ———
n

pak neymensi takové kladné cislo nazyvame charakteristika télesa T.
Pokud Zadné takové kladné celé cislo n neexistuje, tak 7ikdme, Ze téleso
T md charakteristiku 0.

Véta 3.2 Charakteristika kazdého télesa je bud 0 nebo prvocisio.

Dikaz. Jestlize charakteristika télesa T neni rovna 0, pak existuje né-
jaké kladné celé ¢islo n > 2, pro které plati

14+1+4---+1=0.
—
n

Jestlize je n slozené ¢islo, plati n = kl pro néjaka kladna celd ¢&isla k,1 < n.
V dusledku axiomu distributivity (D) plati

Q+1+--4+D)A+1+--+1)=1+14---+1=0.

NG vz . )

k l n

Podle Tvrzeni 3.1.6 miize byt souéin dvou prvki v télese rovny 0 pouze
pokud je aspon jeden z ¢initeld rovny 0. Proto je bud

I+1+---4+1=0
—
k

nebo
1+1+---+1=0.
———————
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V kazdém pripadé€ nemize byt slozené ¢islo n > 2 nejmensim kladnym celym
¢islem, pro které plati

14+1+4---+1=0.

—

n

Protoze je 1 # 0 podle axiomu netriviality (N), musi byt nejmensi takové
¢islo prvocislo. O

Uloha 3.1 Zjistéte charakteristiky téles Zo, Z3, Q, R a C. Jakou ma cha-

rakteristiku konecné téleso, které ma p™ prvku?



