Logické spojky a a nebo.
Z vyroku Ize vytvaret dalsi vyroky pomoci logickych spojek a a nebo.

Definice. Jsou-li P, Q vyroky, pak vyrok P a Q nazyvdme konjunkce vyrok(i P,Q a vyrok P nebo Q
nazyvame disjunkce P,Q.

Pravdivost konjunkce a disjunkce vyrokl P,Q zavisi pouze na pravdivosti vyrokli P,Q ato
nasledujicim zplsobem.

Vyrok P a Q je pravdivy pravé kdyzZ jsou pravdivé oba vyroky P,Q.
Vyrok P nebo Q je pravdivy pravé kdyz je pravdivy aspon jeden z vyrok(l P,Q.

Logicka spojka nebo neni pouzivana ve vylucujicim smyslu. To znamen3, Ze disjunkce P nebo Q je
pravdiva i v pripadé, Ze jsou pravdivé oba vyroky P,Q.

Chceme-li vyjadfit, Ze plati jeden z vyrokll P,Q nikoliv ale oba soucasné, musime to vyjadfit jinak
neZ logickou spojkou nebo. Napfiklad tak, Ze fekneme, Ze plati prdvé jeden z vyrok( P,Q.

V tvrzeni, Ze z P plyne Q, mohou byt jak P tak Q sloZené vyroky vytvorené z jednodussich vyroki
pomoci logickych spojek a, nebo, jestliZe, pak, atd.

Nasledujici vyrok

jestlize p je prvodislo a p déli n>-1, pak p déli n-1 nebo p déli n+1

je pravdivé tvrzeni.

Vynechame-li jeden z predpokladl nebo jeden ze zavérd, pak novy vyrok neni pravdivy.
Jestlize p déli n*-1, pak p déli n-1 nebo p déli n+1

je nepravdivy vyrok. Stejné tak je nepravdivy vyrok

Jestlize p je prvocislo a p déli n>-1, pak p déli n+1.

Pravdivy je naopak nasledujici vyrok: je-li x realné Cislo, pak x >0 nebo x < 1.

Logické spojky a a nebo se Casto v matematickych formulacich vyskytuji implicitné, aniz by vibec
byly feceny.

Priklad. Vyreste soustavu rovnic
(x-1)(x-y)=0,

(y-3) (xX*-y*+1)y=0.

Ve skutecnosti mame doplnit pravou stranu ekvivalence



&isla x,y spliiuji rovnici (x-1)(x-y)=0 a splfiuji rovnici’ (y-3) (x’-y*+1)y=0 pravé kdy? (x=1 a y=3)
nebo (x=1a y=v2) nebo (x=1 a y=-v2) nebo ...

Podobné je tomu s nasledujicim prikladem.
Priklad. Najdéte viechna redlna Cisla spliujici nerovnost

4|x+1| +5>3[x+2]| +2|x-1].

V tomto pfipadé rozdélime mnoZinu vsech realnych cisel na Ctyfi intervaly (-02 ,-2), <-2,-1), <-1,1),

<-1,%0 ),V kazdém z interval(l pak mGzeme odstranit absolutni hodnoty a fesit nerovnost zvlast.
Celkové feseni je pak disjunkci reseni v jednotlivych pripadech.

Mame-li dokdazat, Ze z P nebo P’ plyne Q, postupujeme nejCastéji tak, Ze dokazeme, ze z P plyne Q a
také, ze z P’ plyne Q.

Podobné mame-li dokazat, Ze z P plyne Q a Q’, musime dokazat, Ze plati z P plyne Q a také ze z P
plyne Q.

Kvantifikatory

V prvni prednasce jsme se zabyvali vyrokem o existenci druhé odmocniny z kladného realného disla.
Je-li x kladné realnéislo, pak existuje druhd odmocnina z x.

Jedna z moznych formulaci je také

Pro kaZdé rediné ¢islo x > 0 existuje y > 0, pro které plati y* = x.

Mame-li néjaky vyrok P(x), ktery zavisi na proménné x a S je néjakd mnozina, miZzeme formulovat
vyroky

existuje X€5 | pro které plati P(x),
nebo

pro kazdé *€5 plati P(x).

Naptiklad pro kaZdé x >0 plati x* > 0.

Tyto vyroky se v matematice vyskytuji tak casto, Ze si pro né matematici zavedli zvlastni symboly.

Misto pro kazdé ¥€5 pi&i ¥X€S amisto pro kazdé X€S plati P(x) napisi ¥x€S (PGI).



Podobné misto existuje X¥€5 pi§i IXES g misto existuje Y€, pro které plati P(x) pisi
3xeS (P(x)

Symbolim ¥ a 3 se fika kvantifikdtory, ¥ je obecny kvantifikdtor, 3  je existenéni
kvantifikator.

Vyrok o existenci druhé odmocniny z kladného realného ¢isla pak mGzeme napsat v nasledujicim
tvaru

Ve, =) 3ve(0,c0)vy=x7 .

Vsimnéte si, Ze na poradi kvantifikatord zalezi. Vyrok
3 yel(0,00) ¥ xe(0,=) [y = x 2

neni pravdivy, na rozdil od toho predchoziho.

Podobné déleni se zbytkem m(Zeme popsat pomoci nasledujiciho vyroku. V ném N oznaduje
mnoZinu viech pfirozenych &isel (véetné 0), zatimco N ; oznaduje mnoZinu viech nenulovych
prirozenych Cisel.

g Irelifa=bg+r a0=2r< bl

YacMVbeN,

Cislo @ je podil a &islo T je zbytek piidéleni¢isla @ ¢&islem D . To,7e T je zbytek pfi déleni
&isla @ Eislem 2 se zapisuje také ve tvaru r =a mod b.

Matematika, kterou se budeme zabyvat, je zaloZena na tzv. principu vylouceného tretiho. Ten fika, Ze
pokud vyrok P neni pravdivy, pak je pravdivd jeho negace non P.

Toto je filosofické tvrzeni a jsou matematici, ktefi jej neprijimaji. Ti potom nemuzou dokazovat nic
sporem.

DuleZité je také umét negovat libovolné vyroky. Tak napfiklad

non(PaQ) jetotéZzjako (nonP nebo non Q). Negace konjunkce je disjunkce negaci.

Podobné non (P nebo Q) jetotézjako (non P a non Q). Negace disjunkce je konjunkce negaci.
Negovat implikaci je také jednoduché, non (z P plyne Q) je totéz jako (P a non Q).

DuleZité je také umét negovat vyroky s kvantifikatory.

non (¥x€S (P(x))) jetosamé jako 3x€5 (non P(x})

a non (3x€5 (P(X)))  je totéy, jako ¥X€2 (nonP(x))



Za poutiti téchto pravidel mGZeme negovat také vyroky s vice kvantifikatory. Tak napriklad

non (HIEX IyeY [P(X‘F)D jetotézjako I xeX¥yel (non P(x,1)) .

Obecné pravidlo zni, Ze pfi zachovani poradi kvantifikatord kazdy obecny kvantifikator zaménime za
existencni, kazdy existencni kvantifikator zaménime za obecny, a kvantifikovany vyrok nahradime
jeho negaci.

Tak napfiklad negaci vyroku o existenci druhé odmocniny z kladného realného Cisla je vyrok
Jx=0%v=0{v#+x?

Podobné dostaneme zcela mechanicky negaci vyroku o déleni se zbytkem pro pfirozena cisla
nasledujici vyrok:

JaeN3beN VagelNVreN(a=*bg+r nebo v & <0,b)).

A nakonec jeden vyrok ze Zivota goril horskych. Oznacime symbolem X mnoZinu vSsech samicek goril
horskych, symbolem Y mnoZinu vSech samci goril horskych a S(x,y,t) oznaduje nasledujici vyrok:
samicka x a samec y maji spolu sex v case t. Symbol T pak oznacuje Casovy interval, ktery nds
zajima. Vzhledem k tomu, Ze gorildm horskym hrozi vyhynuti, jde o priklad ze Zivota.

Domaci ukol. a) PfeloZte z matematicCiny do lidstiny
VxeX3yeVIteT(S(v))avyeX ateTwyeV (nonSix, 1)) a

YxeX3IveVVieT (non sl v,0)
b) Negujte tento vyrok v pfirozeném jazyce.
c) Prelozte negaci tohoto vyroku zpét do matematického jazyka.

Porovnejte formulaci z bodu c) s negaci vyroku z bodu a).



