Priklad z webnice matematiky pro zakladni Skolu:

Souw’et trojndsobku neznamélitsla zvtSeného o dva a dvojnasobku neznaméia
zmenseného afpse rovn&tyrnasobku neznamélitsla zv¢tSeného o jedna. Najtke
neznameislo.

Hlavni castreSeni spdiva v sestaveniifslusné rovnice o jedné nezname.

Co je ale zutSené ofi — neznameislo nebo trojnasobek neznameiisla? V prvnim
piipact leva strana rovnice Zma 3(x+2), ve druhémifpact 3x+2.

Problém je v tom, Ze #ni Ulohy vzniklo jako peklad rovnice do &ného jazyka. ielozi
kazdy formulaci v BZném jazyce zpatky do stejné matematické formulaieuje se, Ze
nikoliv. Obé¢ mozna uzavorkovani jsou gramaticky opréndn

Sou'et trojnasobku (neznamélktsla zvtSeného o dva)...

V tomto pgipadt privliastekzwtSenéhosztahujeme k podstatnému jmédisla a vede to
k matematickémuigkladu 3(x+2).

Sou'et (trojnasobku neznamélitsla) zvtSeného o dva...

V tomto gipack privliastekzwtSenéhaozviji cely tny ¢lentrojnasobku neznaméhisla a
vede k matematické formulaci 3x+2.

Tyto nejednoznénosti se obvykléeSi pomoci gramatického pravidla, Zévfastek rozviji to
podstatné jméno, ke kterému stoji wwnejblize. Za pouziti tohoto pravidla by spravna
matematické formulace byla 3(x+2).

Bohuzel givlastek nemusi rozvijet pouze podstatna jméenaalke celé ¥tnécleny, a v tom
piipack je i druhd mozna formulace 3x+2 opréma.

Jazyk ¥tSinou pouzivame k popisu realnych situaci a vktegalit nam pomaha zvolit
interpretaci, ktera dava smyslétd

Ridice traktoru zra@ného gi nehod odvezla sanitka

nejspisS nepochopime tak, Ze sanitka odvezla trgiestoZze gramaticka pravidla takovou
interpretaci upednosiiuji.

V kazdém pipact bychom ndli pti matematické formulaci pouzit v obo#ipadech levé
strany rovnice stejnou interpretaci. TakZe levarsdrje bd” 3(x+2)+ 2(x-5) nebo
(3x+2)+(2x-5).

S pravou stranou problém neni. Kdykyvastek zwtSeného o ¢ rozvijel cely ¥tny ¢len
ctyrnasobku neznameélagsla, musela by Uloha znit .se rovn&tyrnasobku neznameéldtsla
zwtSenénu o jedna. Formulace 4x+1 je proto Spa&tn

Na pravé strahrovnice tedy musi byt 4(x+1).



Spravna rovnice pro nasi tlohu je tedy 3(x+2)+2)x 4(x+1).
Prijatelna je také formulace (3x+2)+(2x-5)= 4(x+1).
Spatré sestavend je rovnice 3x+2+2x-5=4x+1.

Ve vysledcich v &ebnici byl uveden pouze jeden spravny vysledelktégmu vedla toliko
posledni Spathsestavena rovnice.

Prirozeny jazyk jetasto nejednoziay, Wty umoziuji raizné interpretace. Proto jeékdo
vtipny (mé& schopnost vymyslet formulace, kde nghizee interpretace je nudna a druha
netekand a tedy zabavnd), jiny ma basnické viohy,Riol srandu nebo basn neni

Vv matematice misto, matematické formulace yrbyt jednoznané.

Matematicky jazyk je utv@n tak, aby dvoji moZnosti vykladu eliminoval. PimdZproto
prostedky, které Bzny jazyk nema. Nafklad zavorky.

Ruzné interpretace ma vyrok
x=1 ay=2 nebo z=3 a t=4

Prirozeny jazyk ma k dispozici pouze interpunkci ayidlia Wtné stavby. Pouzijeme-li
zavorky, nejednozrgaost odstranime:

(x=1 a y=2) nebo (z=3 a t=4),
x=1 a (y=2 nebo z=3) a t=4,
x=1 a [y=2 nebo (z=3 a t=4)].

Kdy plati ktery z vyroki, protipiiklady na ekvivalenci vyrak Dukaz ekvivalence vyrak

Vyuka matematiky spva ve vyuce matematického jazyka a jeho spravipéodivani.
Aplikace matematiky pak znamenaji émavolit spravnowtast matematického jazyka

k popisu ®jake realné situace (sestavit vhodny matematickgehiealné situace), wgsit
prisluSsnou matematickou ulohu, a vysledek pak sgréverpretovat v realné situaci.

Z pcocatku se budemetit predevsim spravnému pouzivani matematického jazyka.
VétSina matematickych tvrzeni ma tvar

Z predpokladu P plyne zavQ.

Napriklad:

Je-li x kladné realnéislo, pak existuje jednozet@ urcena druhd odmocnina z x.



Zde je gpedpokladem P vyrok je kladné realnéislo. Zawr Q pak zni existuje jednozriamée
urcena kladna druha odmocnina z x.

Zde gedpokladame, z&end vi, co je to kladna druha odmocnina z x. Pokud mamalost
negredpokladame, fZeme tvrzeni formulovat nasledavn

Je-li x>0, pak existuje préjedno y>0 takové, Z&yx.

Oke tvrzeni jsou ekvivalentni zagdpokladu, Zéten& ve druhém fipad vi, Ze se bavime o
realnychcislech, a v prvnimigpact vi, co se rozumi kladnou druhou odmocninou.

Kontext realnycRisel je dilezity. Pokud bychom se baviliracionélnichcislech,tvrzeni

Je-li x kladné raciondlnicislo, pak existuje jednozei@ urcené kladné racionalnfislo y
takové, Zedrx.

Toto tvrzeni neni pravdive, narozdil od toho omgéh cislech. Abychom ukézali, Ze neni
pravdivé, stéi predvést racionalniislo, jehoz (jednozréaé uréena) realna druha odmocnina
neni racionalntislo. Takovymeislem je nafiklad 2. Dokazovat to ale nebudemiggtoz to
je jednoduché.

Abychom ngli jistotu, Ze kazdy sprawinchape, co je to kladna druhd odmocnina z realného
Cisla, mizeme zavést definici.

Definice. Druhou odmocninou z realnélétsla x>0 rozumime realn&slo y>0 takové, ze
2
Y =X.

Definovany pojem je zvyrazn kurzivou a je definovan pomoci jizZ znamych pijfokud
takovou definici zavedeme,tthbeme pak pouZzivat i prvni formulaci

je-li x kladné realn¢&islo, pak existuje jednozet@ urcena druha odmocnina z x
bez obav, Zéten& nebude ¥dét, jak ji spravi rozunet.

Matematicky jazyk se sklada z definic pdjm tvrzeni, Ze zdjakého pedpokladu plyne
n¢jaky zawr.

Definice matematickych pojinjsou jakymsi vykladovym slovnikem matematickéhoyjaa.
Oproti vykladovym slovniikm prirozeného jazyka jsou jednozime v tom smyslu, Ze
definovany matematicky pojem ma pégeden vyklad. Jak pojem tak jeho vyklad pomoci
jednodussSich/zné&gsich pojmi Ize libovolre zameénovat podob# jako jsme to uéali u

dvou tvrzeni o existenci druhé odmocniny z kladneg@néhasisla.

Matematika usiluje o obecna tvrzeni pokryvajichegvice konkrétnich tvrzeni. Spravna jsou
také tvrzeni

K cislu 2 existuje jednozdae urcena druha odmocnina.

K ¢isluz existuje jednoznae urcena druha odmocnina.



K cislu 7,890123 existuje jednozmé urcena druhd odmocnina.

NasSe formulace je obecna a plati pro jakékoliv kéackaln&islo. Jednim tvrzenim tak
zahrneme nekoa¢ mnoho specialnich tvrzeni pro kazdé konkrétnineéklo.

Je dileZité untt v kazdé formulaci matematického tvrzeni rozpoxsatchny implikace. |
nasSe tvrzeni o existenci druhé odmocniny wWsskryva viasta dwé jednodussi tvrzeni. Vyrok

existuje prav jedno realnésislo y>0 takové, Zze’yx
iika sodasré dvé rizné \&ci.

- existuje aspbjedno y>0 takové, Z&yx
- existuje nejvyse jedno y>0 takové, Zexy

NaSe tvrzeni o existenci jednoZnaurcené realné druhé odmocniny z kladného reélného
Cisla je pravdivé pravkdyz jsou sotiasre pravdivé nasledujici dva vyroky:

- Je-li x>0, pak existuje aspgedno y>0 takové, Z&yx.
- Je-li x>0, pak existuje nejvyse jedno y>0 tak@esy=x.

Druhé tvrzeni Ize snadno dokazat pouze za pouatigel pro poitani s realnymgisly.
K dlkazu prvniho pdtbujeme ¥dét, co je to redlnéislo.

U kazdého matematického tvrzeni jdezité uvdomit si vSechnyigdpoklady. Ne vzdy jsou
napsany na jednom mésOpakovat u kazdého tvrzeni o realnygéiech gedpoklad, Ze se
zabyvame realnyniiisly, je zbyténé.Casto je v Gvodu &aké kapitoly v knize napsanéco
jako

V této kapitole se budeme zabyvat pouze redldighyi

Pak uz neni po¢ba opakovat u kazdého tvrzeni znovu, iBelpokladame, Zeislo x je
realné.VSechny pedpoklady gjakého tvrzeni tak mohou byt roztrouSeny akatika
strankach fedchazejicich samotné formulaci tvrzeni.

V matematickych formulacictasto pouzivame slova&iného jazyka, ale S@sré
stanovenym vyznamem.

Jak jsem si ukekli, vétSina matematickych tvrzeni zni nasledéavn
Jestlize plati P, pak plati také Q.
P je predpokladQ je zawr. P i Q jsou rgjake vyroky, jejichz pravdivost fizeme posoudit.

Uvedena formulace neni jedind mozna, stejné tvmméneme formulovat mnohd@znymi
zpasoby.



Z P plyne Q.

Plati-li P, pak plati také Q.

Neclr plati P. Pak plati Q.

P implikuje Q.

P plati pouze plati-li Q.

P je postéujici podminka pro Q.

Q je nutna podminka pro P.

Jestlize neplati Q, pak neplati ani P.
Atd., atd.

Muzeme si zvolit libovolnou z formulaci.V zavisloaP aQ budou rkkteré formulace znit
I[épe nez jiné. Spra¥rformulované ale budou vSechny. VyzkouSejte siaqikladu (bavime
se o realnyckislech) , kdy

P: cislox>1,
Q: ¥>1.
U formulace jestlize neplati Q, pak neplati ani Be chvilku zastavime.

Ukazuje, Ze role vyrak P a Q nejsou zarnitelné. Jestlize vSechny vySe uvedené
formulacetikaji jedno a totéz, formulace

jestlize plati Q pak plati také P

je zcela jiné tvrzeni.

Tvrzeni

je-li x >1, pak také3> 1,

je pravdivé, zatimco tvrzeni

je-li x* > 1, pak také x >1

pravdivé neni.

Neznamena to ale, Ze pokud je tvrzeni
jestlize plati P, pak plati také Q
pravdive, pak je nuthopané tvrzeni

jestlize plati P, pak plati také Q



nepravdive. Naiiklad ok& nasledujici navzajem ofraa tvrzeni
- jestlize x> 0, pak existuje y> 0 takpie §= X,
- existuje y> 0 takové, 7& yx, pak x> 0,

jsou pravdiva. Prvniika, Ze ke kladnéméislu existuje kladna druha odmocnina, zatimco
druhétikd, Ze druha mocnina kladnétisla je zase kladn#slo.

Casto se také setkame s nasledujici formulaci.

P plati préae kdyz plati Q.

Tomuto tvrzeni séika ekvivalence dvou vyrdk MiZzeme jej také formulovat nasleda@vn
P je ekvivalentni s Q.

Toto tvrzeni je spolaou formulaci dvou implikaci

Jestlize plati P, pak plati také Q.

Jestlize plati Q, pak plati také Q.

Dokazujeme-li pravdivost ekvivalence dvou vyiipknusime dokazat pravdivost obou
navzajem opaych implikaci.

Uzitetnou kontrolou spravnostijaké matematické formulace jed@eni, Zze po kazdém
jestlize nebo je-li nebo pokud nasleduje &gakeé pak.

Formulace

je-li n prvatislo, nje fizné od 2, nje liché

neni spravé formulované matematické tvrzeni.afe znamenat najxlad
je-li n prvatislo, pak njed#zné od 2 a n je liché,

coz neni pravdiveé tvrzeni, nebo take

je-li n prvatislo a, nje#izné od 2 pak n je liché,

coz je naopak pravdivé tvrzeni.

Nepravdiva jsou rowt nasledujici (sprawrformulované) vyroky

je-li n prvatislo a nebo n jeizné od 2, pak n je liché,

piipadré

je-li n prvatislo, pak njedzné od 2 nebo nje liché,






