Domaci ukol €. 8 k prednasce NMAG 102: Linearni
algebra a geometrie 2, letni semestr 2017-2018

(8.1) Piepokladdme, ze A je komplexni reguldrni matice fadu n.

1. Dokazte, 7e existuje pozitivné definitni matice P takova, ze P? = AA*.
(Pouzijte spektrélni vétu pro pozitivné definitni matice.)

2. Oznaéime A1, Ao, ..., A\, vSechna vlastni ¢isla matice P a x1,...,X, vhod-
nou ortonormalni bazi C" slozenou z prislusnych vlastnich vektort matice
P. Oznacime R = (x1|x2| - - |Xp)-

3. Oznatime v; = /\Z._lA*xi pro i = 1,...,n. Dokazte, ze matice V =
(vi|va| -+ |vn) je unitarni.

4. Dokazte, ze matice U = RV™ je také unitarni.

5. Dokazte, ze plati rovnost R*A = R*PU a z ni odvodte rovnost A = PU.

Poznamka. Dokazali jsme tak, Ze kazdou regularni ¢tvercovou komplexni
matici mizeme vyjadfit jako souin néjaké pozitivné definitni matice P a uni-
tarni matice U. Je to tvrzeni o maticich, které je analogii polarniho tvaru nenu-

lovych komplexnich ¢isel. Tomuto rozkladu komplexnich matic se fikd poldrni
rozklad.

(8.2) Napiste vyraz
V(a,b,c) = 5a® + 4b* + 8¢* — 4ab + 4ac — 6bc |

ve tvaru (a,b,c)A(a,b,c)” pro vhodnou symetrickou matici A. Ukaite, ze A
je pozitivné definitni (na vypocet kofentt polynomu pouzijte software). Z toho
vyvodte, ze V(a,b,c) > 0 pro libovoln4 redlna ¢isla a, b, c.

Bonusovy problém: Dokazte, Ze ¢tvercova komplexni matice A fadu n je
normalni, pravé kdyz ||Av| = ||A*v|| pro libovolny vektor v € C".



