Zadani zkousky z konvexni optimalizace dne 10.2.2017

Termin odevzdani: do 9,00 hodin dne 11.2.2017, bud mailem
nebo mné do rukou na katedfe algebry v sobotu mezi 8,45-9,00

Celkové je ze zkousky mozné ziskat 52 bodu. Spravné feseni priklada 1,2,3 a spravna
formulace ptikladu 4 jako tlohy linearniho programovani jsou nutné podminky pro
slozeni zkousky (nikoliv vSak postacujici). Dalsi nutnou podminkou je ziskdni aspoii
26 bodti. VSechny uvedené nutné podminky jsou dohromady také postacujici.

Dlouhé a slozité vypocty nebudu lustit. Piste feSeni jasné a piehledné.

Zkousku Teste zcela samostatné, bez vzajemnych konzultaci. Pouzivat muzete ja-
koukoliv literaturu.

Pripadné dotazy k formulacim tiloh mi poslete mailem na adresu tumaatkarlin.mff.cuni.cz
do 11 hodin dne 10.2.2017. Odpovim pokud mozno obratem.

Budete-li odevzdavat feseni mailem, poslete kazdy priklad jako samostatny soubor
s nazvem KO_prijmeni_cislo, pozor na pofadi stranek! VSechny soubory poslete
zazipované v jednom baliku. Budete-li odevzdavat osobné na katedie algebry, na-
skenované odpovédi si také ulozte do svého pocitace.

V feSeni by také mély byt vSechny programy, které u nékterych tloh napisete a
pouzijete.

Budu-li s nékym z vas chtit hovorit v pondéli 13.2.2017 po obédé, napisu Vam cas
mailem nejpozdéji v nedéli vecer.



Priklad 1. 1 bod
Pro a = (a1, as,...,a;) € R¥ oznaéime
ft) =ar +ast—+ ... aptht .

Je mnozina {a € R* : p(0) = —1,|p(t)| < 1 pro kazdé ¢t > 0} konvexni? Odpovéd
dokazte.

Priklad 2. 1 bod
Dokazte, ze mnozina D C R" je konvexni pravé kdyz plati
aD+ 3D = (a+ 3)D

pro kazdé dvé realna disla «, 8 > 0.

Piiklad 3. 8 body Logaritmicka bariéra pro kuzel druhého fadu

Dokazte, ze funkce f(z,t) = —log(t? — 27x) definovana na mnoziné dom f =
{(z,t) € R" xR : t > ||z|2}, tj. na kuzelu druhého fadu, je konvexni. Muzete
to udélat napiiklad tak, Ze spocitate hessian funkce f a dokazete, Ze je v kazdém
bodé defini¢niho oboru f pozitivné semidefinitni. Nebo to muZete také udélat po-
moci nasledujici posloupnosti jednoduchych kroka. Kazdy z nich ale musite peclivé
odtvodnit.

(1) Funkce (u”u)/t definovana na R™ x R, je konvexni,

(2) funkce t — (uTu)/t definované na dom f je konk4vni,

(3) funkce —log (¢ — (u''w)/t) definovans na dom f je konvexni,
(4) funkce f je konvexni.

Piiklad 4. 6 bodi Optimalizace spotfeby energie

Uvazujeme linedrni dynamicky systém se stavovymi vektory x(¢) € R™ a vngjsimi
vstupy u(t) e R prot =0,1,...,N. Jeho vjvoj je dany rekurentni formuli
x(t+1)=Ax(t)+bdbu(t), t=0,1,...,N—1,

kde A € R™*™ je dand matice a b € R je dané realné éislo.
Mezi véemi moZnymi posloupnostmi vstuptt v = (u(0),u(1),...,u(N — 1)) €
RY najdéte takovou, ktera minimalizuje spotfebu energie definovanou jako

N-1
E=Y" f(u(t))
i=0

za podminek, ze poéatedni stav 2(0) = 0 a cilovy stav 2(N) = z € R™.



Funkce f: R — R udava energetickou naroc¢nost vstupu a € R predpisem

fla) = {|a| jelila] <1,

2al — 1 jelila] >1 .

Napied tlohu zformulujte jako dlohu linedrniho programovani (LP) a potom ji
pomoci CVX vyfeste pro konkrétni hodnoty vstupnich dat

-1 05 0.8 1 7
A= 1 o o |, b= 0o ], z=[ 2 |, N=30.
0 1 0 0.2 —6

Nakreslete hodnoty vstupt u(t) do grafu, vodorovné osa je t, svisla u(t). Tieba
pomoci piikazu plot nebo néceho podobného.

Piiklad 5. 7 bodd Volba rychlosti praotce Janecka

Praclovék Janecek potiebuje postupné roznést vzkazy mezi spratelené tlupy pralidi,
se kterymi se snazi vytvorit celoevropskou protineandrtéalskou unii. Tlupy se nacha-
zeji na n 4+ 1 raznych mistech oznacenych 0,1,2,...,n. Vzdalenost mezi tlupami
t—1 a1 je d;. Po trase délky d; se Janecek pohybuje konstantni rychlosti v;. Vzhle-
dem k riznym obtiZznostem teréni mezi rdznymi tlupami jsou mozné konstantni
rychlosti v; omezené na intervaly v/ < v; < v™ pro i =1,2,...,n.

Zagind u 0-té tlupy v ¢ase t = 0. K tlupé 1 dorazi v ¢ase t; = d; /vy. Zaive vzkaz
a bez zastavky pokracuje v cesté k tlupé 2. K ni dorazi v ¢ase to = t1 + da/v2, atd.
K posledni n-té tlupé tak dorazi v ¢ase t,, = t,—1 +d,/v,. Vzhledem k tomu, Ze jde
o kocovné tlupy, kazda z nich se nachazi na misté ¢ pouze v Casech t;, které musi
byt v intervalech tIi" < ¢; < tM3* jinak se tlupa vyda na dalsi pochod, aniz by ji
pan Janecek zastihnul.

Béhem svych presunt pan Janecek spotiebovava potraviny v zavislosti na rych-
losti svého pohybu, tato zavislost je popsana néjakou rostouci konvexni funkci

fiRy = Ryg.

Vstupni data pro tilohu jsou n, vektor vzdalenosti d = (di,ds,...,d,)T, vek-
tory v™in ymaX omezujici vektor rychlosti v = (vy,va,...,v,)T, vektory tmin ¢max
omezujici mozné ¢asy t = (t1,ta,...,t,)7, a funkce f. Vasim tikolem je navrhnout

panu Janeckovi rychlosti v; tak, aby se pohyboval povolenymi rychlostmi v kazdém
useku, na kazdé misto dorazil v Case, kdy se na ném pfislusna tlupa vyskytuje, a
aby jeho celkova spotieba potravin béhem cesty byla co nejnizsi.

(1) Formulujte tuto tlohu jako tlohu konvexni optimalizace. Pokud zavedete
nové optimalizované proménné, vysvétlete jak z novych proménnych dosta-
nete proménné vy, vs, ..., v,. Peclivé oduvodnéte konvexitu ic¢elové funkce
a v8ech omezujicich podminek,

(2) vyteste tlohu s konkrétnimi daty, kterd najdete v souboru janecek_data.txt
a funkci f(v) = v? + 6v + 10,

(3) uvedte jaka je celkova spotieba potravin pro optimalni feSeni nalezené v
bodu (2),

(4) nalezeny optimalni vektor v znézornéte graficky nap¥. pomoci funkce step
z knihovny mathplotlib v Pythonu.



Piiklad 6. 4 body
Méme (primarni) optimaliza¢ni alohu

minimalizujte  fo(x) kde x € R"
za podminek  f;(z) <0, 1=1,2,...,m
li<mi<u;, 1=1,2,...,n .

Oznacime p € R} vektor Lagrangeovych multiplikdtort pfislusnych nerovnostem
z; < u; a v € R} vektor Lagrangeovych multiplikdtort pfislusnych omezujicim
nerovnostem l; < x;. Potom Lagrangian tlohy je

m
L@\ p,v) = fo(z) + > Nifi(z) + p" (@ —u) + 07 (1 - 2) |
i=1

kde u = (uy,ug, ..., un)T av=(vi,ve,...,0,)7.

(1) Dokaite, 7e pro kazdé x € R™ a kazdy vektor A = (A1, A2,..., \p)T € R™
existuji vektory 4 € R}, a v € R}, takové, Ze x minimalizuje funkci
L(z, A\, p,v), a pomoci tohoto tvrzeni popiSte mnozinu vSech piipustnych
bodii pro dudlni tlohu (i.e. dual feasible points),

(2) sestrojte pfipustny bod (A, p, v) pro duélni dlohu (i.e. dual feasible point)
s vyuzitim vysledku z bodu (1) pomoci volby z = (I+u)/2 a A = 0. Odtud
odvodte dolni mez pro optiméalni hodnotu f* primérni tlohy. Ukazte, Ze
tuto dolni mez mizete vyjadrit ve tvaru

F> fo((U+u)/2) = (w=1)/2)T |V fo((I +u)/2)]
kde |a| pro vektor a = (a1,as,...,a,)T € R™ oznaéuje vektor absolut-
nich hodnot (|ay], |az|, ..., |a,|)T. Uméli byste tuto dolni mez také dokazat

primo?

Piiklad 7. 2 body
Uvazujeme optimaliza¢ni tlohu

minimalizujte —logdet X + trace (SX) kde X € S7,
za podminky X je tridiagonalni

s danou matici S € S™. Matice A = (a;;) € S™ je tridiagonalni, pokud obsahuje
nenulové prvky pouze na hlavni diagonale, tésné nad hlavni diagonélou, a tésné pod
hlavni diagonalou. Dokazte, Ze optimalni hodnota matice X,p¢ spliiuje

(Xil)ij = Sij7 pokud |Z —]| <1.

opt

Piiklad 8. 8 bodi Po ¢astech linedrni regrese

Jsou-li ddna realnd Cisla ag < a1 < --- < ag, pak redlnou funkci f definovanou
na uzavieném intervalu [ag,ax] nazyvadme po ¢astech linedrni s uzlovymi body
ag,a1,...,ax, je-li linedrni (nebo presnéji afinni) na kazdém uzavieném intervalu
[a;,a;11] proi =0,1,..., K—1. Nyni mame dana data (x;,y;) € R?,i = 1,2,...,m,
spliujici ag < z; < ak pro kazdé i. Chceme najit konvexni po ¢astech linearni funkci



f s uzlovymi body ag, aq,...,ax, kterd tato data co nejlépe aproximuje ve smyslu
metody nejmensich ¢tvercti, tj. kterd minimalizuje reziduum

m

Z(f(mz) - yi)2 :

=1

Navod. Je tieba najit vhodné optimalizované proménné, které parametrizuji
funkci f, a omezujici podminky, které zajisti jeji konvexitu.

Ulohu pak vyfeste pro data uloZena v souboru PL_data_fitting.txt. Viechna
¢isla x; jsou z uzavieného intervalu [0, 1]. Ulohu vyfeste postupné pro K = 1,2,3,4
s pravidelné rozmisténymi uzlovymi body v intervalu [ug = 0,ux = 1]. Naptiklad
pro K = 4 jsou uzlové body ug = 0,u; = 0.25,us = 0.5,u3 = 0.75 a uqy = 1.
Uvedte vzdy hodnotu rezidua nejlepsi aproximace a nakreslete data v roviné spolu
s optimalni po ¢astech linedrni funkci f, kterou jste nasli.

Piiklad 9. 6 bodi Nejsirsi pas oddélujici dvé mnoziny

Jsou dany dvé podmnoziny v R™: polyedr

C={zeR": Az <b} ,
kde matice A € R™*"™ a vektor b € R™, a dale elipsoid

D={Pu+gq:|ul| <1}
definovany matici P € R™"*" a vektorem q € R™. Pfedpokladéame, Ze mnoziny C, D
jsou neprazdné a disjunktni. Zajima nas optimaliza¢ni problém

maximalizujte inf{a”z: 2z € C} —sup{a’z: 2 € D}
za podminky  |lal]l2 =1,
vzhledem k proménné a € R™.

Vysvétlete, napf. obrazkem, geometrickou interpretaci této ulohy. Zformulujte
tento problém jako néjaky standardni optimaliza¢ni problém, napf. LP (linedrni
programovani), QP (kvadratické programovani), SOCP (second-order cone progra-
mming), SDP (semidefinitni programovani). . .

Piiklad 10. 6 bodi  Efektivni numerickd metoda pro regularizované nejmensi
Ctverce

Resime tlohu na regularizované nejmensi ¢tverce s vyhlazovanim (smoothing)

minimalizujte Y% (a2 — b;)2 + 6 Y7 (@ — 2i41)2 + 0 S0, 22
kde = € R" je optimalizovana proménna, a; € R" jsou dané vektory, a §,7 > 0 jsou
regularizacni parametry.

(1) Vyjadfete podminku optimality pro tuto Glohu ve tvaru soustavy linedrnich
rovnic v proménné z (¥ikd se ji také soustava normélnich rovnic).



(2) Nyni budeme pfedpokladat, ze k < n. Navrhnéte efektivni metodu jak vy-
fesit soustavu normaélnich rovnic pro tuto tlohu, spocitejte priblizny odhad
poétu aritmetickych operaci (flops) pro vasi metodu a porovnejte jej s odha-
dem poctu aritmetickych operaci v piipadé, ze matice soustavy normalnich
rovnic je obecnd regularni matice.

(3) Dobrovolné. Budete-li mit ¢as a chutf, vygenerujte si ndhodné instanci
této tlohy s parametry k& = 100, n = 4000, § = n = 1. VyfesSte soustavu
normalnich rovnic pro vygenerovanou instanci problému pomoci vami na-
vrzeného efektivniho algoritmu a porovnejte ¢asovou narocnost s feSenim
téze soustavy pomoci standardniho algoritmu fungujictho pro jakoukoliv
reguldrni matici fadu n (napf. Gaussovo eliminaci).

Priklad 11. 8 bodi Steganografické sif

N4&$ nepritel si vytvoril steganografickou sit sestdvajici z n uzli (vrcholt) a m
steganografickych kanalé (hran), kazdy spojuje vzdy dva rizné uzly (vrcholy). Ce-
lou nepfitelovu sit tedy lze popsat jako orientovany graf bez smycéek s n vrcholy
a m hranami. Pomoci této sité chce predat zpravu ze zdrojového uzlu 1 do cilo-
vého uzlu n. Pro kazdy kanal (hranu) j zna pravdépodobnost p;, Ze zprava nebude
pri prenosu kanalem j odhalena. Odhaleni zprav v rtiznych kanalech jsou nezavislé
udélosti, takze pravdépodobnost, ze neptitel nebude odhalen pfi pfenaseni zpravy
z pocateéniho uzlu 1 do cilového uzlu n, se rovna || jepPjs kde P je mnozina pou-
zitych kanalt na cesté od 1 do n. Na zdkladé zndmych pravdépodobnosti p; si tak
miize spocitat maximalni hodnotu pravdépodobnosti neodhaleni zpravy F™2* pres
vSechny mozZné cesty z 1 do n v jeho steganografické siti.

Pravdépodobnost neodhaleni zpravy pfi pfenosu kanalem j zavisi na tom, kolik
investujeme do stegoanalyzy tohoto kandlu. Pouzijeme jednoduchy model, kde in-
vestice x; € Ry do stegoanalyzy kandlu j znamené pravdépodobnost p; = e~ %73,
ze zprévu prochézejici kandlem j neodhalime, pficemz a; € Ry proj =1,2,...,m
Jsou dana ¢isla. Dale mame omezeni na maximalni moznou investici z7*** do ste-
goanalyzy kanélu j a celkovy rozpocet B, do kterého se musime vejit, tj. pro nase
investice do stegoanalyzy kanali v siti musi platit Z;":l z; < B.

(1) Vysvétlete, jak vyFesit problém volby investic x do stegoanalyzy kanala v
siti tak, aby pravdépodobnost F™*, ze zpravu neodhalime, byla co nejme-
nsi. Ocenime, kdyz pouzijete néjaky postup, ktery bude zalozeny na vycis-
leni vSech mozZnych cest z 1 do n v grafu sité. Muzete to napfiklad zkusit
tak, Zze najdete maximalni hodnoty F; soucind [] jep, Pj, Pies mnozinu P;
vSech moznych cest ze zdrojového uzlu 1 do uzlu ¢. Tj. F™** = F,,.

(2) Cesty v orientovaném grafu bez smycek lze dobfe popsat pomoci matice

C = (Cij), kde
—1 pokud ¢ je pocatecni vrchol hrany j
cij = { +1 pokud ¢ je koncovy vrchol hrany j
0 v ostatnich pfipadech
V kazdém sloupci matice C je tedy pravé jeden prvek 1, pravé jeden —1 a

ostatni prvky jsou 0. Cemu se rovna j-ta slozka sou¢inu C7 z pro vektor
z€R™?
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(3) Pouzijte svoji metodu k nalezeni vektoru x € R™, ktery minimalizuje hod-
notu F™2* v piipadé konkrétni sité s n = 10 uzly (vrcholy) 1,2,...,10
a m = 20 hranami (1,2),(1,3), (1,4),(2,3),(2,4),(2,6),(3,5),(3,6), (4,6),
(4,7),(5,7),(5,8),(6,7),(6,8),(7,8),(7,9),(7,10), (8,9), (8,10), (9, 10). Hod-
notu vektoru a € R, si zvolte ndhodné tak, aby jeho jednotlivé slozky byly
vybrany uniformné z otevieného intervalu (0, 1). Podobné vygenerujte vek-
tor ™ € R, ve tvaru 2™ = 1+b € R}, kde 1 € R™ je vektor,
ktery ma vSechny slozky rovné 1 a b je opét nahodny vektor, jehoz jednot-
livé slozky jsou vybrany uniformné z otevieného intervalu (0,1). Nakonec
polozte B = m/2. Porovnejte optimalni hodnotu F™** s hodnotou F™** v
piipadé, kdy zvolime vektor z = (B/m)1, tj. kdyZz do stegoanalyzy kazdého
kanalu investujeme stejnou c¢astku.



