Logickeé funkce ve vypocetni technice

NMAG166 2018/2019

1 Uvod
1.1 CPU
1.2 Logicka hradla

2 Predikatova logika
2.1 Logické operatory
2.1.1 Seznam operatord
2.2 Formulace problému

3 Uplné systémy logickych funkci
3.1 AND, OR, NOT
3.2 NOR, NAND
3.3 Ostatni

4 Apollo Guidance Computer

5 Seznam pouzité literatury

Michal KoSek

_ A ==

N OO o b~ B~ S W NDNDNdDN



1 Uvod
1.1 CPU [1]

Pocitacovy procesor (central processing unit, CPU) je soucastka, ktera ma na starost zpracovani
strojového kédu. Mezi jednotlivé instrukce patii pfedevsim posun paméti a aritmetické a logické operace,
kazdy procesor ma ovsem vlastni sadu instrukei, které zvladne vykonat. Tyto operace provadi
aritmeticko-logicka jednotka (ALU), ktera na vstupu dostane operaci a zpravidla dva operandy a na
vystupu vysledek operace. Pro posun paméti je operandem usek paméti, na ktery chceme posun aplikovat
a vystupem je tento usek po aplikaci posunu. [2]

V této praci se budeme zabyvat vyhradn¢ logickymi operacemi na dvou operandech. Ty jsou realizovany
logickymi hradly.

1.2 Logicka hradla

Logicka hradla jsou elektronické soucastky, jejichz jedinou praci je realizace logickych operaci s
elektrickym proudem jako operandy. Ke konstrukci se dfive pouzivaly diody nebo kombinace rezistorti a
tranzistord, ptipadné diod a tranzistor. V dnesni dobé pievlada vyuziti vyhradné tranzistorovych
soucastek. [3]

Z jednotlivych logickych hradel je pak sestaven slozitéj$i obvod, jehoZ praci je celkové vyhodnocovani
(resp. €as na jednu operaci), velikost (fyzicky objem) a konstrukéni cena. My se nyni budeme snazit o
minimalizaci poc¢tu riznych hradel, ktera se v obvodu vyskytuji. To ma za efekt snizeni primérné
rychlosti a zvyseni objemu za cenu jednodussi a levngjsi konstrukce. Cas na operaci i objem maji
jednoduchou, pfiblizné linedrni zavislost na poctu pouzitych tranzistort, tedy uz konstrukce jednoho
hradla ze dvou mensich mé za nésledek zdvojnasobeni objemu a potiebného casu.

Problém je tedy zajimavy ve chvili, kdy nam zalezi na cen¢ a jednoduchosti (tedy i spolehlivosti) systému
vice nez na rychlosti a objemu. Vedle toho nam objasnéni vztahu mezi logickymi spojkami umozni
zjednodusit konstrukci procesoru a zefektivnit implementaci logickych operaci v prekladacich a
interpretech i v ptipadé, Ze nebudeme omezeni po¢tem rtiznych hradel.



2 Predikatova logika

K popisu funkce logickych hradel se s vyhodou vyuziva poznatkii predikatové logiky a Booleovy algebry.
Pro zjednoduseni zde ov§em Booleovu algebru vyuzivat nebudeme, ptipadné jeji mysSlenky budou
uvedeny v jazyce matematické logiky.

2.1 Logické operatory

Abychom mohli problém vtibec formulovat, potfebujeme nejprve nékolik pojmil z oblasti matematické
logiky. Pfedevsim je tfeba ujasnit si, co je mysleno pojmem logicky operdtor.

Definice: Unarnim logickym operdtorem rozumime kazdé zobrazeni {0,1}—{0,1}.

Znaceni: Obraz prvku P pfi zobrazeni A znac¢ime P A.

Definice: Operatorem NOT rozumime unarni logicky operator dany vyctem NOT 0 =1, NOT 1 =0.
Definice: Bindrnim logickym operatorem (také spojkou nebo funkci) rozumime kazdé zobrazeni
{0,1}x{0,1}—{0,1}, kde x znaci kartézsky soucin.

Znaceni: Obraz vektoru (P, Q) pfi zobrazeni A zna¢ime P A Q.

Poznamka: Unarni a binarni logické operatory budeme souhrnné nazyvat logické operdatory, spojky,
pripadné funkce. Bude-li nas zajimat struktura operatoru (jak vznikl sloZzenim jinych operatorti), budeme o
ném mluvit jako o (vyrokové) formuli.

Definice: Uplnym systémem logickych funkei (dale také jen iplnym systémem) [4] rozumime mnoZinu
operator(, z nichz lze spolu s operaci skladani (ve smyslu béznych funkcei) vytvorit v§echny logické
operatory.

2.1.1 Seznam operator(

V textu budou operatory bézné€ uvadény v podobé anglickych nazvt jim odpovidajicich logickych hradel.
Pro uplnost nasleduje osm béznych spojek i s jejich grafickym a booleovskym zapisem [5].



Logic Logic Truth Boolean
function symbol table expression
ALY
Buffer A —l>— Y ofo Y=A
1 1
Inverter X
(NOT gate) | A Y o 1 Y=A
110
A B|Y
: -y 0 0|0
2-input A
Y 0 11]0 Y = AeB
AND gate B _D_ 1 0lo
1 11
A BLlY
2-input A 0 0|1
NAND Y g 1 1 Y = AeB
gate B 1011
1 1 0
A BJLY
0 0O
2-input A 0 111 Y=A+B
OR gate B Y 1 0|1
11 1
A BLY
; 0 0|1
2-input A
0 1 0 Y=A+B
NOR gate B D— Y 10lo
1 1|0
A BILlY
2-input A 3 3
-inpul 1 1 Y=A®B
gate 1 1]0
A B|Y
2-input A 0 0|1
EX-NOR v 0 110 Y=A®B
gate 1 0|0
R 11 |1

Obrazek 1: Seznam vybranych logickych operatorii

2.2 Formulace problému

Na zavér kapitoly formulujeme pomoci prave zavedenych pojmu problém, jimz se budeme zabyvat ve
tteti kapitole a jehoz feSeni [6] vyznamné piispélo k pokroku IT ve 20. stoleti (viz Ctvrtd kapitola): Jaké
jsou vSechny jednoprvkové uplné systémy logickych funkei?



3 Uplné systémy logickych funkci

3.1 AND, OR, NOT

K diikazu uplnosti systému ptimo z definice je potfeba nejprve zkonstruovat vsech 16 logickych spojek
pomoci tohoto systému. Pfedevsim pro svou intuitivni srozumitelnost se k tomu nejlépe hodi systém
AND, OR, NOT. Ptestoze je tiiprvkovy, je tudiz vhodné zacit s nim.

Véta: Operatory AND, OR a NOT tvofi uplny systém.

Diikaz: Kazda logicka spojka je jednoznacné urcena vyctem hodnot vSech prvkil. Necht F je logicka
funkce. PopiSeme algoritmus, ktery z danych operatorti vytvoii vyrokovou formuli s totoznym vyc¢tem
hodnot, jako ma funkce F.

Nejprve vytvorime diléi operatory A, A, A, A, podle nasledujicich predpisi:

P A, Q=(NOT P) AND (NOT Q),

P A,, Q=(NOT P) AND Q,

P A, ,Q=PAND (NOT Q),
PA,,Q=PANDQ.

Z téchto operatorti pak vybereme ty A
B, OR ... OR B, je hledana formule.
Tento algoritmus ziejmé vzdy vytvoii platnou spojku. Navic vektory (P, Q), pro které plati PF Q =1,
spliyji 1 P C Q =1, protoze P A, , Q = 1, a tedy pro n¢jaké i plati B; = 1.

Uvazujme vektory (P, Q), pro které P F Q = 0. Z definice dilcich operatorti A, Ay, A, A, plyne, ze
P A5 Q=0 pro vSechny vektory (R, S) # (P, Q). Dale protoZe P F Q # 1, neexistuje i takové, Ze B, =
A, o Celkem pro kazdé i plati P B; Q = 0. Odtud P C Q = 0.

p.g» PTO které P F Q = 1. Takové oznaCime B,,..., B,. Kone¢né¢ C =

O

Poznamka: K diikazu uplnosti systému logickych spojek déle postaci zkonstruovat z té€chto funkci né€jaky
systém, o kterém jiz vime, Ze je Uplny (zatim jen AND, OR, NOT).

Poznamka: Spojka AND v ptedchozi véte je nadbytecnd. Z De Morganovych zakonti vime

VP,0€ {0,1} : PAND Q = NOT (NOT P OR (NOT Q)), tedy z ptredchozi poznamky plyne
uplnost systému OR, NOT.

3.2 NOR, NAND

Dale ukazeme existenci prvniho jednoprvkového uplného systému logickych funkei. Vhodnym
kandidatem bude spojka NOR. Ukdzat jeji uplnost je diky predchozimu oddilu snadné.

Véta: Operator NOR tvoii aplny systém.

Diikaz: Staci ukazat (viz poznamky), ze ze spojky NOR lze vytvofit vyrokovou formuli odpovidajici
spojkam OR a NOT. Z lingvistického vyznamu operatoru NOR (ani, ani) 1ze nahlédnout konstrukci
spojky NOT. Ta odpovida formuli P NOR P (Ize snadno ov¢fit napiiklad tabulkou pravdivostnich



hodnot). Jelikoz NOR je negaci funkce OR a negace negace vyroku dava pivodni vyrok, l1ze formuli P
OR Q zkonstruovat jako NOT (P NOR Q), tedy elementarné jako (P NOR Q) NOR (P NOR Q).
O

Druhym kandidatem je spojka NAND. Diikaz Ize provést podobné jako u operatoru NOR, ukazeme vSak
obecnéji aplikovatelny postup vyuzivajici definici dualniho operatoru.

Definice: Dudalnim operatorem (dale také dudlem) k bindrnimu operatoru A nazveme zobrazeni B
spliwgjici: VP, Q € {0,1} : P BQ = NOT (NOT P)A(NOT Q)).

Znaceni: Operator B z predchozi definice znacime A,

Poznamky: Vztah duality je symetricky, tedy (AY)*=A. Dudl k danému operatoru vzdy existuje pravé
jeden. Intuitivné ziskame dualni operator zaménou vsech 0 a 1 v tabulce pravdivostnich hodnot spojky.

Véta: Necht A,,..., A, je uplny systém logickych funkei. Pak A “,..., A ¢ také tvoii Gplny systém.
Diikaz: Ze symetrie duality a existence dualu vime, ze kazdy operator je dualni k néjakému jinému, tedy
patfi do mnoziny vSech dualnich operatort.. Odtud zfejmeé mnozina dualnich operatort je pravé mnozina
vSech operatort.
Dale necht’ F je operator, ten lze z predpokladu zkonstruovat pouzitim systému A ..., A . Definujeme
operator G, ktery vznikl z pfedchozi konstrukce nahrazenim vSech elementarnich operatorti A,,..., A
jejich dualem. Predpokladejme, ze A je posledni aplikovanou funkci konstrukce. Aplikaci definice
duélniho operatoru na A, dostaneme:

VP,0€ {0,1} :PFQ=(PB QAP CQ) = NOT (NOT (P BQ))A4(NOT (P C Q))) pro
né&jaké spojky B, C.

Opakovanou aplikaci definice dualu pak dostaneme:

VP,0€ {0,1}:PFQ = NOT (NOT P) G (NOT Q)), tedy G=F".

Spojenim obou ¢asti dokazeme zkonstruovat mnozinu vSech dualnich operatorti, tedy mnozinu vSech
operatord pomoci funkci A %,..., A %

Z véty bezprostiedné vyplyva, ze NOR=NAND tvoii Giplny systém.

3.3 Ostatni

Nakonec ukazeme, Ze jiné€ jednoprvkové plné systémy neexistuji. Odpovédi na otazku, jaké jsou vSechny
jednoprvkové tplné systémy logickych funkci, jsou tedy systémy NOR a NAND.

Véta: NOR a NAND jsou jediné jednoprvkové tplné systémy.

Diikaz: Z predchoziho oddilu jiz vime, ze NOR i NAND tvoii uplné systémy. Staci tedy dokazat, ze jiné
neexistuji. Unarni funkce zfejme uplné systémy tvorit nemohou, zbyva tedy ovefit zbyvajicich 14
binarnich funkei.

Funkce F, pro které 0 F 0 = 0, nemohou samy tvofit jednoprvkovy uplny systém, jelikoz z nich ziejmée
skladanim nelze vytvofit funkci, pro kterou 0 G 0 = 1. Podobné funkce F, pro které 1 F 1 = 1, nemohou
samy tvofit uplny systém. Zbyvaji funkce NOR, NAND, NOT P a NOT Q (respektive jejich binarni



verze). Z funkce NOT P nelze vytvotit funkci (Q) a naopak. Zbyvaji tedy pouze funkce NOR a NAND,
které tvofi uplné systémy.

4 Apollo Guidance Computer [7]

Vyznamnym vyuzitim uplnosti systému NOR je fidici pocita¢ v§ech modulti Apollo zvany AGC. Ten se
skladal ze 4100 samostatnych hradel NOR, pozd¢jsi verze az z 5600 hradel [8]. VSechny ostatni logické
funkce byly tedy realizovany skladanim funkce NOR. Toto feseni se ukazalo jako dostatecné a ptestoze
pocitac pfi pfistani modulu Apollo 11 selhal [9], na vin€ nebylo feseni logiky.

Postupem casu zvitézil pozadavek rychlosti procesoru nad jednoduchosti vyroby, proto jsou moderni
procesory slozeny z fady riznych logickych hradel a jedna logicka operace tak odpovida jednomu
prachodu hradlem. Pfesto hraji NOR a NAND vyznamnou roli ve vyvoji procesort.
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