1 Rychla Fourierova transformace (FFT)

Necht Zy je mnozina N-tych odmocnin jedni¢ky v oboru komplexnich ¢&isel, tedy

7N = {17 e27ri/N7 e2'27Ti/N o e(N—l)-ZmL/N}.

Pak Zpy s obvyklym nasobenim komplexnich ¢isel je Abelovska (tedy komutativni) grupa. Dale

je Zy isomorfni s mnozinou {0,1,..., N — 1} vybavenou sumaci modulo N. A déle je isomorfni

s Z/NZ, mnoziné t¥id ekvivalence celych ¢isel definovanych pomoci zbytku pii déleni N.
Definujeme vektory ¢; € CV s komponentami ¢;(k),k =0,...,N — 1

e(k) =¥ *N o 1=0,1,..., N=1ak=0,1,...,N — 1.

Stejné tak je mozné se na divat na e; jako na funkce ¢; : {0,1,..., N —1} — C. Kone¢né oznacime
V' vektorovy prostor komplexnich funkei na {0,1,..., N — 1} se skalarnim sou¢inem
N-1 -
(F,G)v = ) F(k)G(k),
k=0
a normou

N-1
IEIS = > [F (k)P
k=0

Jednoduchy vypocet dava
Lemma 1.1. Pro 0 <I,m < N — 1 plati

N prol=m

et em)y =N -0y =
(et em)v g {0 jinak.

Vektory ef = ¢;/VN,l=0,1,...,N — 1, tvoif tedy ortonormalni bazi V.
Pro kazdé F' € V tedy dostaneme

N-1
F = Z(F e
17 = ZI vl

Pro n € Z definujeme n-ty Fourieriv koeficient F' jako
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Véta 1.2. Pro FF €V mdme

N-1 N—-1 N_1
F(k) =Y (Fe)ve,k) =Y VNaye; Z anen(k) = 3 ane2 kN,
n=0 n=0 n=0

N-1 _
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> lanl* = Z| envl® = *I!F\Izzﬁz [F (k)

n=0 k=0



Naivni zptisob vypoétu 13'(0), ..., F(N —1) pro dané F(0),...,F(N —1) awy = e 27/N jo

1 N-1
al (F) = ~ > F(r)whf.
r=0

Zahrnuje tedy N — 2 multiplikaci vedouci k w?\,, . ,wx_l a kazdé aév vyzaduje N + 1 multiplikaci

a N — 1 souétti. Celkem tedy potiebujeme 2N? + N — 2 < 2N? + N operaci. .

Véta 1.3. (Fast Fourier Transform) Pro dané wy = e 2™/N s N = 2" potiebujeme nejvijse
4-2".n=4Nlogy(N) =O(NlogN)
operact k vipoctu vsech Fourierovijch koeficienti F.

Diikaz. Necht #(M) je minimalni pocet operaci potiebnych k vypo&tu vSech Fourierovych koefi-
cientd na Zjy;. Tvrdime, ze plati

#(2M) < 24 (M) + 8M

pokud wops = e~ 2mi/(2M) je dano.

Pouzitim tohoto tvrzeni lze jiz vétu snadno dokazat indukci. Pro N = 2! = 2 potiebujeme jisté
méné nez 8 operaci, abychom vypocetli

ay (F) =1/2(F(1) + F(-1)), o' (F) =1/2(F(1) - F(-1)).
Pokud véta plati pro N = 2”1 pak dostaneme
#(2N)<2-4-2"Yn—1) + 82771 =gn2"~! = 4n2".

Dtikaz tvrzeni:

Potfebujeme nejvyse 2M operaci, abychom ziskali w3,,, . .. ,w%%_l. Daéle, pro F' definovanou na
Zopr, uvazujeme Fy a Fy definované na Zyy, které jsou zaddny pomoci Fy(r) = F(2r) a Fi(r) =
F(2r+1). Predpokladame dale, 7e jsme schonpni jejich vypo¢ist jejich Fourierovy koeficienty (na
Zr) v #(M) operacich.

Tvrzeni pak plyne z nasledujiciho vypoétu (0 < k < 2M — 1)!

-1

1 2M—1 1 1 M—1 ) M
G%M(F) = — F(T)wlg}h = - ( F(QZ)WI;J(\ZZ) + i F(2m + 1)w/2<:](\/2[m+1)>

2M r=0 2 M =0 m=0
11 M= | M=l
=3 (M Z Fy(Dwht + i Fl(m)w%”wlgM>
=0 m=0
1
=3 (aljcw(FO) + ak[(Fl)WQM)

"Waimnéte si, 7e ap! (Fo) = ap’ (Fo) pro k > M.



Cviceni:
1. Jina forma téhoz definuje Diskrétni Fourierovu Transformaci (DFT) Fx signalu x € CN

jako
Fz :=Fyz,

kde Fy je N-dimenziondlni Fourierova matice

Fy = (eiﬁwﬂv)k £=0,...N—1"

2. Rozmyslete si, 7e jsme jiz vlastné dokézali, 7e \/% -Fn je unitdrni matice, a 7e tedy

1
Fyt = —

- ( eQm‘kZ/N)

k,6=0,..,.N—1°

3. Cyklickd konvoluce x xy € CV signala z,y € C nad Zy je definovana jako

N-1
(x*y)k ::Zx(k—é) mod NY¢, keZN:{OvaN_l}
(=
4. Dokazte, 7e plati
Flary) = (Fr)- (Fy),
kde “-” je bodovy soucdin dvou vektori.

5. Odvodte vzorce pro DET shiftu a modulace daného vektoru, tedy pro
F{zae®™%}) a F({zn-m})-

6. Dokazte, Ze

(\;NIFN)4 — Id,

a ze tedy vlastni ¢isla matice ﬁFN lezi v mnoziné {£1, +i}.
7. Cooley—Tukey FFT algorithm: Zkuste si rozmyslet, Zze popsany algoritmus pro FFT lze

pouzit i pro libovolnou faktorizaci N = Ny Ns, kde neni nutné, aby Ny nebo Ny bylo rovno
dvéma.



