Rozpoznavani rucéné psanych cislic pomoci
neuronovych siti

William Tatarko
16. z&r 2017

Abstrakt

V ivodu popiSeme zakladni princip neuronovych siti. Dale se budeme
zabyvat aplikaci takovych siti, konkrétné rozpoznavanim rué¢né psanych
¢islic. Detailné rozebereme matematicky model, stojici za neuronovymi
sitémi. Nakonec strué¢né zminime moznosti implementace, efektivitu a
moznosti vylepSeni.

1 Neuronové sité obecné

1.1 Zakladni princip

Umeélé neuronové sité jsou oblasti umeélé inteligence. Neuronové sité obsa-
huji mnoho parametru, které urcuji, jaky vystup bude pii daném vstupu. Pii
tréninku jsou sité schopny tyto parametry samy ménit tak, aby byl vystup dle
néjakého daného pravidla co nejlepsi. Cilem je, aby mély parametry po konci
tréninku takové hodnody, aby vystup sité byl co nejlepsi i pro vstupy, se kterymi
neuronové sit netrénovala.

V nasem ptipadé, tj. klasifikace ru¢né psanych ¢islic, bude vstupem obrazek
¢islice (presnéji ddle) a vystupem jakd ¢islice je na obrazku.

1.2 Neuron

Neuron je zékladnim prvkem neuronové sité. Kazdy neuron ma n € N vstupu
x; € [0,1], kde i € {1,...,n}, a jeden vystup y € [0,1]. Krom toho m4 také n
tzv. synaptickych vah w; a prah b. Kazdy vstup x; si muzeme predstavit jako
jisty podnét, ktery mé dulezitost w;. Prah pak intuitivné predstavuje, jak moc
je neuron ochotny na vSechny podnéty zareagovat, tj. vyslat na vystup y signal.
Pravé w; a b jsou parametry, o kterych jsme mluvili v ivodu. Vystup neuronu
je dan vztahem
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Obrazek 1: Logistickd funkce o

kde o je tzv. logistickd funkce dand predpisem
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Graf funkce o je zndzornén na Obrézku 1. Pro pirehlednost muzeme y piepsat
pomoci skalarniho sou¢inu

y:U(X'W+b)7 (3)

kde x je vektor obsahujici v i-té slozce z; a podobné w je vektor, ktery ma v
1-té slozce w;.

Vystup neuronu je (s vyjimkou téch poslednich) pouzity jako vstup dalsich
neuronu. Pokud bychom tedy z definice y vynechali logistickou funkci, tak by
hrozilo, ze by vstup do dalstho neuronu nebyl z intervalu [0, 1]. Misto funkce o
lze pouzit i jiné funkce, napt. hyperbolicky tangens.

1.3 Neuronova sit

Neuronovi sit je sloZena z mnoha neuront rozdélenych do vrstev. Kazdy neu-
ron ve vrstvé B ma jako vstupy vystupy vSech neuronu z vrstvy A. Naptiklad
na Obrézku 2 jsou 3 vrstvy. Prvn{ vrstva (nakreslena nalevo) se nazyvé vstupni
a obsahuje v tomto piipadé 5 neuronu. Poznamenejme, ze vstupni vrstva neoba-
huje skuteéné neurony popsané v podkapitole 1.2, nebot nem4 zddny vstup, ale
presto ma vystup. Oznacovat jednotlivé vstupy za neurony je spiSe konvence.
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Obrazek 2: Neuronovi sit

Posledni vrstvé se fika vystupni a v nasem ptipadé obsahuje pouze jeden neu-
ron. VSechny ostatni vrstvy se nazyvaji skryté. Na obrazku je tedy pouze jedna
skrytd vrstva (obsahujici 3 neurony).

1.4 Loss function

Zékladni myslenkou neuronovych siti je nalezeni vhodnych parametru, tj. sy-
naptickych vah w; a prahu b pro kazdy neuron. Potfebujeme tedy néjakou funkci,
kterda bude vyhodnocovat jak dobry je vystup pii ruznych parametrech a daném
vstupu. Tuto funkci budeme nazyvat loss function (piipadné cost function) a
definujeme ji pfedpisem

LW, B) = o= 371769~y (@)

kde W je mnozina vSech w (pro kazdy neuron jedna), B je mnoZina vsech b
(pro kazdy neuron jeden), n je pocet vstupu, x je vstup (do vstupni vrstvy),
f(x) je vystup (vystupni vrstvy) a y(x) je spravny vystup, kterého se snazime
doséhnout. V piipadé rozpozndvani éislic bude y(x) znacit, kterd cislice je
skuteéné na obrazku a f(x) bude symbolizovat, jakd éfslice si neuronovd sit
“mysli”, ze je na obrazku.

Intuitivné je zfejmé, ze ¢im bude L(W, B) mensi, tim lépe bude nase neuro-
nové sit fungovat. Chceme tedy najit minimum funkce L(W, B).



Loss function lze definovat i jinymi zpusoby (napf. tzv. cross entropy), avsak
v8echny mus{ spliiovat dvé podminky [1]. Zaprvé musi byt funkei vystupu neuro-
nové sité a zadruhé musi byt aritmetickym prumeérem ohodnoceni jednotlivych
vstupu. Bez téchto pfedpokladi bychom nemohli aplikovat metodu backpropa-
gation (viz ddle). Definice (4) spliiuje obé podminky.

Diilezité je si uvédomit, Ze pokud dand neuronovd sit m4 alesponi jednu skry-
tou vrstvu, tak loss function L neni konvexni. Predpoklddejme, Ze jsme “pro-
hodili” vektory w a prahy b neuronu n; a mo ve stejné vrstvé a nésledné také
slozky vektoru w ve vSech neuronech dalsi vrstvy tak, aby vystup neuronu n;
byl nyni nasoben synaptickymi vahami, kterymi jsme ptivodné nésobili vystup
neuronu ng a obracené. Pak mdme jinou posloupnost neznadmych, kterd ovsem
davé stejny vystup f(x) pro kazdy vstup x (vstupni vrstvy). Proto bude mit i
L(W, B) stejnou hodnotu. Ukdzali jsme tedy, Ze pokud ma funkce L v néjakém
bodeé lokélni minimum, existuje jesté jiny bod, ve kterém také nabyva (stejného)
lokalniho minima. Proto funkce L nemiuze byt konvexni.

1.5 Gradient descent

Mnozina W obsahuje mnoho w a kazdé z nich ma mnoho slozek. Podobné
je na tom B. Proto by bylo velmi obtizné hledat minimum klasickou metodou
analyzy. Misto toho pouzijeme metodu zvanou gradient descent, kterd hled&
lokédlni minimum funkce vice proménnych metodou postupnych aproximaci. Za
predpokladu, ze funkce f : R™ — R, kde n € N, ma vSechny parcidlni derivace
spojité, pak pro mald Ax; (i € {1,...,n}) plati

Afzzzz;giAxl (5)
Pokud oznaéime Ax = (Azy,...,Axr,)" tak mizeme rovnici (5) piepsat jako
Af =~ Vf-Ax. (6)

Plati tedy také
fx+Ax) ~ f(x)+ Vf - Ax. (7)

Jelikoz chceme minimalizovat f, chceme najit takové (dostatetné malé) Ax,
aby platilo Vf - Ax < 0. Protoze Vf ndm fikd, v jakém sméru roste funkce
f nejrychleji, vime, ze ve sméru —V f nejrychleji klesa. Proto budeme za smér
Ax volit pravé —V f. Aby platily vySe uvedené ptiblizné rovnosti, je potieba
zajistit, aby Ax bylo dostatetné malé. K tomu ndm poslouzi konstanta n > 0.
Zménu Ax tedy budeme volit

Ax = —nVf. (8)



Metoda gradient descent nam tedy iika, jak zménit parametry funkce, abychom
se priblizili k jejimu minimu. Konstanta n se bézné nazyva learning rate a hraje
dulezitou roli. Pokud by byla p#ilis mald, pak by bylo hleddni minima p#ili§
pomalé, nebot bychom si vidy piilepsili pouze o maly kus. Naopak, pokud by
learning rate byl piilis velky, tak by jiz nemusela platit aproximace ve vztahu

(5) a (7).

V nasem piipadé chceme pomoci metody gradient descent nalézt minimum
funkce L. Proto budeme dle vztahu (8) ménit parametry z mnozin W a B. To
v8ak vyzaduje znalost vSech parcidlnich derivaci funkce L, které vypocitame v
dalsi kapitole.

Pripomenme, ze funkce L neni konvexni, a tak metodou gradient descent
pravdépodobné neziskdme globalni minimum, ale pouze néjaké lokalni (respek-
tive se k nému pfiblizime). To se viak ukdze jako nepiilis velky problém, nebot
obvykle i lokdlni minima dévaji pomérné dobré vysledky.

1.6 Backpropagation

Metoda zvana backpropagation slouzi k nalezeni parcidlnich derivaci vsech
w a b pomoci zpétného pruchodu neuronové sité. Jednd se o matematicky
pomérné komplikovany postup, a tak se jim budeme zabyvat az v dalsi kapitole
na konkrétnim pripadé. Poznamenejme vSak, ze nam umozni spocitat gradient
pouze pro jeden vstup. Vzhledem k tomu, ze pozadujeme, aby loss function byla
aritmetickym prumérem napii¢ véemi vstupy, tak dava smysl vypocitat celkovy
gradient funkce L (a ndsledné dle (8) zménu vSech parametrit) jako aritmeticky
prumeér pres vSechny vstupy.

1.7 Konvolu¢éni neuronové sité
1.7.1 Uvod

V klasické neuronové siti popsané v podkapitole 1.3 je kazdy neuron v ramci
vrstvy rovnocenny, nebotf mezi dvéma vrstvami je propojeny kazdy neuron s
kazdym. V nasem piipadé by nam tedy nic nebranilo, abychom méli pro kazdy
pixel vstupniho obrazku vyhrazeny jeden vstup. Hodnota by pak znacila, jak
moc je dany pixel ¢erny, respektive bily. Na takto relativné jednoduchy piiklad
(rozpozndvani ruéné psanych &islic) by tato neuronové sit v jistém slova smyslu
stacila. Pro komplikovanéjsi tikoly, jako je napiiklad rozliSovani obrizku psu a
kocek, bychom s klasickou metodou neuspéli. Je potieba sofistikovanéjsi neu-
ronové sit. Tou je pravé konvoluéni neuronova sit. Nejenze umoziuje fesit
obtiznéjsi zadéani, ale také — jak v dalsi kapitole uvidime — je schopna lepsi
klasifikace ru¢né psanych ¢islic.

Jiz nebudeme na pixely nahlizet jako na hromadu ¢isel, ale vezmeme v potaz
strukturu obrazku. Pokud bychom pouZivali pouze klasickou neuronovou sit, tak



bychom po tréninku naptiklad nemohli poznat ¢islici, ktera je sice napsand stejné
(jako ty tréninkové), ale je o kus posunutd [4]. Duvodem je to, Zze posunutim
zméni fada pixelu barvu.

1.7.2 Konvoluce

Na vstupu (vstupni vrstvy) mame 3-dimenzionalni tenzor. Jeden rozmeér znaci
vrstvy, druhy vysku a tieti sitku. V ptipadé barevného vstupu bychom tedy
meéli 3 vrstvy, zatimco u ¢ernobilého jen jednu. U klasické neuronové sité jsme
méli na vstupu jen 1-dimenzoinélni tenzor, neboli vektor. Pro kazdou vrstvu
vstupniho obrdzku budeme mit jeden tzv. filter (neboli kernel), coz je vlastné
matice synaptickych vah. Tento filter bude mit mensi rozmeéry nez vstupni
obrazek. To je proto, abychom ho mohli “posouvat” (vzdy o stejnou hodnotu,
tzv. stride) po vstupnim obrézku, respektive jeho jedné vrstvé. V kazdé pozici
filteru vyndsobime vSechny hodnoty filteru s pifslusnymi (témi pfi dané pozici
“pod sebou”) hodnotami vstupniho obrdzku. Vsechny souciny secteme a navic
pri¢teme jesté préh (viz pozdéji). Takto ziskdme pro kazdou pozici filteru (“na
vstupnim obrazku”) jednu hodnotu. Ve skutec¢nosti vsak nemdme pro kazdou
vrstvu vstupniho obrazku jen jeden filter, ale rovnou nékolik. Z kazdého filteru
ziskdme matici hodnot, a tedy celkem ziskdme opét 3-dimenzionélni tenzor. Pro
kazdou vrstvu vystupu mame jen jeden prah, ktery je sdilen vSemi vrstvami
vstupu. Jelikoz chceme, aby kazdy vystup mohl byt vstupem dalsi vrstvy, tak
na konci jesté aplikujeme logistickou funkci.

Nechf mé vstupni tenzor X rozméry a x b x b, kde a,b € N. Cislo a tedy
znaci pocet vrstev a b vysku a §iiku vstupniho obrdzku (pro jednoduchost
uvazujeme étvercovy obrazek). Necht pro kazdou vrstvu je ¢ filterii, kazdy ma
rozmér d X d (opét méme pro jednoduchost ¢tvercovy filter), kde d € N, d < b,
anecht F(i, 4, k,1) zna¢i hodnotu i-tého filteru pro vrstvu j na pozici (k, 1), kde
ie{l,....c},j€{l,...,;a} ak,l€{l,...,d}. Necht b(¢) znaci préh piislusny
k i-té vystupni vrstvé. Necht stride je s. Pak ma vystupni tenzor Y rozméry
cxeXe, kde e = b;sd + 1. Necht Y (i,m,n) zna¢i hodnotu na pozici (m,n) v
i-té vrstve Y, kde m,n € {1,...,e}. Pak plati

d d

Y(i,m,n) =0 ( za: > (X (0, s(m—1)+p, S(n_1)+Q)F(i7 0, p, q)) +b(i)> :

o=1p=1q=1
(9)

Operace obsazend v definici (9) se obvykle nazyvé korelace. Konvoluce vypadd
podobné a lze ji (v tomto piipadé) dosdhnout stejnou definici otocenim kazdého
filteru o 180°. Jakou operaci pouzijeme je ve vysledku irelevantni a korelace je
zde lepsi na predstavivost.

Podivejme se jesté, jak konvoluce vypadd na konkrétnim piikladé. Predpokladejme,
ze na vstupu mame ¢ernobily obrizek velikosti 12 x 12. Vstup mé tedy pouze



Tabulka 1: Vstupni vrstva s vyznacenou polohou filteru

3116|414 |1]3]|6[3]|2|3]5
415161 |5|6|(5[|2[2|4|6)|4
5|14 (513|431 ]1|5>5 |4
1141451222543 |1]|1
412|114 (4(4)/2]|6|3|1]3|6
215|535 |514|2(1|5 (1|14
413121515253 |1]1]|5
6132424153 |6]6]|5
2516|4143 |2]1]1|5]|2
6124215 |4]|1|6|4]6]|5
31521256253 |2]4]|1
6121325 |5|6|5|6]6]|3

Tabulka 2: Prvni filter

1141452
5121352
415|154
314|11]3]|5
4152|114

jednu vrstvu. Déle prepokladejme, ze tato konvoluéni vrstva obsahuje 6 filtert,
kazdy velikosti 5 x 5. Ke kazdému filteru patii také jeden prah. Uvazujme stride
této konvoluce s = 1. Vystup bude mit tedy 6 vrstev (nebot mame 6 filtert).
Rozmér vystupni vrstvy spocitame dle vzorecku e = % +1= # +1=28.
Ukéazeme, jak by se pocital napiiklad prvek v 3. fadku a 7. sloupci prvni vrstvy
vystupu. VSechny uvedené hodnoty jsou pouze ilustracni. V Tabulce 1 vidime
12 x 12 hodnot, pii ¢emZ kazd4 reprezentuje 1 pixel vstupu. Nebot chceme
vypocitat hodnotu (prvni vrstvy) vystupu v 3. fddku a 7. sloupci, “posuneme”
filter (velikosti 5 x 5) tak, by jeho levy horni roh byl na pozici (3, 7).

V Tabulce 2, ktera reprezentuje filter, pak vidime 5 x5 hodnot. Pfedpokladejme,
ze prah prvniho filteru mé hodnotu 4.

Abychom ziskali hodnotu prvku v 3. fadku a 7. sloupci prvni vrstvy vystupu,
musime udélat soucet v8ech soucinu piislusnych hodnot pixelu vstupu a filteru
a na zaver jesté pric¢ist prah. Vypocet je tedy nésledujici.



143-441-441-5+5-2+
545-2+44-34+3-5+1-2+
446-54+3-1+1-5+3-4+

4
2
2

(10)
4-3+2-4+41-1+5-3+1-5+
2:445-5+3-2+1-1+1 -4+
4

=227

Nakonec bychom jesté méli aplikovat logistickou funkei o. Hodnota prvku v
3. tddku a 7. sloupci prvni vrstvy vystupu je tedy o(227). Podobné bychom
vypocitali hodnoty na vSech pozicich kazdého filteru.

1.7.3 Max-pooling

Jelikoz konvoluce vyzaduje pomérné velké mnozstvi operaci, které se musi
béhem tréninku mnohokrit vykondvat, je vihodné zmensit velikost tenzoru.
Obvyklou metodou je tzv. max-pooling, ktery spociva v tom, ze v kazdé vrstvé
vystupu z konvoluéni vrstvy se z jisté oblasti vezme pouze nejvétsi hodnota. V
nasem piipadé takovou oblasti vzdy bude ¢tverec 2 x 2.

Matematicky feceno mdme na vstupu tenzor X velikosti a X b x b (jelikoz
uvazujeme vzdy jen ¢tvercové vstupy), kde a,b € N a vystupem bude tenzor Y
velikosti a x g X % Pozadujeme tedy, aby b bylo délitelné dvéma. Pro hodnotu
vystupu ve vrstvé ¢ € {1,...,a} a na pozici (j, k) pro j, k € {1,..., g} pak plat{

Y (i, j, k) = max(X(i, 2j —141,2k —1+m); I,m € {0, 1}) (11)

1.7.4 Vektoralizace

Konvoluéni neuronové sit ma své vyhody, ale vystupem je 3-dimenzionalni
tenzor, coz se obvykle tézko interpretuje jako vysledek. Proto je bézné mit za
konvoluéni neuronovou siti jesté klasickou neuronovou sit. V tomto kontextu se
vrtsvam s konvoluci fika konvoluéni vrtsvy, podobné vrstvy s max-poolingem se
nazyvaji max-pooling vrstvy a vSem vrstvam klasické neuronové sité na konci
se fika plné propojené vrstvy (nebot je kaZdy neuron spojen s kazdym mezi
sousednimi vrstvami).

Jelikoz vystupem konvoluéni vrstvy je 3-dimenziondlni tenzor a vstupem plné
propojené vrstvy je vektor, musime tenzor deformovat. Viechny hodnoty se intu-
itivné “seradi za sebe”. Matematicky to ponékud neformalné popiseme funkci V'

v =V(T), (12)

kde T je 3-dimenziondln{ tenzor (na vystupu konvoluén{ vrstvy) a v je prislusny
vektor po vektoralizaci.



1.7.5 Backpropagation

Backpropagation se konvoluénimi (a max-poolingovymi) vrstvami samoziejmé
znacné komplikuje. Rozebereme ji az v dalsi kapitole na konkrétnim piikladé.

2 Rozpoznavani rukou psanych ¢islic

2.1 Uvod

Cilem je spravne klasifikovat ru¢né psanou ¢islici. Na vstupu tedy bude ¢ernobily
obrézek velikosti 28 x 28. Sif bude mit 10 vystupt, pro kazdou &fslici jeden. Ten s
nejvétsi hodnotou bude vyhodnocen jako ten spravny. Data ziskdme z databaze
MNIST [3], kterd obsahuje 50000 obrdzku &islic na trénovani sité a déle 10000
(jinych) na testovani.

2.2 Architektura sité
Pruchod siti bude vypadat priblizné takto.
0. Na vstupu bude tenzor velikosti 1 x 28 x 28.

1. Nésledovat bude prvni konvolu¢ni vrstva s 16 filtry velikosti 5 x5 a stridem
s = 1. Vystupem této vrstvy tedy bude tenzor velikosti 16 x 24 x 24, nebot
(dle vzorce z kapitoly 1.7.2) 28=2 4+ 1 = 24.

2. Déle zmensime mnozstvi dat max-poolingem (s faktorem 2), takze vysledkem
bude tenzor velikosti 16 x 12 x 12.

3. Nasledovat bude dalsi konvoluce. Tentokrat bude mit 32 filtra velikosti
5 x b a opét stride s = 1. Vystupem tedy bude tenzor velikosti 32 x 8 x 8.

4. Znovu aplikujeme max-pooling, ¢imz ziskdme tenzor velikosti 32 x 4 x 4.

5. Nyni pouzijeme vektoralizaci, takze deformujeme tenzor po max-poolingu
na vektor velikosti 32 -4 -4 = 512.

6. Déle bude plné propojend vrstva s 128 neurony.
7. Nakonec bude dalsi plné propojend vrstva s 10 neurony.
Nase sft (a loss function) tedy bude mit 16-(1-5%+1) +32- (1652 + 1) + 128 -
(512 +1) +10- (128 + 1) = 80202 parametru.
2.3 Backpropagation
2.3.1 Uvod

Pruchod konvoluéni neuronovou siti je sice pomérné komplikovany, ale vypocitat
ze vstupu vystup je pirimocaré. Obtizné je spocitat gradient loss function L. Jak
jiz bylo naznac¢eno, pii vypoctu parcidlnich derivaci se postupuje od konce.



2.3.2 Znaceni

Hornim indexem budeme znacit, ke které vrstvé se dand neznama vaze. Neznamé
se stejnym vyznamem budeme znacit stejnym pismenem (odlisené hornim inde-
xem). Piipadnd ¢isla v zdvorkdch za nezndmou budeme (stejné tak jako dopo-
sud) vyuzivat k indexovani. Budeme pouzivat tyto neznamé:

o 10 ... vstup (1 x 28 x 28),

e K' .. filtry prvni konvoluén{ vrstvy (16 x 1 x 5 x 5),

e bl ... prahy prvni konvoluéni vrstvy (16),

e 71 .. vystup prvnf konvoluénf vrstvy pied aplikaci funkce o (16 x 24 x 24),
e O ... vystup prvni konvoluéni vrstvy po aplikaci funkce o (16 x 24 x 24),
e S? ... vystup prvniho max-poolingu (16 x 12 x 12),

e K3 .. filtry druhé konvoluénf vrstvy (32 x 16 x 5 x 5),

e b3 ... prahy druhé konvoluéni vrstvy (32),

e 7! ... vystup druhé konvoluéni vrstvy pied aplikaci funkce o (32 x 8 x 8),
e (2 ... vystup druhé konvoluéni vrstvy po aplikaci funkce o (32 x 8 x 8),
e S* ... vystup druhého max-poolingu (32 x 4 x 4),

o v® ... vystup vektoralizace (512),

e W5 ... synaptické vahy prvni plné propojené vrstvy (128 x 512),

e b® ... prahy prvnf plné propojené vrstvy (128),

e z% ... vystup prvni plné propojené vrstvy pied aplikaci funkce o (128),

e 6 ... vystup prvni plné propojené vrstvy po aplikaci funkce o (128),

e W7 ... synaptické vahy druhé plné propojené vrstvy (10 x 128),

e b7 ... prahy druhé plné propojené vrstvy (10),

e z7 ... vystup druhé plné propojené vrstvy pied aplikaci funkce o (10),

e f7 ... vystup druhé plné propojené vrstvy po aplikaci funkce o (10),

e 07 ...spravny vystup (jeden z vektort kanonické béze) (10).

2.3.3 Vypocet

Vypocty v této podkapitole byly inspirovdny vypoécty uvedenymi v [2].
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Nejprve musime vypocitat derivaci logistické funkce o a parcidlni derivaci loss
function L dle f7(i) (pro jeden vstup, tedy n = 1), kde i € {1,...10},

gy O Le (=) 1 o
o'(x) = (1+e7)2 T 1tel 1+ e2)2 = U(l‘)(l — 0’(:1:)), (13)
af7L<i) = % 2(7() = 07(i)) - 1 = £7(3) — 0" (i). (14)

Abychom mohli vypocitat parcialni derivace neznamych sedmé vrstvy, musime
prve vypocitat Az”. Pro kazdé i € {1,...,10} plati dle fetizkového pravidla a
vztaha (13) a (14)

o (i . . e
AZ7(i>d:faza7L(z‘) B af67L(¢) ' 2278 = (1" -0"0) -o'(s7) 15)
= (")~ o"() - £7() - (1 - 7)),
a tedy
AzT = (f7 - 07) oo (1 - f7), (16)

kde ® znaéf ndsobeni vektorii po slozkich. Nyni mtizeme vypoéitat AW7. Pro
viechna i € {1,...,10} a j € {1,...,128} plati

. def OL 0L 027 (i) 077 (i)
AW, ) = oWT(i,j)  0z7(i) OWT(i,j) 2"(i) aW(i,5)

128
— AZ"(i)- GW?(Z' 5 (Z (W70 £50) + b7(i)) (17)

’ =1

= Az"(i) - £°(5),
z cehoz plyne

AWT = AZ" (£%)7. (18)

Miizeme také vypoécitat Ab”. Pro kazdé i € {1,...,10} totiz plati

def 0L L 027(d)

_ 92" (i)
T Ob7(i)  0z7(i) Ob7(i) '

= Az (3) ab7(7)

Ab7 ()

— AZ7(i)- a.(m(wmgywm)+w@) (19)



a proto

Ab” = AZ".

(20)

Nynf vypoéitame Af6. Pak spocitdme parcidlni derivace nezndmych dalsf (t].

Sesté) vrstvy zcela analogicky (s vrstvou sedmou). Pro kazdé ¢ € {1,...,

plati
6 def aL = 7(])
A ofé (i = £6(4)
—10A7' 0 3 W7(j,1)-£9(1 b”(j
=3 (a)-afﬁi)(g( G- £ () +70) )
—ZAZ Y- WT(4,1),
takze

Aﬁ::QVﬁTAf.

Nynf spoéitame Az8. Pro kazdé i € {1,...,128} plati

def OL 0L  Of%(i) , .
AZG(’)_azﬁ(i)_afG(i)'azﬁ(z) Af%(i) -0 (ZG(’))

= AFS(i) - £5(4) - (1 - fﬁ(i)),

a tedy
Af:Aﬁ@ﬁ@(Lﬁﬂ.

Jiz mizeme vypocitat AWS. Pro vsechna i € {1,...,128} a j € {1,...,

plati

def OL 0L 028 (i)
OWS(i,j)  028(i) OWO(i,j)

028 (i)

AWS(i,5) = = Az%(i) -

512

= Az8(i) - 8W68(i,j) (Z (W6(i, 1) - v"’(l)) + be(l’))

=1

12

OWO(i, j)

128}

(21)

(24)

512}

(25)



z ¢ehoz plyne

AW® = Az8(v5)T. (26)

Podobné vypoéitame Ab®, nebot pro kazdé i € {1,...,128} plati

028 (1)
0

def OL oL  0z%(i)

AV = 5he ) ~ a8() ab%(3)

= Az8(i)

= 20%) e S (W) () + b)) 7

a tak
Ab® = AzS. (28)

Opét analogicky (s Af®) vypoéitame AvS. Pro kazdé i € {1,...,512} totiz
plati

5 def oL 128 oI 02°())
AvP(i) = ovs(i) ; 9z8(j) OV (i)
128 5 12 |
_ ;AZGU) 5V5(Z) (; (WG(jJ) V5(l>) + b6(j)> (29)
128
_ ZAZG(]) W6(],Z),
a tedy
ave = (we) o (30)

Nyni se dostavame k vektoralizaci. Jelikoz se jedna pouze o preskladani slozek
3-dimenzionélniho tenzoru do podoby vektoru, miizeme odvodit AS* pifmo z
Av®. Neformélné tuto skutecnost zapiSeme pomoci funkce V=1

AS* = VHAVS). (31)

13



Skrze vrstvu max-poolingu se backpropagation dostane snadno. Vzhledem k
tomu, ze ze ti ze ¢ty hodnot vysledek (a tedy ani funkei L) viibec neovlivni, je
parcidlni derivace dle téchto tiech prvki AC? nulova. Parcidlni derivace zbylé
(¢tvrté) proménné je pak shodné s pifslusnou parcidlni derivaci prvku AS*. Ne-
cht M* je mnozina vsech tl"OJlC i j,l) kde i € {1,...,32} a j,l € {1,...,8},
pro které je C3(i, j,1) (i, [2], [ ]). Pak miizeme pro kazdé i € {1,...,32}
ajle{l,...,8} vyjadrlt AC?’(Z [) pomoci AS*

AC3(i,§, )= (32)

def 0L  [AS*,[4],[L])  pokud (4,4,1) € M4,
aC3(i,5,1) )0 jinak.

Dostali jsme se k nejtézsi ¢asti — backpropagation u konvolunénich vrstev.
Zaéneme vypoctem AZ3. Pro kazdé i € {1,...,32} a j,l € {1,...,8} plati

def L QL 9C3(i,j1)
0Z3(i,j,1)  0C3(i,5,1) 0Z3(i,j,1)

AZ3(i,5,1) =
= AC3(i,5,1) - ’(Z3(i,j,l)> (33)

= ACH(i,3,0) - C(i,.1) - (1= C¥(0,3,D))-

Pokracujme vypoétem AK?®. Pro véechna i € {1,...,32}, j € {1,...,16} a
I,me{l,...,5} plati

def oL
AK?)(Z ],l,m) 2 m
_28:28: oL . 0Z3(i,n,0)
B =t £= 0Z3(i,n,0) OK3(i,j,l,m)
8 8
0

D 3) SFCTRP .

n=1o=1 aK?)(ZVJﬂl?m)

=
[}

NE
NE

(Sn+ o) K¥ipa+ L+ 1) +6%0))

3
Il
—

=}
Il
=
3
Il
=

AZ3(i,n,0) - S%(j,n+1—1,04+m —1).

[
M=
[M]

3
I
-
o
I
A

(34)

Tvar se tfemi sumacemi vychazi z definice konvoluce (9) pro s = 1. Pozname-
nejme, ze vysledek by opét bylo mozné zapsat struc¢néji pomoci konvoluce. Nyni
vypoéitdme Ab3. Pro kazdé i € {1,...,32} plati

14



s . def OL oL 0Z5(i,j0)
AV Goa 2 257G b

iﬁ: 24:24: (SQ(m,j—&-n,l—f—o) CK3(i,m,n 41,0+ 1)) —|—b3(i)>

(35)

Tenzor AS? vypoéitdme trochu odlisné, nebot je konvoluéni vrstva nejen pred
nim, ale i po ném. Pro kazdé i € {1,...,16} a j,l € {1,...,12} plat{

.. def 0L
AS? = ———
S (Z’]7 ) 852(7/7]7l)
& 24: 24: oL 0Z3(m,j —n,1— o)
_m—l = = 0Z2%(m,j—n,l-o) 052(i,4,1)
Ci—nS1i—0>1
32 4 4 5
= Z Z AZ3(m,j—n,l—0)2(
m=1 n=0, 0=0, 08 (Z’J’l)
j—nm>1l—0>1

16 4 4
SN (SQ(p»j —n+gl—o+r) K m,p,q+1,r+ 1)) +b3(m)>

p=1qg=0r=0
4 4
= Z Z AZ3(m,j—n,l—o)- K3(m,i,n+1,0+1).

(36)

Skrze dalsi max-pooling vrstvu se dostaneme stejné jako pies tu prvni. Necht M?
je mnozina vsech trojic (i, j,1), kde i € {1,...,16} a j,l € {1,...,24}, pro které
je C(i,4,0) = S%(i, [4], [4]). Pak pro kazdé i € {1,...,16} a j,l € {1,...,24}
plati

ACH (i, 4,1)

def 0L —{ASQ“M»M) pokud (3.5,1) € M%, - )

T aC (i, 5,0) )0 jinak.
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Jiz staci spocitat parcidlni derivace neznamych prvni konvoluéni vrstvy. Vypocet
je analogicky s druhou konvoluéni vrstvou. Nejprve spoéitdme AZ'. Pro kazdé
ie{l,...,16} aj,l € {1,...,24} plati

AZ' (i, j,1)= = ' ¥
(4,7,1) 0z (i, 5,1)  9C (i 4,1) 0Z(i,3,1)

= ACY(i,j,1) - o' (Zl(i,j,l)) (38)
— ACY(i,5,1) - C (i, j,1) - (1 —CY(4, 4, l)).

Nasleduje vypocet AK?!. Pro viechna i € {1,...,16} a j,l € {1,...,5} plati

. . def OL
AK'(i,1,5,1)= K (i, 1,5,0)

e 87 (i, m,n)

= Z Zazl (i,m,n) OK(i,1,5,1)

0
—ZZAZ (i, m,n) 6K1(zl )<

ﬁ:i (10(1,m+o,n+p) CK(i, 1,0+ 1,p+ 1)) +b1(z’))

o=0p=0

24 24
=Y > AZ'(i,m,n) - I°(I,m+j—1,n+1-1).

m=1n=1

(39)
Jako posledni spoéitdme Ab*. Pro kazdé i € {1,...,16} plat{
24 24
def oL OL 8Z (4,4,1)
Ab? .
b() Obt(i z_;lz; 0Z1(i,3,1)  Obl(3)
24 24
0
-3°3 a2 g
o Ob1 (i)
(40)
4
3 (10(1,j Fml4n) - K'G1,m+1,n+ 1)) +b1(i)>
m=0n=0
24 24
- AZ(i, j,1)
j=11=1
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Rovnice (18), (20), (26), (28), (34), (35), (39) a (40) ndm Fikaji, jak vypocitat
gradient loss function L. To nam umozni aplikovat na funkci L metodu gradient
descent.

2.4 Program

Implementaci programu se zde nebudeme do detailu zabyvat. Ackoliv by bylo
mozné napsat program dle vyse zminénych rovnic bez vyuziti jakékoliv knihovny
v prakticky libovolném programovacim jazyce, obvykle se né¢jaka knihovna pouziva.
Duvodem je nejen o mnoho jednodusi implementace, ale také znatelné rychlejsi
program. Knihovny jsou zpravidla zalozeny na néjakém rychlém programovacim
jazyce, obsahuji fadu optimalizaci a ¢asto k vypoctu pouzivaji nejen CPU, ale
i GPU [7], které je designované na ndsobeni matic apod., coz jsou zde velmi
vyuzivané operace.

Testovali jsme 2 programy. Prvni byl pfesné dle architektury popsané v kapi-
tole 2.2 a vyuzival knihovnu TensorFlow [7]. Druhy program [1] byl podstatné
jednodusi, nebot se jednalo pouze o klasickou (plné propojenou) neuronovou
sif bez konvoluénich vrstev. Konkrétné pak obsahoval 784 = 28 - 28 neuront ve
vstupni vrstvé (pro kazdy pixel jeden), 45 v jediné skryté vrstve a 10 ve vystupni
vrstvé. Backpropagation této sité Ize velmi jednoduse odvodit z popisu backpro-
pagation pro nasi primdrni sit. Narozdil od prvniho programu vyuzival pouze
knihovny Numpy [8], kterd slouzi jen k algebraickym operacim. Jak jiz bylo
naznaceno, rozpoznavat ¢islice je schopnd i takto jednoduchd architektura, ne-
bot se jedna o pomérné jednoduchy problém. Cilem druhé neuronové sité bylo
porovnat vysledky s tou prvni a ukézat, ze konvolu¢ni vrstvy majf (i zde) smysl.

2.5 Vysledky

Prvn{ program byl schopny sprdvné klasifikovat ruéné psanou ¢islici v 98.72%
pripadech, zatimco uspésnost druhého programu v rozpoznévani ¢islic byla pouze
95.83%. Oba programy vyzadovaly k tréninku pfiblizné 20 minut. Ani jedno-
ducha architektura si tedy nevedla piilis §patné. Na druhou stranu jsou kon-
voluéni sité i v tomto problému znatelné lepsi, ackoliv samozifejmé mnohem
komplikovanéjsi.

3 Zaveér

Prestoze vysSe popsané neuronové sité dosahuji pomeérné dobré tispésnosti
(taktka 99%), pro redlnou aplikaci by to chtélo jesté vylepsit. Tyto technolo-
gie se mohou pouzivat napiiklad na postdch k rozpoznavani ¢islic postovniho
smérovaciho ¢isla, kde by bylo ponékud problamtické, pokud by kazdy sty dopis
prisel na Spatnou adresu. Nastésti existuje fada komplikovanéjsich neuronovych
siti, které jsou v8ak nad ramec této prace. Ty pak vyuzivaji daleko vice vrstev a
napfiklad tzv. dropout, ktery slouzi k ignoraci ndhodnych neuront, ¢imz se nejen
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snizuje mnozstvi operaci, ale predevsim se tim zabranuje tzv. overfittingu, coz
je v kontextu neuronovych siti zjednodusené to, ze se parametry uzpusobi prilis
presné tréninkovym vstupum a nésledné maji problém se vstupy novymi. Déale
se bézné pouziva augmentace dat, kterd slouzi k zobecnéni vstupt. Naptiklad u
zpracovani obrazku to znamena ndhodné posunuti, otoCeni a ofiznuti ¢i zménu
kontrastu, jasu apod. Vyhodnéjsi také mohou byt jiné aktivaéni ¢i ohodnocovaci
funkce. Napifklad tzv. cross entropy muze umoziovat (predevsim na zacatku
tréninkového procesu) znacéné rychlejsi uceni nez ndmi uvedend loss function
[1]. Moznych modifikaci na zlepseni je mnoho a vzhledem k tomu, Ze neuronové
sité jsou nyni v rozkvétu, tak se kazdym rokem objevuje fada novych metod.
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