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Priklad dlohy linearniho programovani

najdéte maximalni hodnotu funkce
pies viechny vektory x = (x1,x)" € R?

které spliuji podminky

X1 + X2

X120

x2 >0
X2—X1§1
X1+ 6x0 <15
4x1 — xo <10 .
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Geometricka interpretace

K lloze si mlzZete nakreslit obrazek - kazda z omezujicich
nerovnosti popisuje néjakou polorovinu.

Body x, které spliuji vSechny omezujici nerovnosti, tvori
prinik téchto polorovin. V nasem pripadé je to konvexni
pétidhelnik. Body spliujici vSechny omezujici nerovnosti (také
se jim fikd omezujici podminky) jsou pfipustnd reseni.

Mezi vSemi pFipustnymi feSenimi x hledame to, které ma
maximalni standardni skaldrni sou¢in s vektorem (1,1)7,
neboli nejvétsi orientovanou projekci do sméru tohoto vektoru.
Takovému pfipustnému reSeni rikdme optimdlni Feseni.

Pokud si vSe nakreslime, vyjde ndm maximalni hodnota
ucelové funkce x1 + x» rovna 5 a dosahuje se ji v optimalnim
bodé& (3,2)7, ktery je vrcholem pétitihelniku viech p¥ipustnych
reseni.
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Cesko-anglicky slovnitek

ucelova funkce

omezujici podminky
pripustné feseni

mnozina pripustnych reseni
optimalni feseni

optimalni hodnota

cost function
constraints
feasible solution
feasible set
optimal solution
optimal value
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Obecna formulace tlohy linedrniho programovani

najdéte maximélni hodnotu funkce f(x) =c'x
pres vSechny vektory x € R”

spliujicimi podminky Ax <b |

kde c € R", b € R™ jsou dané vektory a A € R™*" je dand matice.

Pro dva vektory d = (dy,da,...,dm) e = (e1,€2,...,em)" €R™
pisSeme

c <d pravé kdyz ¢; < d; prokazdé i=1,2,....m .
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Nepripustna Gloha

Mnozina vSech pripustnych feseni je prinik uzavrenych
poloprostor(i v R". Pokud je neprdzdnd, nazyva se konvexni
polyedr. Ten mize byt i degenerovany, tj. mit mensi dimenzi nez n,
v extrémnim pripadé muze jit o jediny bod.

Miizeme néjak poznat, kdy je mnozina pfipustnych reSeni prazdna,
tj. kdy je Uloha nepfipustna?

Radky v matici A oznac¢ime jako obvykle a7 ,a] ... al.

Chceme poznat, kdy je nefeSitelnad soustava linearnich nerovnosti

5irx < b1
alx < b
a'x < bn
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Jak dokdzeme neresitelnost soustavy nerovnosti?

Odvodime z predpokladu fesitelnosti spor.

Jestlize néjaké x € R” splnuje vSechny nerovnosti, jaké dalsi
nerovnosti musi spliiovat?

Ocividné miZeme kazdou nerovnost 5,-Tx < b; vynasobit
libovolnym cislem \; > 0 a dostaneme disledek

Xi(a]x) < Aib; .

Déle mazeme vSechny tyto nerovnosti seéist (pfes i) a dostaneme

m

zm:)\,-(é,-Tx) <> b
i=1

i=1
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Odvozeni sporu

Levou stranu posledni nerovnosti upravime

m m

D ONi(E %) =) (NE)x = ( 9 >\,~5,-T> X = ()\TA) X,
1

i=1 i=1 i=

kde A = (A1, Aas ..o, Am) T

Také pravou stranu si prepiseme

Em: \ibi=ATb .
i=1

Takze kazdy x € R" spliujici plvodni soustavu linearnich
nerovnosti musi spliiovat také kaZzdou nerovnost

(ATA) x<ATh ,

pro libovolny vektor A > 0.
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Nutnd podminka neresitelnosti

Kdy zadné x € R" posledni nerovnost nespliiuje?
Zjevné pokud pro vektor X > 0 plati, ze ATA = 0! a ATb <0.

Odvodili jsme tak nutnou podminku pro nefesitelnost soustavy
linedrnich nerovnosti:

je-li feSitelnd nasledujici soustava linedrnich nerovnosti (a rovnic)

)\i > 07 I:]-? , m,
ATb < 0,
ATA = 0,

pak je nerfesitelnd soustava linedrnich nerovnosti

Ax<b .
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Véta o alternativé pro soustavy linedrnich nerovnosti

Svét je takovy, jaky ma byt, takze pravé uvedend nutnd podminka
pro neresitelnost soustavy linedrnich nerovnosti Ax < b je také
postacujici (dikaz je ale obtiznéjsi).

A protoZe soustava linedrnich nerovnosti Ax < b je bud FeSitelna
nebo neresitelnd, plati nasledujici véta o alternativé pro soustavy
linedrnich nerovnosti.

Pro kazdou matici A € R™*" a vektor b € R" nastdva pravé jedna
z nasledujicich moznosti
e je resitelnd soustava linearnich nerovnosti Ax < b,

e je resitelnd soustava lineadrnich nerovnosti
Ai > 0, i=1...,m,

Ab < 0,
ATX = 0, .



Priklad alohy na lineadrni programovani

Priklad je prevzaty ze skript Jifiho Matouska.

Na zdklad€ regulaci ministerstva zdravotnictvi musi kazdé jidlo
podavané v restauracich obsahovat dostatek vitamini A, C a
vldkniny. Doporucend denni mnozstvi jsou 0,5mg vitaminu A,
15mg vitaminu C a 4g vlakniny. V nasi restauraci se s regulacemi
chtéji vyporadat pridavanim zeleninového salatu ze syrové mrkve,
nakladanych okurek a kysaného bilého zeli jako prilohy ke kazdému
jidlu. Soucasné je snahou majitele zajistit timto zplsobem
pozadované mnozstvi vitamin( a vldkniny co nejlevnéji. Potrebné
Gdaje jsou v nasledujici tabulce.



Tabulka

surovina syrova kysané naklddané || pozadovano
mrkev zeli okurky na 1 porci
vitamin A [mg/kg] 35 0.5 0.5 0.5mg
vitamin C [mg/kg] 60 300 10 15mg
vldknina [g/kg] 30 20 10 4g
cena[K¢/kg] 15 10 3 —

Nakladané okurky maji zjevné proslou trvanlivost.

Oznacime si xy;, xz a xo mnozstvi mrkve, zeli a okurek v
kilogramech na jednu porci.

Tato mnozstvi jsou pfirozené omezena podminkami xy > 0,

xz >0, xo > 0.




Formulace pomoci linedrniho programovani

Pozadavek ministerstva zdravotnictvi na dostate¢né mnoZzstvi
vitaminu A v kazdé porci zapiseme jako nerovnost

35xp + 0.5x7 + 0.5xp > 0.5 .
Podobné zapiseme dalsi dva pozadavky

60XM + 300XZ + 10Xo
30xp 4+ 20x7z 4+ 10xp

15 ,

(ALY

Cena takového saldtu je
15xp, + 10xz + 3x0o -

Pozadavky ministerstva splnime za minimalni moznou cenu
vyfesenim Glohy linedrniho programovani na nasledujici strané.



Reseni

minimalizujte funkci 15xp; + 10xz + 3xp
za podminek xp; > 0
xz >0
xo >0
35xp 4+ 0.5xz + 0.5xp > 0.5
60xy + 300xz + 10xp > 15
30xp 4+ 20x7 + 10xp > 4 .

Standardni algoritmus pro feSeni takovych tloh je simplexova
metoda. Jeho autorem je George Dantzig, jeden ze zakladateli
linedrniho programovani. Pochazi (ten algoritmus) z roku 1948.

Nejlevnéjsim feSenim pozadavk{ ministerstva zdravotnistvi je salat
za 1,40 K¢ slozeny z 9,5g mrkve, 38 g zeli a 290 g okurek.



Soucasny stav

Simplexovd metoda postupné probira vrcholy polyedru pfipustnych
reseni, az najde to optimalni.

Problém maze nastat ve chvili, kdy algoritmus musi probrat
vSechny vrcholy polyedru, kterych mize byt také 2" v pripadé, kdy
optimalizovany vektor x ma n slozek (napf. n-dimenzionalni
krychle).

Novéjsi a teoreticky rychlejsi algoritmy jsou napf. metody vnitfniho
bodu.

V soucdasnosti je reseni Ulohy s desetitisici proménnych a statisici
omezujicich podminek zalezitosti vtefin na bézném stolnim
pocitadi.

Metody vnitfniho bodu jsou navic pouZitelné na mnohem Sirsi t¥idy
tloh, kdy jak omezujici podminky tak Gc¢elova funkce nejsou
linedrni (jsou napf. kvadratické nebo obecnéji konvexni).



