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Obsah dnesni prednasky

@ Co je to geometrické modelovani?

@ Polynomialni kfivky v rliznych bazich - Beziérovy kfivky.
@ Cesta od Beziérovych kiivek k NURBS plocham.

@ Neékteré problémy a jejich mozna feSeni.

Motto:
Dimenze 3 je fajn!

Zbyné&k Sir (MU UK) - Objekty geometrického modelovani 17. bfezna 2016



Co je geometrické modelovani?

@ moderni teoreticka geometricka disciplina
@ studuje objekty a reprezentace vhodné pro geometrické aplikace

Robotika a kinematika FEM, numerické simulace

N

CAD systémy | Geometrické modelovani |- CAM systémy

RN

PocitaCova grafika, animace  Umélé vidéni, zprac. obrazu
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Teoretické a metodologické souvislosti

Vzajemné ovliviiovani:

Vypodetni geometrie Teorie aproximace
Diferencialni geometrie «—| GM —— Algebraicka geometrie
Numericka matematika Symbolické pocitani
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Spravné pochopeni geometrie je zasadni

Obrabéni rotoru turbodmychadla:

@ pouze rozvinutelné plochy je mozno obrabét valcovou frézou,
jinak nutné dochazi k podfezu

N

@ chyby jsou €asto marné odstrafiovany pokusy o vysSi kvalitu a
presnost frézovani

@ navrh spravného nastroje je obtizny geometricky problém
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Dva hlavni typy geometrickych reprezentaci v GM

@ diskrétni ¢i po ¢astech linearni objekty, mnohostény, mra¢na bodtl

@ predevsim v pocitaCové grafice,
animacich, FEM ...

@ paradigmatem je trojuhelnikovy mesh

@ metody vypocetni geometrie, diskrétni
matematiky, diskrétni diferencialni
geometrie ...

@ vyuZziva se zejména v CAD, CAM,
robotice ...

@ paradigmatem je po ¢astech
polynomialni €i racionalni parametrizace

@ uziva metod diferencialni a algebraické
geometrie, teorie aproximace ...
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R4j racionalnich parametrizaci

@ Bézierovy kfivky maji mnoho dobrych viastnosti (vysoka stabilita,
intuitivni ovladani tvaru, efektivni vykresleni, vypocet polohy,
omezeni konvexnim obalem, omezena variace)

@ racionalni po ¢astech = NURBS (non-uniform rational B-splines)
@ v CAD, CAM systémech jsou reprezentovany velmi efektivné
@ neracionalni reprezentace tradi€né podporovany nejsou
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Co je to krivka?

@ Necht'| = («, 8) je otevieny interval v R. Parametrizovana kfivka v
RR3 je dostate¢né hladké zobrazeni (na | existuji spojité derivace,
které potfebujeme) ¢ : | — RS,
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kfivek (parametrizaci).
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Co je to kfivka?

@ Necht'| = («, 8) je otevieny interval v R. Parametrizovana kfivka v
RR3 je dostate¢né hladké zobrazeni (na | existuji spojité derivace,
které potfebujeme) ¢ : | — RS,

@ Obraz parametrizované kfivky je stejny pro nekonecné mnoho
kfivek (parametrizaci).

@ Budeme studovat zejména vlastnosti nezavislé na parametrizaci.

@ Kfivka je regularni, pokud Vt € | : ¢/(t) # (0,0,0).

@ Vektor ¢/(t) € R® se nazyva te¢ny vektor k parametrizované kfivce
c v bodé c(t).

@ Délku kfivky vypocitame jako ff |c’(t)|dt a nez&visi na
parametrizace.
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Reparametrizace

@ c(t) : | — R3 parametrizovana kfivka a ¢ : J — | hladné zobrazeni
intervalll, pak €(s) = €(x(s)) pro s € J je reparametrizace kfivky c.

Zbyné&k Sir (MU UK) - Objekty geometrického modelovani 17. bfezna 2016 9/24



Reparametrizace
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intervalll, pak €(s) = €(x(s)) pro s € J je reparametrizace kfivky c.

@ Zvolme ty € | a poloZzme s(t) ft |c’(u)|du
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Reparametrizace

@ c(t) : | — R3 parametrizovana kfivka a ¢ : J — | hladné zobrazeni
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ds
@ Kfivka je parametrizovana obloukem, pokud |c/(t)| = 1.
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Reparametrizace

@ c(t) : | — R3 parametrizovana kfivka a ¢ : J — | hladné zobrazeni
intervalll, pak ¢(s) = (¢ (s)) pros € J je reparametrizace kfivky c.

@ Zvolme ty € | a poloZzme s(t ft |c’(u)|du
o inverzn’l funkci k s(t) oznacime t(s), oznacime €(s) = c(t(s)),
=1

ds
@ Kfivka je parametrizovana obloukem, pokud |c/(t)| = 1.

@ Plati, Ze kaZzdou regularni kfivku je moZno parametrizovat
obloukem.
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Reparametrizace

@ c(t) : | — R3 parametrizovana kfivka a ¢ : J — | hladné zobrazeni
intervalll, pak ¢(s) = (¢ (s)) pros € J je reparametrizace kfivky c.

@ Zvolme ty € | a poloZzme s(t ft |c’(u)|du
o inverzn’l funkci k s(t) oznacime t(s), oznacime €(s) = c(t(s)),
=1

ds
@ Kfivka je parametrizovana obloukem, pokud |c/(t)| = 1.

@ Plati, Ze kaZzdou regularni kfivku je moZno parametrizovat
obloukem.

@ Pokud je c(s) parametrizace obloukem, pak kazda jina
parametrizace obloukem § se ziska z jako

S=4s+c,

kde c je vhodn& konstanta
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Jak parametrizovat kruznici (oblouk)?

KruZnice x? 4+ y? = 1 se parametrizuje jako a = cosa, b = sina.
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KruZnice x? 4+ y? = 1 se parametrizuje jako a = cosa, b = sina.
Ale Ize i racionalné stereografickou projekci.
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1-—1t2 2t

X i y i det =tan(«/2)
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Jak parametrizovat kruznici (oblouk)?

KruZnice x? 4+ y? = 1 se parametrizuje jako a = cosa, b = sina.
Ale Ize i racionalné stereografickou projekci.
1-—1t2 2t

X i y i det =tan(«/2)

4

; 1-> 2t
[cosa,sina) = [W’ H—iﬂ}

[0,1]

|

Zbyné&k Sir (MU UK) - Objekty geometrického modelovani 17. bfezna 2016



Polynomialni rovinné kfivky

@ Rovinna polynomialni kfivka je zobrazeni z omezeného intervalu
c: 1 — R2tvaru c(t) = [px(t), py(t)], kde px, py jsou polynomy v t.
@ Stuperi c(t) definujeme jako maximum stupiidi py, py.
@ Kfivky stupné 0 jsou body, stupné 1 GseCky a stupné 2 ¢asti
parabol.
@ Krivky stupné 3 jsou pro aplikace nejdilezit&jsi:
@ Mohou mit inflexe.

@ Mohou to byt pravé 3d kfivky s nenulovou torzi(pfi zobrazeni do R3).
@ Mohou fesit tzv. Hermitovskou C? interpolaci.
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Reparametrizace polynomalnich kfivek.

UvaZujme kFivku
[1+3s —3s? +3s% 1 — 652+ 6t

na intervalu s € [—1, 2] a reparametrizujme ji na standartni interval
J = [0,1]. Co zUstane stejné, co se zmeéni?

Dostavame

[—8 + 54t — 108t2 4 81t3, —11 + 90t — 216t2 + 162t°]

prot € [0,1].
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Baze kubickych polynomdi

@ Monomialni baze M = (1,t,t2,t3), v té je vlastné kivka
[-8 4 54t — 108t2 + 81t3, —11 + 90t — 216t? + 162t3] vyjadiena.
@ MlZeme ovSem upravit jako
[-8, —11] + [54,90]t + [108, —216]t? + [81, 162]t5.
@ Jakou jinou bazi mizeme zvolit, aby se néco zjednodusilo nebo
zlepsilo?
@ Bernsteinova baze (vitéz historického boje), Fergusonova
interepolacni baze.
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Hermiteovska interpolace

Jedna z moznych zakladnich konstrukénich Uloh je sestroijit kfivku,
ktera inerpoluje hranicni data

¢(0),¢(0), {c"(0)} J c(2),¢'(1),{c"(1)}

Dostatec¢na ke konverzi obecné zadanych kfivek.

2

1

O ) \1\/ 2 K/f
=1
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Fergusonova kubika

@ Resime Hermitovskou interpolaci, mame pfedepsano c(0) = Py,
c(1) = P4, ¢’(0) = Vg, ¢/(1) = V3.

@ Jak vypada hledani kubické c(t) v riznych bazich?

@ Existuje takova baze F = (fo(t), f1(t), f2(t), f3(t)), ve které bude

mit problém jako feSeni

C(t) = Pofo(t) + Plfl(t) + Vlfz(t) + V2f3(t)7

@ ANO: (viz dal3i slajd)

@ Pozor na reparametrizaci! Je vhodné upravit délku vektord Vg a
V, tak, aby byla pfiblizné rovna ||P1 — Po||.
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Fergusonova baze

fo(t) = 1-—3t2+2t3 (1)
fi(t) = 3t2—2t3 (2)
f(t) = t—2t2 413 (3)
fa(t) = —t2+1t3 (4)
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Bézierova kfivka - ideal geometrického modelovani

V3e je zaloZeno na Bernsteinové bazi polynom{ stupné nejvyse n
Bn = (Bg(t)v B:T(t)7 T Bﬂ(t)) ’

kde BI'(t) = ()t'(1 — t)("). Kfivku potom parametrizujeme jako

kde P; € RN jsou kontrolni body.

http://cagd- appl ets. webar chi v. ki t. edu/ nocca/ ht M / nopl ugi n/i nhal t. ht m
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Vyhody Bernsteinovy baze

@ Nezapornost, symetrie a rozlozni extrémi poskytuji idealni
modelarsky zaklad.

@ Rozklad jednotky poskytuje convex hall a variation diminishing
vlastnosti.

@ Algebraické vlastnosti Baze poskytuji jednoduché algoritmy De
Casteljau, degree elevation a pro derivovani.

@ Nejstabiln&jSi baze na intervalu [0, 1].
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Cesta k NURBS plocham

Non Uniform Rational B-Splines
@ Chceme lokalni kontrolu, potfebujeme splajny (spline).

@ Potfebujeme neuniformni definiéni oblast kvdli réizné velkym
detaillim.

@ Potfebujeme racionalni funkce kvili kruZnicim (vede na projektivni
geometrii).

@ Potfebujeme funkce vice (dvou) proménnych kvali plocham.
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Vyhnani z raje

Rada vlastnosti a konstrukci pro polynomialni &i racionalni kfivky neni
racionalni:
@ vyjadreni délky kfivky c(t), ale i normaly, kfivosti, torze

s<t>=/t:|\c'<r)\|dr=/t:mdr
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Vyhnani z raje

Rada vlastnosti a konstrukci pro polynomialni &i racionalni kfivky neni
racionalni:
@ vyjadreni délky kfivky c(t), ale i normaly, kfivosti, torze

s<t>=/t:|\c'(r)\|df=/t:mdf

@ offset (paralelni kfivka, plocha) ve vzdalenosti d:

Pu X Pv

04 = € + dn, kde napf. pro plochyn = ————
[IPu x P
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Vyhnani z raje
Rada vlastnosti a konstrukci pro polynomialni &i racionalni kfivky neni

racionalni:
@ vyjadreni délky kfivky c(t), ale i normaly, kfivosti, torze

s<t>=/t:|\c'(r)\|df=/t:mdr

@ offset (paralelni kfivka, plocha) ve vzdalenosti d:
Pu X Pv

04 = € + dn, kde napf. pro plochyn = ————
[IPu x P

==

A
(1

@ offsety jsou kliCové v aplikacich = tento problém je zasadni

Zbyné&k Sir (MU UK) - Objekty geometrického modelovani 17. bfezna 2016



Ztrata racionality - repér podél kfivky

@ pro prostorovou racionalni kfivku neexistuje racionalni repér

N
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Ztrata racionality - repér podél kfivky

@ pro prostorovou racionalni kiivku neexistuje racionalni repér

@ konvoluce (hranice Minkowskiho souctu), neni obecné racionalni

OAx0B ={a+b:acdADbeciB,nyg=n}

@ ( j

&)
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Ztrata racionality - repér podél kfivky

@ pro prostorovou racionalni kiivku neexistuje racionalni repér

@ konvoluce (hranice Minkowskiho souctu), neni obecné racionalni

OAx0B ={a+b:acdADbeciB,nyg=n}

@ ( j

&)

@ konvoluce s kruZnici je offset
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Kfivky s Pythagorejskym hodografem

@ Bézierova kfivka se nazava s Pythagorean Hodograph, jestlize
délka jejiho tecného vektoru (rychlost) zavisi polynomialné na
parametru. To znamen4, Ze existuje polynom o(t) tak, ze

X'(t) +y'(1)? = o*(1). (5)

@ Véta (Kubota 1972): Polynomy x’,y’, o splfiuji (5) prave tehdy,
kdyz existuji polynomy u,v,w takové, ze

xX'=wu2-v?), y =wu), o=wu?+v?).

@ Interpolace bude nelinearni problém.
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Vyhodné uziti komplexnich Cisel

Rovinna kfivka

p(t) =x(t) +y(b)i
, pro kterou plati gcd(x’,y’")=1 je PH pravé tehdy, kdyz existuje
komplexni polynom (nazyvany preimage)

z(t) = u(t) + v(t)i
takovy, ze

p'(t) = 22(t).

Délka teéného vektoru je pak rovna ||z(t)]|2.
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C! interpolace s PH kfivkami stupné 5

4 2
p(t) = hiB(t), z(t)=) zB(), telo,1]
i=0 i=0

Interpolacni podminky jsou
18
ho=to, hs=t5, and ¢ ;hi = (P1 — Po)

a s uzitim p’(t) = z?(t) dostavame 3 kvadratické rovnice

z5=to, Z5=ty,
(320 + 4z, + 322)2 = 120(p1 - po) — 15(t1 + to) + 10zpz,.

Obecné dostaneme Ctyfi rlizné interpolanty p(t).
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