Stabilni parovani
Uvod

Asi negastji se ve s¥té k pridélu surovin pouziva systém cen, ale catppdech, kdy
nelze pouzit pefz k ziskani toho, co chceme? Konkegtragiklad sparovani nemogimich
stazisti s nemocnicemii nemocnénimi odctlenimi, gridéleni spravnych orgdnpacientim,
prijimani student univerzitami a tak dale. (V praxi i ¥ahto gipadech Ize pouzit penize, nicrién
by to bylo nemoralnéi dokonce nezékonné.)

[4] Definice 1:Necl* M ={m_,...m}a Z ={z ,...,z}jsou mnoziny. Parovanim nazveme takové
zobrazenji: MU Z -> MU Z, pro které plati: p{jz= m prav tehdy, kdyz z u(rq), a pro kazdé m
a z buf'to u(z) nalezi M nebo p(z) = z a symetricky u(raledi Z nebo p(m) =m.

Coz znamena, Zgenoveé jedné strany jsodifazenic¢lenim strany druhé nebo sami sad
kdyz m je pitazeno z, tak z jefffazeno m.

Parovani Ize rozdit na jednostranné a oboustranné, co to znamepagsano nize,
matematicka z¥ni aieSeni problému i sfiklady jsou zvlag uvedena pro jednostranné a
oboustranné parovani, na Zaje uvedeno, jak tyto algoritmy @ily swt o trochu lepSim &m si
myslim, Ze by mohly dale pomoci.

Oboustranné parovanije takové parovani, kddenové jedné strany, néglad pracuijici,
musi byt pifazeni kélenim druhé strany, ndjklad zangstnavateim, a gitom ol strany maji jisté
preference toho, v jakém péaru byahbyt.

Jednostranné parovanije pouzito ve chvili, kdy se pouze jedna stranavak podili na
vytvoreni finalniho pirazeni, kupikladu gidélovani pokofi na koleji studeritm. Vyznamnym
piikladem jednostranného parovani je ¥a ledvin.

Oboustranné parovani:

Existuje vicero zfisohi, kterymi Ize oboustranné parovéasit, jeden z nejzakladj$ich
modefi je takzvany model svated, kde kazdaiiidad firma hleda pouze jednohmmestnance.
Platy, které firmy nabizeji zarstan&im, mohou byt zahrnuty v preferencich Zamand.

Touto problematikou se zabyvali matematici a ekomeérDavid Gale a Lloyd Shapley, v
roce 1962 uviejnili "deferred acceptance algorithndgsky by se to dalorplozit jako algoritmus
odlozenych fjeti. Algoritmu se také ¢kdy fika Gale-Shapley algorithm. Tento algoritmus je
popsan a vyuzit vikkazu \&ty 1.

V matematickém zimi problému jsou bez Ujmy na obecnosti firmy reprgavany muzi a
zamgstnanci reprezentovany Zenami.

[4] Matematické z&ni problému:

M¢jme dw odctlené mnoziny: muzi = {mpm,,....m} a zeny = {z,z ,...,zp}, kde kazdy ma striktni
uspdadani preferenci (def. 2 (iig)end strany druhé. Ma-li nafklad m na prvnim migtz a na
druhém mist z,, pak tento fakt Ize vyj&dt zapisem z> z, a tak dale, az do doby, kdy by &id
zistal sam, tento fakt vyjéine tak, ze jeiprazen sam sa@btady P() = (Z,Z,,...,m).



[4]Definice 2:

(i) Rekneme, Ze parovani je rfggtelné, jestlizeslen k libovolné strany by ragi zastal sam, nez
aby byl ffifazenclenuj, tedy k > j.

(i) Rekneme, Zz& ma striktni preference, jestlize neni Ihostejnyzinjekymykoli dwma
prijatelnymi¢leny a neni mu jedno, jestli bude sparovéanesparovan.

(iii) Parovani pu je blokovandlenem Kk, jestlize k by byl r&f sam, nez aby bylirazen pu(k), tedy
k> (k).

(iv) Parovéani u je blokovano parefkena (m,z), jestlize se preferuji navzgjem misto patinkteré
jim p pridelilo, tedy z> p(m) a m >p(2).

(v) Parovani je stabilni, jestlize neni blokovaadrtym jedincem nebo parem.

Reseni:

[2] Véta 1. (Gale-Shapley, 1962):

Vzdy existuje stabilni parovani.

[2] Dukaz: Wta je disledkem toho, Ze algoritmus odloZenydhepi vZzdy najde stabilni parovani.

Popis algoritmu odloZenycHigeti, panska volenka:
Krok 0: Jestlize &které preference nejsou striktni, svévolispgdadejme lhostejnéleny.
Krok 1: A) Kazdy muz tini nabidku Ze& ktera je pro & nejpreferovagsi volbou.

B) Kazda Zena odmitne rigatelné navrhy a zifjatelnych podrzi (je dlezité, Ze nabidky
nejsou pijimany ihned, ale pouze podrzeny) ten nejprefendjéa
Krok k: A) Kazdy muz, ktery byl odmitnut v k-1 krokwini nabidku své nejpreferovgai Zerg,
kterou doposud nepozadal.

B) Kazd& Zena podrzi nejprefero¥gin nabidku z nabidek, které obdrzela v k-tém cyklu
Z té, kterou pravdrzi a zbytek odmitne.
Konec: Z&dné navrhy jiZz nejsainény, poté jsou nabidkyigaty a nAmluvy jsou u konce.

[2] Konetnost: Algoritmus je fejmé kone&ny, nebd kazdy muz pozada kazdou Zenu maxiréaln
jednou. V pipact, Ze M = Z to znamena, Ze kazdy muz bude sparovdjalsou Zenou a kazda
Zena bude sparovana&akym muzem. V fipadt, kdy M < Z procedura kaii ve chvili, kdy
vSechny Zeny byly pozadany atigad M > Z, kdy je kazdy muz hlls réjakou Zenou (ve smyslu,
Ze ta Zena drzi jeho nabidku), nebo byl vSemi pyiijatelnymi Zenami odmitnut.

[2] Pro¢ algoritmus odloZenychiipeti vZdy najde stabilni pary?

UvaZzujme, Ze panska volenka jiz p¢bla, nechi jeden par sestava z Adama a Alice a jiny par je
tvoren Zdéikem a Zuzanowkekréme, Zze Zdetk by byl radji s Alici nez se Zuzanou e tedy
za Alici aiekne: "Alice b’ se mnou.", jenZe Alice ho odmitne, to vime praty piibéhu
algoritmu musel Zdeik Alici pozadat a zarovemusel byt nasledowodmitnut, protoze Alice
dava pednost Adamoviied Zdeikem. Péary utviené timto algoritmem jsou tedy stabilni.

[1] Priklad 1: M¢jme ¢tyti mediky : 1, 2, 3 a 4 étyii I€ékarska oddleni: Chirurgii (C),
Dermatologii (D), Gastroenterologii (G) a PediatR). Kazdy medik ma uspadani preferenci
jednotlivych lek&skych oddleni, a to nasledown(lze reprezentovat i maticéyu

1:C>G>D>P

2: C>D>G>P
3: C>G>P>D



4: D>P>G>C
Lékarska oddleni maji rovez své usptadani preferenci:

C: 4>3>2>1
G: 4>1>3>2
D: 1>2>4>3
P: 2>1>4>3

Jak stabilg pridélit mediky jednotlivym oddlenim?

Reseni: V prvnim kole nabidne chirurgické a gastroentagiaké oddleni staZ studentu 4,
dermatologie studentu 1 a pediatrie studentu 2d42p nabidku od gastroentorologie, jelikoz ji
dava pednost ped chirurgii a nabidku od chirurgie odmitne. V dirhkole chirurgické oddeni
nabidne staz studentu 3, ktery ji s radoSime a algoritmus je u konce. Finalni sestava vgpad
tedy takto: - D,2— P,3— S, 4— G.

[4] Véta 2.

Za predpokladu, Ze vSechny Zeny a vSichni muzi majktsiirpreference, existuje M - optimalni a
Z - optimalni parovani.

M - optimalni znamena, Ze kazdy muz pro sebe dedtanejlepSi moznou Zenu, kterou by mohl
mit ve stabilnim parovani, na Ukor toho, Ze kazsldazdostane toho nejhorsiho partnera, kterého by
mohla mit ve stabilnim parovani. Z - optimalni séirtije op&né.

[3] Dukaz:

Dukaz pro M - optimalni Ppad rozdlime na d¢ ¢asti:
() Kazdy muz dostane nejlepsi stabilni partnerku
(I Kazda Zena dostane nejhorsiho stabilniho paatn

ad (1): Redpokladejme libovolné provedeni algoritmu E, kigdién vyda stabilni parovani u, dale
pro spor pedpokladejme, Ze existuje stabilni parovani u' a mutakovy, Zze m preferuje

w' = p'(m) gfled w = p(m). Potomdhem E w' musela odmitnout m. BUNO jednalo se oiprvn
odmitnuti v E a w' odmitla m, protoZe &atbyt s m' (tedy w' davaednost m' fed m). Potom m’
dava pednost w' ped svoji partnerkou v u' (protoze Zadna Zematim neodmitla stabilniho
partnera) a tedy parovani 4’ je blokovano paremvwin’' Kazdy muz m je tedy v fipazen sve
nejobliberjSi stabilni partnerce w.

(Dukaz je téndi shodny s tlkazem stability pdrve &té 1. , ale je popsan vice matematicky.)

ad(ll): Predpokladejme opak. Bup,  M-optimalni stabilni parovani agdpokladejme, Ze existuje
stabilni parovnani u' a zena w takova, ze w pregens (w) pred m' = p'(w). Potom ale (m, w)
blokuje parovani p', ledaze by m preferoval p'(redpw=y, (m), coz je ve sporu s faktem, Zze m
nema zadnaho stabilniho partnera lepsiho nez v p

[1] Priklad 2: UvaZujme situaci z prvnihdigladu, nyni si ale medici vybiraji o&dléni. V prvnim
kole studenti 1, 2 a Xini nabidku C, student £ini nabidku D. JelikoZ S preferuje studenta 3, tak
podrzi jeho nabidku a odmitne 1 a 2. V druhém kakini nabidku G a 2dini nabidku D. Jelikoz

D dava pednost 2 fed 4, tak 4 odmitne. Véetim kole 4 dini nabidku P. Nyni jsou vSichni
piitazeni a studenti mohou bytijati, konené séazeni je: 1> G,2— D,3— S, 4— P.



Jako zajimavost bych jé&tad uvedl, Ze neexistuje zadny stabirdrovaci mechanismus, ve
kterem by pro vSechny bylo vyhodné ugtisivé pravdivé preference (i kdyz pro uvedeni
spravnych nepravdivych preferenci musi mit kéispozici informace o preferencich jeho kdieg
A Ze v M - optimélnim parovani (na zaktagvedenych preferenci) je pro vSechny muze vyhodné
uvest sveé skutmeé preference.

Jednostranné parovani

Jeden ze zakladnich modgédnostranného parovani byegstaven ekonomy Herbertem
Scarfem a Lloydem Shapleyem, roku 1974 v jefiémku “On cores and indivisibility* uvedli
takzvany “top trading cycle (TTC)&esky by se to dalorplozZit jako nejlepsSi vyrnny cyklus
(pripadre kruznice, protoze cyklus v ndzvu se vyznagsiwoduje s kruznici v teorii grgf

[1] Definice 3:Bud’ N = {1,2,...,n} mnozina n jednotlivg nagiklad obchodnik. Skupinu
jednotlival, kteri spolu spolupracuji nazveme koalici. Speciaffpauly koalic jsou velka koalice,
ktera je tvdena néleny a “jedingkovska" koalice, kterd je t¥ena pouze jedniglenem.

[8] Definice 4:Jadrem nazveme mnozinu vSech proveditelnydtazeni takovych, ze zadna
koalice si nerize filepsit.

[1] Model: M¢jme n obchodnik, kazdy z nich viastni jednu nerafitelnou surovinu, ktera je
nazvana domem a kazdy z nich méa své striktni preéer ohledéidomi ostatnich obchodniik
zarovei kady obchodnik ma uzitek pouze pro jedémd

[5] Matematicky: Bd’ A= {a ,a,,...,a} mnozina obchodnika D = {d,d,,...,d} mnozina dont, kde

obchodnik avlastni dim d. Striktni preference jednotlivych obchodhi&jsou reprezentovany
uspdadanim >. Pritazeni u: A— D je funkce, kterdika, kdo dostane co, g dim, ktery
obchodnik adostane v fitazeni [.

Pridélenim p se tedy mysli vhodné sparovani d@mwbchodnik takove, Ze kazdy
obchodnik dostane pr&yeden dim, navic vyndny nemusi byt pouze dvoustrannékipym
piikladem je film Kulovy blesk). #fazeni [ je v jadru, jestlize Zzadna koalice obchiadsi neniize
prilepSit vymenénim jejich vliastnich byt TTC Ize pouzit, abychom naSkifazeni, které je v jadru
v libovolném trhu s domy.

[4] Popis TTC:

Krok 1: Kazdy obchodnik ukdze na vlastnika domerkby nejradji vlastnil, jelikoz je p@et
obchodnik koneny, vytvai se takto alespojedna kruznice (kruznici zde rozumime posloupnost
obchodnik, kde kazdy obchodnik oi{1,2,...,n-1}, ukazuje na ga o ukazuje na 9. V téchto

kruznicich provedeme chié vyneny a TTC pokrauje se zbylymi obchodniky.

Krok k: Kazdy zbyly obchodnik ukaze na vlastnikandop ktery by nejragi vlastnil, opst se takto
utvori kruZnice a ogt se provednou vyimy a algoritmus poktalje se zbylymi obchodniky.
Algoritmus korti, az kazdy obchodnik dostanénal

[7] Véta 3 (Shapley-Scarf 1974):
Existuje jadrové pirazeni pro libovolny trh s nemovitostmi (domy).

[7] Diikaz: Neclt u je vysledné fitazeni z TTC, fedpokladejme, Ze existuje koalice B, ktera se
odchyluje tim, Ze uziva jin&ipazeniv. Uvazujme podmnozinu obchodiilk B, kteri striktné
preferuji jejich pirazeniv pred u a neaha je obchodnik, ktery je v této podmnazprvni. Potom



viN s

(napiklad v cyklu C). Pak b ziskaidn od b€ BN C_oboji vviy, ... B €BN C_ziskav(a) pfi v
i u. CoZ je spor.

[4] Priklad 3: Uvazujmectyii obchodniky 1,2,3 a 4&yti domy A,B,C a D, preference
obchodnik jsou reprezentovany matici na obrazku nize, @af@jobrazku aplikovan algoritmus

pro paateni piitazeni DCBA a ABCD, prvniiffazeni kodi ptitazenim ACBD, zatimco druhé
ABCD, z toho jde vidt, Zze zalezi na gateinim stavu.

UZiti jednostranného a oboustranného parovani v pra

[1] Asi nejvyrazrgjSim prikladem pérovani je vyéma ledvin, v praxi funguje tak
(opomineme-li Uplatky, obchod s organy a tak d&e)pacient, ktery pf#buje novou ledvinu, je v
paru stlovékem, ktery je ochoten mu ledvinu darovat, ale tg@oma napklad odliSné krevni
skupiny. V této situaci Ize implementovat obdoftCTalgoritmu s vyznamnymn rozdilem v tom,
Ze rekteré pacienty jeféba dat ngekaci listinu v nagji, Ze se v budoucnu vyskytne vhodna
ledvina. Doktor uti, jaka ledvina je pro pacienta vhodna afpac, Ze se utvid cyklus, vynény
jsou podle toho provedeny.

[6] Dalsi uzit&éné aplikace mohou byt v trhu s kvalifikovanou praeko napiklad jiz
zminéné lékdskeé praxe a nebdipazovanicerstw vystudovanych &iteli do statnich Skol ve
Francii od roku 1999 tréninkovy program pro absolventy |gkkych Skol ve Skotsku roea od
roku 1999. Porérné zajimavy mi pijde prakticky motivovanyifjpad, kdy manzelsky par ndklad
|ékat hleda praci ve stejné lokaci, je dokazano, Zzematemusi vzdy existovat stabilni parovani.

Co se tye skuténého parovani muiza Zen, troufdm si nepochybovat o tom, Zeterée
seznamovaci agentury mohou pouzivat obdobu algodisioZzenych fjeti. Také si ale myslim, Zze
je treba brat v potaz, Ze v teorii her s21& ieSi pouze logické ulohy a docela se zanedbava
dilema.

Toto téma jsem si vybral jednak promkdyZ jsme se tento algoritmu&luna
programovani, tak seftdina spoluzak pomeérné bavila, i kdyz to do velké miry bylo zasluhou pana
doktora Pergla a jeho barvitého popisu aplikacerélgu v tanénich. Navic byla za toto téma roku
2012 udlena Nobelova cena v oblasti ekonomie a to Lloyd8i&pleymu a Alvinu E. Rothovi.

Rovrgz mi pijde velmi zajimavé, Ze ifps to, Zze se jedna o peme jednoduchou myslenku
na pochopeni (nevim, jak obtizné je vymyskatoanového), ma mnoho vyuziti &t uz pomohla
i zachranit zivoty.



Pozn.: Jednotlivé zdroje se vazi k odstemcpripadre k dikazim.
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