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1 Uvod

S papirem se poji znamé japonské umeéni, origami. Mistfi origami dokazi z archu papiru
pouhym ohybanim a skladanim vytvorit plastickd zvirata, kvétiny a mnohé jiné motivy.

Origami si oblibili také matematici. Na skladani origami se lze totiz divat jako na geome-
tricky problém a s nastupem pocitaci byly vyvinuty algoritmy a techniky na navrhy novych
modelt.

Se sklddanim papiru souvisi i tato otazka: Jaké tvary mizeme ziskat jednim rovnym stfi-
hem? Napriklad tfemi jednoduchymi ohyby papiru a jednim stfihem mutzZeme ziskat péticipou
hvézdu, coz je tdajné divod toho, Ze na americké vlajce jsou pravé hvézdy péticipé [1]. Tento
problém je znam pod nézvem Fold and Cut, tedy Sloz a Strihni. Matematici zjistili, ze lze
ziskat jakykoli utvar, ktery na papir nakreslime pouzitim rovnych ¢ar [2] V této praci bych
se chtéla vénovat tomu, jak lze dané poskladani nalézt.

Obrézek 1: Origami model koné. Autor: Robert J. Lang

2 Formulace problému

Papir ma tvar dvourozmérného mnohotithelniku, u néhoz je dilezité, ze mizeme rozlisit horni a
dolni stranu. Prekladanim vytvarime na papiru ohyby ve tvaru tsecek. Pokud hotovy papirovy
model rozlozime, zlistanou ohyby viditelné a tvori na papiie vzor. Na jeho popis si vypijcime
pojmy z teorie grafii. Jednotlivé ohyby vzoru tvoii hrany, které se stykaji ve wrcholech. Z
matematického hlediska se tedy jednd o rovinngy graf. Oblasti papiru ohrani¢ené hranami
nebo okrajem papiru budeme nazyvat sténamsi grafu.



Obrazek 2: Origami model cikddy a vzor ohybt modelu s rozliSenim hor a idoli. Autor: Robert
J. Lang

Kazdy ohyb je bud ve tvaru hory, nebo tidoli. Ohyb hory vznikne, pokud se dotykaji dolni
strany papiru, v opa¢ném piipadé se jednd o ohyb udoli. Horu a tdoli budeme na obrazcich
rozliSovat barvou a druhem car.

V tvodu bylo feceno, zZe sklddanim a stfihem lze ziskat kazdy obrazec nakresleny rovnymi
c¢arami. Pro nakresleny obrazec je tedy nasim cilem najit takovy vzor ohyb, aby podle néj slo
papir posklddat do plochy tak, Ze k sobé vSechny hrany obrazce ptiléhaji (a nic vic). Jednim
stfihem tedy pfestfihneme vSechny hrany najednou (a nic jiného) a po rozloZeni tusttizku
ziskdme nas utvar. Zaroven také ziskdme antitatvar, tedy papir s dirou ve tvaru obrazce.

3 Jednoduché priklady a kostra obrazce

Jakym zptsobem bychom vystrihli jednim stfihem ze ¢tverce papiru Cerveny obrazec z ob-
razku 3 7

Obrézek 3: Jak vystfihnout Cerveny Obréazek 4: Vyznaceny ohyb nutny k
obrazec? vystrihnuti.

Tyto a néasledujici obrazky byly vytvofeny pomoci programu Geogebra.

Jednoduse ptilozime hrany a a b na sebe. Tedy papir ptelozime podél osy thlu vzniklého
prodlouzenim téchto stran, jak lze vidét na obrazku 4.

Na podobné myslence je zaloZeno hledéani kostry obrazce, anglicky straight skeleton [2][1].
Kostru ziskame, kdyz budeme obrazec smrskivat a natahovat a zaznamendavat trasu, kterou
opisi vrcholy obrazce. Celé oblasti obrazce mohou pfi smrskavani a natahovani zanikat, jak
jde vidét na pfipadu obdélniku (obrazek 5) nebo se rozdélit na vic dild, jak jde vidét na
ptikladu stromku (obréazek 6).



Obrazek 5: Barevné vyznacena kostra Obrazek 6: Smrskavani stromu a jeho
obdélniku, cel4 oblast zanikla kostra, oblasti se rozdélily.

Na obrazku ¢islo 7 je zobrazena kostra pravidelné péticipé hvézdy. V pripadé hvézdy
odpovidé kostra vSem ohybtim, které je potieba provést k vyfeseni problému. Zbyvéa rozlisit
ohyby hor a udoli. To je ovSem snadné, zalezi pouze na tom, jestli je thel obrazce, ktery hrana
kostry protina, ostry, nebo tupy. ! Kostra mé také péknou vlastnost, ze kazdé jeji sténé nalezi
jedna hrana obrazce, tedy jedna z hran, pres kterou chceme provést sttih.
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Obréazek 8: Vzor ohybi hvézdy s ba-
Obrazek 7: Kostra péticipé hvézdy. revné odliSenymi ohyby hor a tudoli.

K feSeni naseho problémem se nam bude hodit odpovéd na jinou otdzku matematického
origami: Lze papir s urc¢itym vzorem ohybt hor a tdoli slozit za pouziti vSech ohybii do plochy,
podobné jako bychom chtéli slozit mapu?

!Nage kostra je sice rovinny graf, ale nemé nic spoleéného s klasickym pojmem kostra teorie graf



4 Jde to poskladat?

tomto piipadé napovida, ze mame provést tii ohyby podél os hlt trojuhelnika a zakoncit je

Jak bychom postupovali, kdybychom chtéli jednim stfihem ziskat trojihelnik? Kostra nam v

v tézisti (obrazek 9). To nam ale nebude stacit, takto slozeny papir neni plochy.

4
Obrazek 10: Trojihelnik s kostrou a

kolmicemi.

Obrazek 9: Kostra trojihelnika.
Ohybani podél hran kostry obecné zaruci, ze k sobé budou pfiléhat sousedni hrany obrazce,

ale nezajisti ndm, ze ptijde papir poskladat do plochy.

Obrazek 11: Ohyby kolem jednoho vr-
cholu je mozné popsat posloupnosti

ahla.
K tomu potifebujeme Kawasakiho vétu, kterd se tyka skladani kolem jediného vrcholu.
Pro takovy vzor ohybi, kde vSechny hrany vychézi z jednoho vrcholu, plati, Ze ho lze popsat
posloupnosti thli mezi jednotlivymi hranami (obrazek 11).

Kawasakiho véta: Méjme vzor ohybu vychazejicich z jednoho vrcholu a odpovidajici
posloupnost n thla ©4,...0,. Tento vzor lze lokalné poskladat do plochy pravé tehdy, kdyz
n jesudé aplati ©1 +0O3+ ...+ 0,1 =09 + ... + ©, = 180°.

U trojuhelnika podminku pro posklddani z Kawasakiho véty splnime, kdyz z jeho tézisteé,

spustime kolmici na kazdou stranu trojihelnika. Ted uz lze ohybanim podél hran kostry a



kolmic papir posklddat do plochy a ziskat trojuhelnik jednim stiihem (obrazek 10).

Spousténi kolmic zajisti vzdy nejen lokalni posklddani vrcholu do plochy, ale i celého
obrazce [3]. Provedeme to takto. Z kazdého vrcholu kostry se pokusime do kazdé ptilehlé
stény spustit kolmici na tu hranu obrazce, ktera této sténé nalezi. Kolmice mtizou bud obrazec
opustit (jako v pfipadé trojuhelnika), ukonéit cestu v jiném vrcholu kostry, nebo narazit na
dalsi hranu kostry. V takovém ptipadé se kolmice pfes tuto hranu zrcadlové zobrazi a pokracuje
dal. Vse dava smysl, kdyz si predstavime, jak se papir v misté hrany, do které kolmice narazila,
ohyba.
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Obréazek 12: Kostra stromu a kolmice
(Gerchované) s vyznacenymi misty Obrazek 13: Vzor ohybi stromu s roz-
zlomu. liSenim hor a tdoli.

Na obrazku 12 jsou vyznacené kolmice na piikladé stromu. Také jsou na ném vyznacena
mista, v kterych se kolmice musely zrcadlové zlomit.

Hrany kostry a kolmice tvofi (téméf vzdy) vSechny ohyby, které potiebujeme. K dokonéeni
zbyva pouze urcit, jestli ohyby podél kolmic budou hory nebo udoli. Pravidlem je, Ze pokud
se kolmice zrcadli pfes hranu kostry, zmeéni se taky druh jejiho ohybu, takze se hora a tudoli
omylu pti skladani.

Na obrazku 13 je kompletni vzor ohybt obrazku stromu. VSechny ohyby sice nutné nejsou
a lze postupovat i jednoduseji (napiiklad vyuzitim symetrie stromu), ale na druhou stranu
po sloZeni je zapotiebi nejkratsi stiih.

5 Dalsi moZnosti

Pomoci kostry a kolmic nalezneme feseni témér vzdy. Vyjimkou jsou ptipady, kdy se kolmice
spo¢iva v pokryvani obrazce kruhy (Disk-Packing method [2]).

Uz i jednoduchych obrazcti vznikaji ¢asto spletité vzory ohybt, které je komplikované
poskladat.



Problém Fold and Cut méa také zobecnéni do vyssSich dimenzi, kterd zatim zlstavaji ne-
vyfesena [1].
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