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Perronova-Frobeniova véta a hodnoceni (fotbalovych) tymu

1. Uvod

Fotbalova liga skondila a na prvnim misté se umistil tym FC Viktoria Plzen. Ale néktefi lidé si mysli, ze
Sparta, nebo Jablonec byli lepsi, tak pro¢ mistrovsky titul pfebirala Plzen? V tomto ¢lanku si ukazeme
nékteré pokrocilejsi metody hodnoceni, k tomu vyuzijeme Perronovu-Frobeniovu vétu, vlastni c¢isla a
vlastni vektory nezapornych ireducibilnich matic.

V tomto textu popisované metody hodnoceni maji Sirokou skalu uplatnéni - nemusi se pouzivat
pouze pro fotbalové tymy, ale daji se uplatnit napr. na sestaveni zebficku, ktery tenista byl v historii
nejlepsi, pro porovnavani zubnich past apod.

Na konci prace ukazu konkrétni aplikaci na ¢eskou fotbalovou ligu ro¢nik 2014,/2015.

2. Turnaje

V turnaji s n hraci se systémem kazdy s kazdym odehraje kazdy ucastnik jeden zapas (popi. dva,
pokud se hraje i odveta) proti ostatnim n — 1 hra¢tim. Pro jednoduchost uvazujme turnaj, kde se
nehraje na remizy. Vysledky zapast budeme zapisovat do turnajové matice A = (a;j)nxn nasledovné:
nejprve ucastnikim priradime ¢isla 1,2, ..., n, potom definujeme prvek na misté 4, j v matici A takto:

1 pokud tym 7 porazil tym j
P
“ 0 pokud tym ¢ prohral s tymem j.

Pokud 7 # j, pak je prévé jeden z prvki a;;, nebo aj; nenulovy a a;; = 0. Kdybchom uvazovali zépasy
s remizami, tak by se slozky matice A vhodné upravily - napt. 2 body za vyhru, 1 za remizu a zadny
za, prohru.

Jako nejjednodussi zpiisob hodnoceni tymii se nabizi vytvorit poradi podle poctu vitézstvi. Pocet
vitézstvi tymu ¢ dostaneme jako soucet hodnot i-tého fadku. Vektorem skore s oznacime vektor soucti
radkt - tedy s = A1 *. Potom fekneme, Ze tym i je silnéjsi nez tym j, jestlize s; > s;. Pro jaké turnaje
dava tento zpusob hodnoceni jednoznac¢né reseni?

Necht H,, oznacuje horni trojihelnikovou matici s nulami na hlavni diagonale a samymi jednic-
kami nad hlavni diagonalou. Takovato matice odpovida turnaji, kde -ty tym porazi j-ty, kdykoliv je
i < j. Vektor skére potom vypada takto (n — 1,n — 2,...,1,0)7, kazdy tym m4 unikétni skére a tedy
tento vektor vytvari jednoznac¢né vysledné skoére. Jediné turnajové matice, kde vektor skére unikatné
ohodnocuje tymy, jsou pravé takové, které jsou permutaci matice H,.

Jak vyfesit hodnoceni tymt v turnaji, kde dva a vice tymi maji stejné skore?

3. Relativni sila tymu

Kazdému tymu budeme chtit pfitadit jeho relativni silu na zdkladé odehranych zapast proti ostatnim
tymim. Do sily tymu ¢ budeme brat v iivahu nejen vysledek stfetnuti proti ostatnim tymam, ale i silu
protivniki, se kterym tym ¢ ziskal alepon bod. Nasim cilem nyni je ukazat, ze vektor sil v dostaneme
jako TeSeni rovnice

Av =rv, (1)

kde r je vlastni ¢islo matice A. Tedy, Ze vektor sil je kladnym vlastnim vektorem turnajové matice A.

K tomu budeme potiebovat nékolik pojmai.

Ireducibilni matice Ctvercova matice M se nazyva ireducibilni, pokud je tvaru 1 x 1 nebo pokud
neexistuje zadna permutacni matice’ P takova, ze matice PM PT je v blokové hornim diagonalnim

*Vektor 1 znaéi vektor p¥islusné velikosti slozeny ze samych jednicek, tj. 1=(1,1,...,1)7
fPermutaéni matici nazyvame matici, ktera vznikla z jednotkové matice zaménou sloupcii
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tvaru s dvéma nebo vice ¢tvercovymi bloky, tj.:
B C
T
PMP* #£ < 0 D) , (2)

kde B a D jsou ¢tvercové bloky rozméru alespon 1. Pro lepsi predstavu prikladam jesté jednu ekviva-
lentni definici -nahlizejme na matici M jako na matici sousednosti orientovaného grafu. Potom matice
M je ireducibilni pravé tehdy, kdyz je jeji graf D4 siln€ souvisly™.

Neni-li matice ireducibilni, tak potom je reducibilni.

Predpokladejme nyni, Ze A je n X n turnajovd matice a existuje celé ¢islo k a permutac¢ni matice

P takova, ze
X Y
T _
parr (X 1) @

kde X ma velikost k x k a Z je (n— k) x (n — k) - matice A je tedy reducibilni. Jelikoz A je turnajova
matice, tak jsou i PAPT, X a Z turnajové; Y ma velikost k x (n — k) a skldd4 se ze samych jednicek.
Skére prvnich k tymi (mysleno od shora, viz PAPT) musi byt alespoii n — k, poslednich (n — k) skére
miize byt maximalné n — k — 1. Proto prvnich k tymd méa vétsi skére nez poslednich n —k a tedy kazdy
z prvnich k tymu se celkové umisti 1épe nez zbylych n — &k tym.

Odtud vyplyva, ze pokud chceme ohodnocovat tymy v takovémto turnaji, tak se staci zaméfit na
dvé skupiny tymt odpovidajicim dvéma diagonalnim bloktm v PAPT. Pokud jeden z téchto dvou
blokii neni ireducibilni, tak nalezneme permutacni matici, ktera tento blok pievede na horni blokové
trojahelnikovy tvar, jehoz diagonalni bloky jsou uz ireducibilni '. A tedy k pochopeni jak porovnat
tymy v obecném turnaji, se zuzuje na porozuméni hodnoceni tymi v turnaji s ireducibilni turnajovou
matici.

Spektrdlni polomér Spektralnim polomérem ¢tvercové matice A oznacujeme maximum z absolut-
nich hodnot vlastnich &sel matice A. Casto se spektralni polomér matice A znaci p(A), tj.
p(A) = max{|A| : A je vlastni ¢islo matice A} >0

Pravé nabyté pojmy uplatnime na velmi dtlezitou vétu, kterd ndm umozni pomérné snadny vy-
pocet relativni sily tymi.

Perronova-Frobeniova véta'
Necht A je nezdporné ireducibilni matice fadu n. Potom plati

1. existuje kladné redlné vlastni ¢islo r matice A (zvané Perronovo-Frobeniovo vlastni ¢islo, nebo
také Perroniv kofen) takové, ze pro vSechny ostatni vlastni ¢isla matice A plati

Al <, tj. r je spektralni polomér matice A,

2. algebraicka i geometrickd nasobnost r je jedna,
3. vlastni vektor p¥islusny k r je kladny

4. vlastni vektor v = (vy, ...,v,)7 piislusny r, jeho# (eukleidovska) norma je 1, je uréeny jednozna-
¢né a nazyva se Perronuv vektor,

5. libovolny kladny (resp. zdporny) vlastni vektor matice A je linedrni kombinaci (v tomto pfipadé
tedy nasobkem) Perronova vektoru.

*Orientovany graf D = (V, E) se nazyva silné souvisly, pokud pro kazdou dvojici vrchola ¢,j € V existuje orientovana
cestazidojizjdoi
TKladngm vektorem rozumime vektor, jeho# viechny slozky jsou kladné



Daniel Stumpf Hodnoceni tymu MFF UK 2015

Prozkouméame, jakou roli hraje Perronuv vektor ptfi hodnoceni tymu.
Jelikoz silny tym by mél porazet tymy, které porazi hodné tymu, tak méjme, Ze sila tymu i (zna¢me
z;) bude uréena souctem skdre tymu, které tym i porazil. . Potom tedy

=Y, s (4)

j:i porazil j

kde s; je skore j-tého tymu. Jelikoz i porazi j pravé, kdyz a;; = 1, tak dostavame, Ze sila tymu i se
da vyjadrit takto:

n n n n n
= Y, 8= z;aiﬁj = <%’ Z%‘k) =22 it 5)
j= k=1

j:i porazil j 7=1 k=1 j=1

coZ je presné soucet vech prvkd v i-tém fadku matice A%! Tedy A%1 je vektor, jehoZ i-t4 slozka
odpovidé souctu skére vSech tymii, které ¢ porazil.

Zamysleme se nyni nad tim, jaké vektory hodnoceni jsme jiz uvazovali - nejprve to byl vektor
A1, jehoz slozky jsou prislusné pocty porazenych tymi, coz muzeme brat jako prvni stupen meéfeni
sily tymt, dale potom vektor A%1, jehoz slozky odpovidaji pifslusnym sumam skére porazenjch tymi,
zajistujici druhy stupen méfeni sily tymi. Zda se logické uvazovat vektor A31, jeho slozky odpovidaji
piislusnym sou¢ttim souc¢ttt skére porazenjch tymu. Podobné mtiZzeme uvazovat vektory A*1, A°1,
nebo dokonce A*1, kde k je libovolné kladné celé ¢éislo. S rostoucim k se na slozkach vektoru A*1
vice projevuji vztahy mezi jednotlivymi tymy (vice se projevuje, jaké soupefe porazil soupef, kterého
tym ¢ porazil). Proto, ¢im vétsi k, tim presnéjsi zpusob ohodnoceni tymu. Jelikoz slozky vektoru
AF1 se zvétsuji pomérné rychle a nas zajiméa pouze relativni sila tymit (viéi ostatnim), tak mtzeme
velikost slozek (v poméru) libovolné upravovat, napt. aby vektor A¥1 byl jednotkovy. Jak velké zvolit
k, abychom dostali pfesné vysledky relativni sily tymu? Jak jsme psali vySe - ¢im vétsi, tim presnéjsi
vysledek bude. Nyni ukazeme, jak spocitat hledany vektor sily v pro k& — oc.

Méjme ireducibilni turnajovou matici A. Potom posloupnost vektora

A1l A% AF1

T e Ay PeN (6)

konverguje k Perronové vektoru v matice A, nebot posloupnost (6) pfesné odpovida mocninné metodé,
kterad slouzi k nalezeni vlastniho vektoru pfislusného vlastnimu ¢islu s nejvétsi absolutni hodnotou -
a jelikoz jsou splnény predpoklady Perronovy véty, tak posloupnost v (6) konverguje ke kladnému
vektoru prislusného nejvétsimu vlastnimu ¢islu matice A, tj. k Perronové vektoru. Tedy vektor rela-
tivnich sil tymi, zna¢ime v, dostaneme jako feSeni rovnice Av = rv, kde r je vlastni ¢islo matice A s
nejveétsi absolutni hodnotou. Tato metoda hodnoceni hrac¢t, tj. hledani jejich relativni sily, se nazyva
Kendall-Wei ranking>*.

Podobné muzeme pracovat se sloupci matice A a spocitat levy Perroniv vektor (znacme w), tj.
vektor s kladnymi slozkami spliiujici rovnici

w! A = rwlnebo ekvivalentné ATw = rw. (7)

Jelikoz sumy sloupcti oznacuji pocet proher, tak potom slozky vektoru w udéavaji relativni slabost
tymd.

Jind metoda hodnoceni (metoda, kterou ptedstavil C. Ramanujacharyulu®) vytvaii hodnoceni
tymi na zékladé pomért relativni sily a relativni slabosti tymt - odtud jeji ndzev Power-Weakness
Ratio (PWR). Vyhodou PWR oproti pfedchozim metoddm je to, Ze vyhra a prohra jsou cenény
stejné, nebot sila je vydélena slabostyi.
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4. Aplikace

Pozndmka Pro poéitani vlastnich vektord vyuzivim software MATLAB

4.1

Uvazujme ping-pongovy turnaj o ¢tyfech hracich, kde kazdy hra¢ hral proti kazdému jeden zépas.
Vysledky jsou zaneseny do turnajové matice M (za vyhru 1 bod, za prohru 0):

(8)

— o O O
O = O =
o O o
S = = O

kde prvni fadek odpovida hraci A, druhy hraci B, tfeti hraci C a posledni fadek patii hrac¢i D. Prvni
zminéna metoda v tomto ¢lanku pocitala vektor skére, ktery v tomto turnaji vypada takto:

s=(2,1,2,1)T. (9)

Vidime, Ze hraci A a C maji stejny pocet bodti, stejné tak hrac¢i B a D. Takovyto vysledek poradatele
turnaje moc nepotési, protoze by musel predat dvé ceny pro vitéze. Jak si s takovou situaci poradi
Kendall-Wei ranking?

Urcime relativni sily hrac¢t. K tomu nam staci spocitat Perrondv vektor v, jehoz slozky budou
relativni sily tymt vyjadrovat. Jak jiz vime, tak Perronudv vektor je kladny vlastni vektor matice M
prislusny vlastnimu ¢islu s nejvétsi absolutni hodnotou, tedy:

v = (0.6256,0.3213, 0.5516, 0.4484)" . (10)

P1i pouziti metody Kendall-Wei ranking jiz rovnosti mezi hraci nejsou - nejsilnéjsi tym je A, néasledo-
vany tymy C, D a posledni skon¢i B.
Pro pouziti metody PWR potfebujeme navic spocitat vektor slabosti w. Ten spocitdme dle rovnice
(7) a dostaneme:
w = (0.4484,0.5516,0.3213, 0.6256)7 . (11)

Vektor w ilustruje jednu zajimavou vlastnost KW-metody - zdména vyher za prohry a naopak, nemusi
nutné otolit poradi. Vysledny vektor t poméri relativni sily ku relativni slabosti a tedy vysledek podle
PWR metody potom je:

t = (1.3951,0.5824,1.7167,0.7167)" . (12)

Posledni dva vysledky (vektor w uréujici relativni slabost tymt a vektor t vyjadfujici hodnoceni
metodou PWR) hodnoti hrace C lépe nez A. Je to odména pro hriace C za vyrovnané vysledky, tj.
neprohrat se slabym souperem.

4.2

Posledni srovnani, jak jednotlivé metody funguji, jsem pfipravil na ¢eské fotbalové lize roéniku 2014/2015.
7 vysledku sestavime turnajovou matici jako v predeslém pripadé - pro lepsi prehlednost sestavime dveé
tabulky - prvni bude odpovidat turnajové matici, druha tabulka bude obsahovat ptislusné ohodnoceni
stejnymi tfemi metodami (resp. C¢tyfmi, pocitame-li i relativni slabost) jako v sekci 4.1. Postup zde
nebudu uvadét, nebot byl v predchozich sekcich dostateéné vysvétlen.
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Prvni tabulka obsahuje body, kolik ktery tym na jaky uhral
CFL 2014/2015 112|3(4|5/6|7|8[9|10|11 |12 (13|14 |15 16
FC Viktoria Plzen 0|6|6|3|4]6|4(3|6|3|3|4|6|6]|6]6
AC Sparta Praha 0/]0|4|6|6[3|4(4|6|6 |6 |3|1|6]|6]6
FK Jablonec 0/]1]0(4|6|3|4|6|4| 4| 4]|6]|6] 6] 6|4
FK Mlada Boleslav 310(1(0(3(3|3(4|4|6 |6 |2]|3|3]|2]3
1. FK Ptibram 1/0/0(3[{0|4(2|0(3| 4|3 |4 |4|3|6]|6
Dukla Praha 0(313(3}(]1/03|1j1,6 |14 |2]4]|6]|3
FK Teplice 171113230343 |44 |41 |1]3
Bohemians Praha 311/0{1}6(413{0(0 4|41 |0]4]|1]|6
1. FC Slovacko 0joj1{1(3(4|1(6/0, 6 |3|1|3]4]0]|414
FC Vysocina Jihlava 3(0/1(0}140(3{1]00| 6|4 |4]3 ) 6]|14
Sk Slavia Praha 310(1{034|1(1|3,0 0|6 |4]01] 4|4
FC Slovan Liberec 113|021 |1]1|4(4|1]0]0|4)|3|4]4
FC Banik Ostrava 0j4j0(3|1}2|1(6|3|1 |1 |1]0}|4]|3]3
Zbrojovka Brno 0jojo{3(3j1|4(1|1,3 6|3 |1]0] 3|14
FC Hradec Kralové 0/,0/0{2]0(0|4|4]6,0 |1 |13 ]3]|]0]|1
Dynamo C. Budgjovice |0 [0 |1 {30330 |11 | 1|1 |3 ]1|4]0

Druhé tabulka obsahuje vysledky hodnoceni metodami, které jsme v ¢lanku probirali. Sloupec body
obsahuje skére podle kterého je v nasi lize tvorena vysledkova tabulka, zaroven to odpovida trochu
vylepsené prvni metodé, kterou jsme v tomto textu popisovali - pfi rovnosti bodi je rozhodujici skére.
V zavorkach u poradi je posun oproti oficidlnim vysledkiim; znaménko - znamena propad a znaménko

+ naopak polepseni

CFL 2014/2015 body | poradi | KW ranking | poradi | slabost PWR | poradi
FC Viktoria Plzen 72 1 0.4355 0.1029 4.2322 | 1

AC Sparta Praha 67 2 0.3768 0.1045 3.6057 | 3 (-1)
FK Jablonec 64 3 0.3495 0.0916 3.8155 | 2 (+1)
FK Mlada Boleslav 46 4 0.2702 0.2133 1.2667 | 4

1. FK Ptibram 43 5 0.2256 ( 0.2118 1.065 | 5
Dukla Praha 41 6 0.2381 ( 0.2394 0.9946 | 6

FK Teplice 38 7 0.2239 ( 0.2486 0.9006 | 7
Bohemians Praha 38 8 0.2249 ( 0.2603 0.8640 | 8

1. FC Slovacko 37 9 0.2058 0.2631 0.7822 | 9

FC Vysoc¢ina Jihlava 36 10 0.2002 10 0.2697 0.7423 | 10

Sk Slavia Praha 34 11 0.1989 11 0.2857 0.6962 | 12 (-1)
FC Slovan Liberec 33 12 0.1920 13 (-1) | 0.2605 0.7370 | 11 (+1)
FC Banik Ostrava 33 13 0.1975 12 (+1) | 0.2874 0.6870 | 13
Zbrojovka Brno 33 14 0.1769 14 0.2828 0.6256 | 14

FC Hradec Kralové 25 15 0.1408 15 0.3343 0.4211 | 15
Dynamo C. Budgjovice | 22 16 0.1263 16 0.3564 0.3544 | 16

I presto, ze bodovy rozdil ve stiedu tabulky je pomérné maly, tak KW ranking i PWR az na malé
zmény odpovidaji oficidlnimu hodnoceni. Je to dano tim, Ze p¥i rovnosti bodt rozhoduje skére, které
by siln€jsi tym mél mit lepsi nez slabsi. Zajimavy je posun Jablonce v pofadi u slabosti a PW R na
prvni, respektive na druhé misto. Toto je dano tim, ze Jablonec neztracel body proti slabym soupeftim
- viz sloupec 3 prvni tabulky.
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V téchto hodnocenich se nachazi mira subjektivity, kterou jsme zatim pfehlizeli - kolik bodi
prifadit za jaky vysledek? Déat 3 body za vyhru, 1 za remizu a 0 za prohru, nebo jsou lepsi jenom 2
body za vyhru? Na tohle neexistuje jednoznac¢na odpovéd - zalezi na osobnich, resp. poradatelovych
preferencich - 3 body za vitézstvi by mély tymy vice tlacit do itoceni, nebot remiza a prohra znamenaji
v tomto systému pomérné velkou ztratu, naopak v systému se dvéma body pii vitézstvi se miize proti
silnému soupefi vyplatit hrat na remizu.

Metody Kendall-Wei i PWR se také daji pouzivat k sestaveni zebficku hrac¢a/tymi, ktefi spolu
nehréli. Postup by byl stejny, jak jsme popisovali v sekci 3.

Zavér

V tomto textu jsme si predstavili t¥i metody hodnoceni - klasické hodnoceni podle poc¢tu bodt, poté
jsme si dukladné vysvétlili metodu Kendall-Wei ranking zalozenou na porovnavani relativnich sil
hréc¢t a na konec Ramanujacharyuluvu metodu PWR (Power-Weakness Ratio), kterd kazdému tymu
prifadi hodnotu pomeéru mezi jeho relativni silou a slabosti. Prvné jmenovana metoda je uzite¢na pro
porovnavani tymd, u kterych nedochézi k rovnosti bodi. Pokud pti pouziti této metody dochézi k
Castym remizam (vice tymi se stejnym skoére), je vhodné pouzit nékterou ze zbylych dvou metod -
Kendall-Wei ranking nebo PWR. Mné osobné se vice zamlouva metoda PWR, nebot v hodnoceni
tymu ¢ je zapoctena jak sila tymt, které ¢ porazil, tak i s jak slabymi soupefi prohral.

5. Odkazy v textu

I Tyrzeni, ze kazdou ¢tvercovou matici lze pomoci vhodné permutaéni matice pievést na horni blokové

trojuhelnikovy tvar, jehoz diagonalni bloky jsou jiz ireducibilni, pfejato odtud:
https://is.muni.cz/th/63999/prif _m/Diplomka.txt: Véta 1.2.2.

2 Znéni Perronovy-Frobeniovy véty pievzato odsud:
Lekture 12, The Perron-Frobenius theorem, Shlomo Sternberg:
http://www.math.harvard.edu/library/sternberg/slides/1180912pf . pdf

3 M. G. Kendall, Further contributions to the theory of paired comparisons, Biometrics 11 (1955)

4 T. H. Wei, The algebraic foundations of ranking theory, Cambridge University Press (1952)

® C. Ramanujacharyulu, Analysis of preferential experiments, Psychometrica 29 (1964)
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