Kapitola 9

Determinanty

Zacneme pomocnou definici.

Definice 9.1 Vzdjemné jednoznacné zobrazeni p : X — X nazyvdme per-
mutace na mnoziné X. Je-li p permutace na mnoziné X, pak inverzni zob-
razeni p~' : X — X nazgvdme inverzni permutace k permutaci p. Jsou-
lt p,q dvé permutace na mnozine X, pak sloZen€ zobrazent, tj. permutaci,
gop: X — X nazgvame slozeni permutacip a q (v tomto potadi). Identické
zobrazeni v : X — X, pro které plati 1(x) = x pro kazdé v € X, nazyvime
identickd permutace na mnoziné X.

Ziejmé plati

e poi=10p=yp pro kazdou permutaci p na mnoziné X,

1 1

e pop - =p - op =1 pro kazdou permutaci p na mnoziné X,

e ro(gop) = (roq)op pro kazdé tii permutace p, ¢, r na mnoziné X.

Budeme se zabyvat vyhradné permutacemi na mnoziné {1,2,...,n}.
Mnozinu v8ech permutaci na {1,2,...,n} budeme nazyvat grupa vsech per-
mutaci na mnoziné {1,2,...,n} a budeme ji oznacovat S,.

Permutace mizeme zapisovat rtiznym zptisobem. V pripadé permutaci
na kone¢né mnoziné X = {1,2,...,n} je miZeme zapsat pomoci tabulky.
Do tabulky napiseme do horniho fadku ¢isla 1,2,...,n a pod kazdé ¢islo ¢
napiSeme hodnotu p(i). Tak napfiklad
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je permutace na mnoziné {1,2,...,9}.

Pokud se domluvime, Ze v hornim radku budeme psat c¢isla vidy ve
stejném poradi 1,2,...,n, tak staci zapsat pouze druhy radek této tabulky
(3,5,2,9,4,1,8,7,6).

Permutace mizeme zapisovat rovnéz graficky. V roviné si zvolime body
1,2,...,n, a pokud permutace p zobrazuje prvek i do prvku j = p(i), pak
nakreslime Sipku z bodu ¢ do bodu j = p(i). Takovému obrazku fikdme graf
permutace p. Graf permutace je charakterizovan vlastnostmi

e 7 kazdého bodu i € {1,2,...,n} vychazi pravé jedna Sipka, nebot
hodnota p(i) je uréena jednoznacné pro kazdy bod i € {1,2,...,n},

e do kazdého bodu j € {1,2,...,n} vede pravé jedna Sipka, nebot pro
kazdy bod j € {1,2,...,n} existuje pravé jeden bod i € {1,2,...,n}
takovy, ze j = p(i).

Z grafu permutace je ihned vidét, ze kazda permutace se sklada z nékolika
cykli. Tak naptiklad uvedend permutace p na mnoziné {1, 2, ...,9} se sklada
ze dvou cyklt. Jeden je na bodech 1,3,2,5,4,9, ma délku 6, a druhy je na
bodech 7,8, ma délku 2. Permutaci tak mizeme zapsat v cyklickém zdpisu
jako

p=(1,3,2,5,4,9),(7,8).

Kazdy bod z mnoziny {1,2,...,9} se zobrazi do bodu, ktery v zapisu nésle-
duje tésné za nim ve stejné zavorce. Posledni bod v néjaké zavorce se zobrazi
do prvniho bodu v téze zavorce.

Pro obecnou permutaci p na néjaké koneéné mnoziné X najdeme cyklus
obsahujici bod i3 € X tak, Ze postupné zapisujeme, kam se permutaci p
zobrazuje. Proto ia = p(i1), i3 = p(i2), . .., tj. ig+1 = p(ix) pro libovolné k >
0. Protoze je mnozina X kone¢nda, musi se v posloupnosti i1, i2, ... néjaky
prvek opakovat. Oznac¢me k + 1 nejmensi index takovy, ze ix41 se rovna
nékterému z predchézejicich prvkia posloupnosti 1, ...,7;. To znamena, ze
p(ir) = ik+1 € {i1,...,ix}. To znamena, ze p(ix) = i; pro néjaké j < k.
Pokud by bylo j > 1, platilo by p(ix) = p(ij—1) = p;. Protoze i1 byl prvni
prvek posloupnosti i1, i9, . . ., ktery se rovnal nékterému z predchozich prvki,
bylo by ix # i;_1, coz je ve sporu se vzdjemnou jednoznacnosti permutace
p. Proto j = 1, tj. p(ix) = i1. Cyklus permutace p obsahujici bod i; se proto
rovnd (i1,72,...,ix). Pocet jeho prvka, tj. ¢islo k, se nazyva délka tohoto
cyklu. Je také dobré uvédomit si, ze permutace p € 5, se rovna identické
permutaci ¢ pravé kdyz ma vSechny cykly délky 1.

Cyklicky zapis rovnéz popisuje permutaci p jednoznacné stejné jako ta-
bulka nebo graf. Pokud jsou v permutaci néjaké cykly délky 1, tak je obvykle
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v cyklickém zapisu vynechavame. V tom ptipadé mluvime o redukovaném
cyklickém zapisu permutace. Tak napriklad cyklicky zapis permutace

(123456789
{12 45678 309

qg=1(1),(2),(3,4,5,6,7,8),(9)

a redukovany cyklicky zapis téze permutace ¢ je

se rovna

q=1(3,4,5,6,7,8).

V ptipadé redukovaného cyklického zapisu musime byt pfedem domluveni,
na jaké mnoziné je permutace ¢ definovana.

Skladani permutaci

Nejdfive si ukazeme, jak najit tabulku slozené permutace ¢ o p, zname-li
tabulky permutaci p a q. Vezmeme napiiklad vyse uvedené permutace p, q.
Udélame si tabulku o tfech fadcich tak, ze horni dva fadky budou tvofit
tabulku permutace p a dolni dva fadky tabulku permutace ¢q. Dostaneme
tak

I S
S Ot N
NN W
© O =~
T Ot
= =
w 0o
o J 0o

9
6
7

o

V kazdém sloupci mame pod prvkem i ve druhém fadku prvek p(i) a ve
tFetim Fadku prvek ¢(p(i)). Tabulku slozené permutace gop nyni dostaneme
tak, ze vynechdme druhy radek:

1 3456 789
4 2 95138 7))

Také graf slozeni dvou permutaci snadno ziskame z graf obou permu-
taci. Pro obé permutace pouzijeme stejnou mnozinu bod v roviné. Mame-li
najit graf slozené permutace g o p najdeme napred Sipku v grafu p, ktera
vede z bodu i do bodu p(i) a potom navazeme Sipkou v grafu permutace ¢,
ktera vede z bodu p(i) do bodu ¢(p(7)). V grafu sloZzené permutace q o p pak
vede Sipka z bodu i do bodu ¢ o p(i) = ¢q(p(7)).

O néco slozitéjsi je najit cyklicky zapis a redukovany cyklicky zapis slo-
zené permutace ¢ o p, zndme-li odpovidajici zapisy permutaci p a q. Pro

ruzné tlohy o permutacich je tfeba zvolit vzdy ten zapis, ktery je pro feseni
prislusné tlohy nejvhodnéjsi.

N
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Definice 9.2 Permutace t € S, se nazyvd transpozice, pokud md jeden
cyklus délky 2 a ostatni cykly délky 1.

Pro zapis transpozic pouzivame nejcastéji redukovany cyklicky zapis ¢t =
(i,)-

Lemma 9.3 KazZdou permutaci p € Sy, kde n > 2, lze vyjadrit jako sloZeni
transpozic.

Dukaz. Budeme predpokladat, ze p # 1. V permutaci p tak existuje
aspon jeden cyklus délky aspon 2. Oznacime si jej (i1,12,...,0k). Slozime
permutaci p s transpozici (i1,i2). Dostaneme tak permutaci (i1,i2) o p. V
této slozené permutaci se cyklus (iy, 12, ...,1x) rozpadne na dva cykly (i1) a
(i2,...,1), a vSechny ostatni cykly zistanou beze zmény.

V permutaci (ig,i3) o (i1,72) o p se tak puvodni cyklus (i1,72,...,1)
rozpadne do tii cyklua (i1), (i2) a (i3, .. .,ik). Jednoduchou indukei podle k
tak dokazeme, Ze v permutaci

(ik—1,1k) © (ig—2,9k—1) 0 -~ 0 (i1,42) o p

se puvodni cyklus (i1,id,...,i;) rozpadne na k cykltd délky 1 a vSechny
ostatni cykly permutace p zlistanou beze zmény.

Opakujeme-li cely postup s dalsim cyklem (ji,...,7;), dostaneme per-
mutaci

(J1=1,71) © (Ji—2, Ji—1) © - = 0 (41, J2) © (ik—1, k) © (g, ik—1) © - - - © (i1,72) o p,

ve které se dva cykly (i1,42,...,i) a (j1,...,7;) puvodni permutace p roz-
padnou na cykly délky 1 a vSechny ostatni cykly ztstavaji beze zmény. Po-
stupn€ rozkladdme timto zptisobem dalsi cykly permutace p na cykly délky
1, dokud nedostaneme identickou permutaci 2. Existuji proto transpozice
t1,...,tm, pro které plati

tmo---otjop=r1.

Protoze pro kazdou transpozici t plati t = t~%, tj. t o t = 1, miZeme
posledni rovnost slozit z transpozici t,, zleva a dostaneme tak

tm—10...0t10p =1p,.

Postupnym sklddanim s transpozicemi ¢,,_1, ..., t; zleva tak dostaneme rov-
nost
p=tiotago---olpy,
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coz znamena, ze jsme permutaci p vyjadrili jako slozeni transpozic. V pripadé
identické permutace staci vzit vyjadieni + = t o t pro libovolnou transpozici
tesS,. O

Lemma 9.4 Pocet cyklu v permutaci p € S, a permutaci top, kdet € Sy,
je libovolnd transpozice, se lisi o 1. RovneéZ pocty cyklu v permutacich p a
pot selisiol.

Dukaz. Oznacime ¢t = (i, j). Napfed budeme pfedpokladat, ze prvky i, j
lezi ve stejném cyklu (iy, ..., 4, j1,-..,Ji) permutace p a i =iy, j = ji. Pak
plati, Ze v permutaci ¢ o p se tento cyklus rozpadne na dva cykly (i, ..., i)
a (J1,...,71) a ostatni cykly zistanou beze zmény. Pocet cykli v permutaci
t o p je tak o 1 vétsi, nez pocet cykli v permutaci p.

Jsou-li prvky 4,5 z riznych cyklt (i = i1,...,i) a (j = j1,...,J1) per-
mutace p, potom ve slozeni ¢ o p se oba cykly propoji do jednoho cyklu
(41, 0k, J1,---,J1) @ ostatni cykly zistanou beze zmény, pocet cykla v
permutaci t o p je proto o 1 mensi nez pocet cykli v permutaci p.

Zcela stejné dokézeme, ze také pocet cyklt v permutaci pot se lisi o 1
od pocti cykld v permutaci p. O

Lemma 9.5 Jsou-lip=tio---otp ap=ujo---ou dve ruznd vyjaidreni
permutace p € S, jako sloZeni transpozic, pak jsou obé c¢isla k, 1 bud soucasné
sudd nebo jsou soucasné lichd.

Dukaz. Z rovnosti t1 o --- ot = uj o --- o u; dostaneme postupnym
skladanim s transpozicemi tq, ..., t; zleva rovnost

tk_o...otloulo...oulzz‘

To znamené, ze pocet cyklil v obou permutacich 2 a tyo---otjoujo---ou; je
stejny a rovna se n. Podle pfedchoziho Tvrzeni 9.4 se pocet cykli v jakékoliv
permutaci zméni o 1, pokud ji slozime s transpozici. Proto musi byt pocet
transpozic k + [ ve slozeni ty o--- oty ouj o--- 0w sudy, a tedy jsou éisla
k,! bud obé suda nebo obé& lichd. O

Definice 9.6 Permutace p € S, se nazyvd suda, pokud ji lze vyjadrit jako
sloZeni sudého poctu transpozic. Nazyvd se licha, pokud ji lze vyjadrit jako
sloZeni lichého poctu transpozic. Definujeme také znaménko permutace p
jako 1, pokud je p sudd permutace, a jako —1, pokud je p lichd permutace.
Znaménko permutace p oznacujeme jako sgn p.
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Tvrzeni 9.7 SloZeni dvou sudgjch permutact nebo dvou lichyjch permutact
je sudd permutace. SloZeni sudé permutace s lichou (v jakémkoliv potadi) je
lichd permutace. Specidlné, pro kazdou permutaci p € S, a kaZdou transpo-
zici t € Sy, plati

sgn(top) =sgn(pot) = —sgn p.

Dukaz. Plyne okamzité z predchoziho Tvrzeni 9.5. Pokud p = t10---of
agq=mwuyo---ouy, pak gop=(uyo---ow)o(tyo---oty), permutaci gop
proto dostaneme jako slozeni k + [ transpozic. O

Lemma 9.8 Je-li k pocet cykli permutace p € S,,, pak sgn p = (—1)"*.

Dukaz. Permutaci p vyjadiime jako slozeni transpozic p = (t10- - -ot;)ou.
Pridanim indentické permutace ¢ se sloZeni nezméni. Identickd permutace 2
ma n cykll, zatimco permutace p ma k cyklt. To znamena, Ze ¢islo [ musi mit
stejnou paritu jako ¢islo n — k (to znamend, Ze obé ¢isla musi byt soucasné
sudé nebo soucasné lichd). Z Definice 9.6 tak plyne

sgnp = (=1)' = (=1)" ",

O

Cviceni 9.1 Dokazte, Ze permutace p € S, je sudd prdavé kdyZ md sudy
pocet cyklu sudée délky a je lichd praveé kdyz mad lichy pocet cykli sudé délky.

Uloha 9.1 Charakterizace Tesitelnych a nevesitelnych pozic u hry “15”.

Determinanty

Definice 9.9 Je-li A = (a;;) ¢tvercovd matice Tadu n s prvky z télesa T,
pak definujeme determinant matice A jako cislo

det A = Z SgN P+ A1p, A2py * * * Anpy, €T.
pESn

Determinant matice A oznacujeme rovnéz |Al|.

Pro zjednoduseni zapisu jsme v definici determinantu pouzili oznaceni
pi=pl)proi=1,2,...,nape€S,.

Uloha 9.2 Spoditejte determinant matice #ddu 2 a matice ¥ddu 3. Spocitejte
determinant horni trojuhelnikové matice.



KAPITOLA 9. DETERMINANTY 164

ail a2
A=
a1 Q22

mé determinant det A = aj1a99 — a12a91.-
Matice radu 3

ResSeni. Matice fadu 2

bi1 b2 b3
B= | by b2 ba3
b31 b32 b33

mé determinant

det B = b11b22b33 + b12b23bsi + b13baibsa

—b11b23b32 — b12b21b33 — b13b22b31.

Matice C = (c¢;;) fadu n je horni trojahelnikova pravé kdyz c¢;; = 0
kdykoliv i > j. V souc¢tu definujicim det C dostaneme pro p = 2 souéin
SEN 1-C11C22 * * * Cpp = C11C22 * * * Cpp. UkaZeme si, Ze pro jakoukoliv permutaci
P # % je soudin cip, Cop, - - Cpp, = 0. V permutaci p je aspon jeden cyklus
délky vétsi nez 1. Ukazeme si, ze v tomto cyklu existuje prvek j, pro ktery
plati j > p(j), a tedy cjp, = 0. Ma-li tento cyklus délku m > 2 a je-
li ¢ = 43 néjaky prvek tohoto cyklu, pak vSechny ostatni prvky miizeme
vyjadfit induktivné jako ixi1 = p(ix) pro k = 1,2,...,m — 1. Kromé toho
rovnéZ p(im,) = 1. Nemize platit iy < ia < -+ < iy, < 1. Proto existuje
k € {1,2,...,m}, pro které plati i, > p(ix). Pro toto j = iy pak plati
cjp; = 0 atedy sgn p-cip, Cap, - Cnp,, = 0. VSechny ¢leny souctu definujiciho
determinant det C uréené permutacemi p # ¢ jsou tak rovné 0, proto

det C = C11C292 * * * Cpn -

O

Absolutni hodnota determinantu realné matice A = (a;;) fadu 2 ma
jasny geometricky vyznam. Nakreslime-li si v roviné dva vektory (a11,a12)
a (ag1,a22), a doplnime je na rovnobéznik, pak plocha tohto rovnobézniku
se rovna | det A| (spoctéte si to!). Cislo det A je kladné, pokud je tihel mezi
vektory (ai1,a12) a (ag1,aze) méfeny v kladném sméru (tj. proti sméru ho-
dinovych ruéicek) mensi nez 7 a je zaporny, pokud je tento tihel vétsi nez
7. Pokud se rovna tento thel 0 nebo 7, tj. jsou-li fadky matice A linearné
zavislé, plati det A = 0, jak se muzete sami presvédcit piimo z definice
determinantu.
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Podobny geometricky vyznam ma rovnéz determinant realné matice B =
(b”) radu 3. RédkOVé Vektory b1 = (bll,blg,blg), b2 = (bzl,bgg,bgg) a
bs = (bs1,bs2,bs3) urcuji v tfidimenziondlnim prostoru rovnobéznostén a
jeho objem se rovna |det B|. Determinant det B je kladny, pokud je po-
sloupnost vektord bi, by, b3 pravotociva, tj. pokud umistime pravou ruku
tak, aby prsty ukazovaly od vektoru b; k vektoru bs ve sméru, ve kterém je
thel mezi témito vektory mensi nez 7, pak palec ukazuje do poloprostoru,
do kterého také mifi vektor bs. Deteminant det B je zaporny, pokud pa-
lec ukazuje do opa¢ného poloprostoru nez kam miti vektor bs, tj. pokud je
posloupnost b1, bs, bg levotociva.

V ptipadé redlnych prostorti dimenze vétsi nez 3 miizeme naopak pomoci
determinantu definovat, kdy je posloupnost vektoru by, b, ..., b, pravoto-
¢iva nebo levotociva, a co je to objem zobecnéného rovnobéznosténu urce-
ného vektory by, bg, ..., by.

Tvrzeni 9.10 Pro kaZdou ctvercovou matici A = (a;;) Tddu n plati

det A = det AT,

Duikaz. Ozna¢me si transponovanou matici AT = B = (b;;). Pro li-
bovolnou permutaci p = (p1,p2...,pn) € Sn (zépis tabulkou) je souéin
1p Alpy * " np, = bp10py2 -+~ by n. SOUCIn a1p,a1p, - - - Anp, S€ PIi Vypoctu
det A vyskytuje se znaménkem sgn p, zatimco tentyz soucin by, 10p,2 - - bp,n
odpovidé pii v§poétu det B permutaci p~! a mé tedy znaménko sgn p~! =
sgn p. V souctech definujicich det A a det B se tak vyskytuji stejné souciny
se stejnym znaménkem, proto det A = det B = det AT. O

Tvrzeni 9.11 Mad-li matice A vddu n dva stejné radky, pak det A = 0.

Dukaz. Piedpokldddme, Ze A;. = Aj, pro i < j, tj. a;z = aji pro
k=1,2,...,n. Ozna¢me t = (i,j) transpozici, ktera prohazuje i-ty a j-ty
fadek. Zvolime libovolnou permutaci p € S,, a podivame se, jaké souciny v
sou¢tu definujicim det A urcuji permutace p a ¢ = po (i,j) = pot. Plati
q(i) =p(j), q(4) = p(i) a q(k) = p(k) pro k # i, j. Permutace p uréuje soucin

SEN P Alp, - Aip, Gy Ay

zatimco permutace ¢ = p ot urcuje soucin

Sgnq.alql...aiqi...ajqj...anqn —
— Sgn(pot).alql...aiqi...ajqj...anqn:
= —Sgnp.alpl...aipj...ajpi...anpn:

= —Sgnp.alpl...aipi...ajpj...anpn'
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Je ¢ = pot # p nebot jedna z permutaci p, g je sudd a druhé lichd podle
Tvrzeni 9.7. Soucet soucinti uréenych permutacemi p, g se tak rovna

Sgnp.alpl...aipi...ajpj...anpn+Sgnq.a1q1...aiqi...ajqj...anqn :0_

Celou mnozinu index1, tj. symetrickou grupu 5,, rozlozime do disjunktnich
dvojic permutaci {p, pot}. Tyto dvojice jsou skuteéné disjunktni. Z rovnosti
permutaci p = r plyne rovnost pot = r ot. Podobné z rovnosti pot =rot
vyplyva p = (pot)ot = (rot)ot =r arovnost p = r ot plati pravé kdyz
pot = (rot)ot =r. Pokud se tedy dvé dvojice {p,pot} a {r,rot} protinaji,
musi se rovnat. Cely soucet

Z SN P - A1p, A2py * * " App, € T.
pESH

definujici det A tak miZeme rozlozit do neprotinajicich se dvojic, z nichz
soucet kazdé dvojice se rovna 0. Proto také

det A = Z SEN P - A1p, A2py * * * App,, € T = 0.
PESh

O

Véta 9.12 Predpokladdame, Ze A = (a;;) je ¢tvercovd matice fadu n a B =
(bij) je matice, kterou dostaneme z matice A néjakou elementdrni rdadkovou
upravou, pak

e det B = —det A, pokud jsme B dostali z A prohozenim dvou Tadki,

o det B = ¢ - det A, pokud jsme B dostali z A vyndsobenim néktereho
radku prvkem 0 #£ c € T,

o det B = det A, pokud jsme dostali B z A pomoci treti elementdrni
radkové upravy.

Dikaz. V piipadé prvni elementarni upravy plati B;x = Aj, a B, =
A, pro néjaké indexy ¢ < j, a By, = Ay, pro k # 7, j. Porovhdme soucin
uréeny né€jakou permutaci p € 5, v souctu definujicim det A a soucin ur-
¢eny permutaci ¢ = p ot v souctu definujicim det B. Stejné jako v dikazu
predchoziho tvrzeni oznacuje ¢ transpozici (i, j). Plati

Sgn(I'blql"'biqi"'quj"'bnqn :Sgn<pot).alpl...a/jpj...aipi...anpn —

= —Sgnp.alpl ...aipi...ajpj ...a/npn.
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V souctech definujicich det B a det A se tak vyskytuji stejné souciny, ale s
opac¢nymi znaménky. Proto det B = — det A.

Pro dtkaz druhého tvrzeni si pfipomenime, zZe v matici B plati B;, =
cA;. pro n&jaké i € {1,2,...,n}, a By, = Ay, pro k # i. Plati proto
bij = cai;j a by; = ap; pro libovolné j a k # i. Permutace p € S), tak urcuje
v souctu definujicim det B soucin

sgn p - bip, bap, <+ bip, ++ - bpp, =SgN P - a1p, Ap, Cip, ++ * Anp,, =

= C-8gN p- Qip A2py * " " Qip; * ** Anpy, -

Soucin uréeny permutaci p v definici det B tak dostaneme ze souc¢inu urce-
ného stejnou permutaci p v definici det A vynasobenim skaladrem c. Protoze
to plati pro kazdou permutaci p € 5, dostavame rovnost det B = ¢ - det A.

Konecné tieti elementarni tipravou k i-tému fadku matice A pficitame
c-nasobek j-tého radku. Budeme opét predpokladat i < j, pfipad i > j
se dokdze zcela stejné. V tomto piipadé mame b;;, = a;, + caji pro kazdé
k=1,2,...,n. Déle by, = aj;; prokazdé | #iak € {1,2,...,n}. Permutace
p € Sy, urcuje v definici det B soucin

bipy = bip, *- 'bjpj e bpp, = arp, -+ (aip; + Cajpi) ©r o Qgpy tt Anpy, =
A1py ** ip; *** Qjp; *** Anp,, + Q1py ==+ (Cjp, ) =+ A+~ A, =

— alpl...aipi...ajpj...anpn+C.a1pl...ajpi...ajpj...anpn.

Prvni scitanec v zavére¢ném souctu se rovna soucinu uréenému permutaci
p v det A, zatimco druhy scitanec se rovna c-nasobku soucinu urceného
permutaci p v determinantu matice, jejiz i-ty radek se rovna j-tému radku.
Takova matice ma determinant rovny 0 podle Tvrzeni 9.11. Proto

det B = Z sgn p-bip, -+ bpp, = Z SN P - A1p, - - - App, = det A.
pGSn pESn

O

Vsimnéte si, ze v pfipadé, kdy charakteristika t€lesa T je rtizna od 2,
plyne Tvrzeni 9.11 z prvni ¢asti Véty 9.12. Jsou-li v matici A dva radky —
-ty a j-ty — stejné, pak prohozenim téchto dvou Fadkid dostaneme matici
B = A. Podle prvni ¢asti Véty 9.12 plati det A = det B = —det A, tj.
det A + det A = 0. Protoze mé téleso T charakteristiku rtiznou od 2, plyne
odtud det A = 0. Pouze v pripadé, kdy ma téleso T charakteristiku rovnou
2, z rovnosti det A + det A = 0 nevyplyva det A = 0. V takovém ptipadé je
nutné pouzit Tvrzeni 9.11.

Dusledek 9.13 Pro determinanty elementdrnich matic 7adu n plati



KAPITOLA 9. DETERMINANTY 168

o detE;; = —1,
e det E;(c) =,
o detE;;j(d) =1.
Pro kaZdou elementdrni matici E a libovolnou matici A téhoZ rddu n plati

det EB = det E - det B.

Dukaz. KaZzdou elementarni matici dostaneme z jednotkové matice I
odpovidajici elementarni fadkovou tpravou. Protoze detI = 1 nebot jed-
notkova matice je horni trojuhelnikova, plynou dodnoty determinantt vsech
elementarnich matic z Véty 9.12.

Odtud rovnéz plyne druhé cast disledku za vyuziti Véty 9.12. O

Véta 9.14 Ctvercovd matice A je requldrni prdavé kdyZ det A # 0.
Dukaz. Podle Dusledku 9.13 plati rovnost
det(EB) = detE - det B

pro kazdou elementarni matici E a ¢tvercovou matici B stejného fadu n.
Matici A prevedeme Gaussovou eliminaci pomoci elementarnich fadkovych
aprav do matice D v fadkové odstupniovaném tvaru. To znamena, Ze exis-
tuji elementarni matice E1,Es, ..., Eg, pro které plati D = E,---E{A. S
vyuzitim predchozi rovnosti dostavame

detD = det(Ek cee ElA) = detE - det(Ek,1 cee ElA) =
= detE;-detE;_q - det(Ek,Q cen ElA) =

= detE;-detE;_1---detEq - det A.

Determinanty elementarnich matic jsou nenulové podle Disledku 9.13, plati
proto

det A #£0 pravé kdyz detD # 0.
Podle Véty 3.9 je matice A regularni pravé kdyz D neobsahuje zadny nulovy
Fadek, coz je pravé kdyz det D # 0, nebot matice D je horni trojihelnikova
matice, a to je podle pravé dokazané ekvivalence pravé kdyz det A £ 0. O

Pomoci predchozi véty snadno dokézeme nasledujici dulezitou wvétu o
soucinu determinantd.
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Véta 9.15 Pro kazdé dve ctvercoveé matice A, B tdadu n plat?
det(AB) = det A - det B

Dukaz. Je-li matice A singuldrni, plati 7(A) < n, a proto také podle
Diusledku 6.20 7(AB) < r(A) < n, sou¢in AB je proto také singularni
matice. Z rovnosti det A = 0 tak plyne det(AB) = 0 a dokazovana rovnost
det(AB) = det A - det B tak plati v pfipadé, ze A je singularni matice.

Pokud je A regularni matice, miZzeme ji podle podle Tvrzeni 3.12 vyja-
dfit jako soucin elementarnich matic A = Ey - - - E;. Potom plati

det(AB) = det(Ej---E;B) =detE;-- detE, - det B =
= det(E;---E;)-det B =det A - detB.

O

Nyni se budeme vénovat zakladni metodé vypoctu determinanti — roz-
voji determinantu podle rddku pripadné podle sloupce.

Definice 9.16 Je-li A = (a;;) ctvercovd matice Tidu n, pak pro i,j €
{1,2,...,n} oznacujeme M;; ctvercovou matici ddu n — 1, kterou dosta-

neme z A vynechdnim i-tého rddku a j-tého sloupce. Nazjvdme ji minor
matice A odpovidagjici mistu (i,j). Cislo m;; = (—1)""7 det M;; nazgvdme
kofaktor matice A urceny mistem (i,j). Matici M = (m;;) nazjvdme ko-
faktorovéa matice urcend matici A a transponovanou matici MT nazjvdme
adjungovana matice k matici A. Adjungovanou matici k matici A budeme
oznacovat adj A.

Véta 9.17 Pro kazdou ctvercovou matici A = (a;j) Tddu n a kaZdé i,j €
{1,2,...,n} plati

o det A = ajims1 + aipMig + -+ + QinMin = Y1 GikMik,
o det A = ayjmyj + agjma; + -+ + anjMing = 31 Gk -

Dukaz. Dokazeme prvni z obou tvrzeni o rozvoji determinantu podle i-
tého fadku. Druhé tvrzeni o rozvoji determinantu podle j-tého sloupce pak
vyplyne z rozvoje podle j-tého fadku a z Tvrzeni 9.10.

Zacéneme tim, Ze se podivame na vSechny souciny v souc¢tu definujicim
det A, které obsahuji Cinitele a,,. Tyto souciny jsou uréené permutacemi
p € Sy, pro které plati p(n) = n. Kazdy takovy soucin mé tvar

SgNP - A1p, A2py * * * An—1p,,_1Ann-
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Soucet vSech téchto soucini se potom rovna

Z SN P-A1p; A2py * * * An—1p,—1Ann = Ann* Z SgNP-Q1p;, A2ps * " An—1py, 1~
p(n)=n p(n)=n

Pokud kazdou permutaci p € S, pro kterou plati p(n) = n, zizime na
mnozinu {1,2,...,n — 1}, dostaneme permutaci ¢ € S,_1. Permutace ¢
pusobi na mnoziné, kterda ma o jeden prvek méné, a sama ma také o jeden
cyklus méné, nez permutace p. Proto sgn g = sgnp. Kazdou permutaci q €
Sn—1 muzeme naopak jednoznacné rozsifit do permutace p € S, tak, Ze
dodefinujeme p(n) = n. Kazdy ¢len sgnp - aip,azp, - - Gn—1p,_, v druhém
souctu v posledni rovnosti se proto rovna sgnq - aiq, a2¢, - - - an-1q,_,, kde ¢
je zZeni permutace p na mnozinu {1,2,...,n — 1}. Druhéd suma v posledni
rovnosti se proto rovna

Z SENq - A1¢;02gp * ** An—1q,_; = det My,
qESn—1

soucet vSech soucintt v det A obsahujicich prvek a,, se tak rovna soucinu
Ay, - det M.

Nyni se podivame, jak vypadaji vSechny souciny v det A obsahujici prvek
a;j. K tomu acéelu postupné zaménime i-ty fadek matice A s (i 4+ 1)-nim
rfadkem, potom s (i42)-hym fadkem, atd. az s n-tym fadkem. Dostaneme tak
matici, jejiz n-ty fadek se rovna i-tému fadku matice A a poradi ostatnich
fadka se nezménilo. Specialné, prvek na misté (n,j) nové matice se rovna
Qg

Dale pokracujeme tak, Zze postupné prohazujeme j-ty sloupec s (j + 1)-
nim sloupcem, pak s (j + 2)-hym sloupcem, a tak dale az nakonec s n-
tym sloupcem. Dostaneme tak nakonec matici B = (b;;), pro kterou plati
bun = a;j, a dale minor N, matice B odpovidajici mistu (n,n) se rovna
minoru M;; matice A odpovidajicimu mistu (i, 7). Soucet vSech soucinti
v det B obsahujicich prvek b,,,, se podle predchozich dvou odstavct proto
rovna by, - det Ny, = a;; - det M;;.

Matici B jsme dostali z matice A pomoci n — ¢ + 1 elementarnich Fad-
kovych tiprav prvniho druhu a dale pomoci n — j 4+ 1 elementéarnich sloup-
covych aprav prvniho druhu. Kazda z téchto Gprav méni znaménko det A
podle Véty 9.12 a Tvrzeni 9.10, plati proto

detB = (—1)>""""772det A = (—1)""/ det A.

Protoze det A = (—1)i*J det B, soudet vSech souéinii v det A obsahu-
jicich prvek a;; se proto rovna souctu vsech soucinli v det B obsahujicich
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prvek by, = a;j s koeficientem (—1)"*J. Podle pfedchoziho odstavce se tak
soucet vSech soucinti v det A obsahujicich a;; rovna

(=1)" b - det Ny = a5 - (=1)""7 det My; = aijmij,

kde m;; je podle Definice 9.10 kofaktor matice A urceny mistem (i, j).
Protoze v kazdém soucinu v souctu definujicim det A se vyskytuje praveé
jeden prvek z i-tého fadku matice A, plati
n n
det A = a;1mi1+a,emit- -+, = Z Mg = Z(—l)iJrkaz’k det M.
k=1 k=1

|

Uloha 9.3 Spocitejte determinant Vandermondovy matice a rozhodnéte,
kdy je Vandermondova matice reguldrns.

ReSeni. Oznadéime

1 t§ et

1t 2 - 7

‘/;07t17"'7tn - : : :

1 t, t2 ...
determinant Vandermondovy matice fadu n urcené prvky to,¢1,...,t, € T.
Pokud se dva z prvki tg,t1,...,t, rovnaji, ma Vandermondova matice dva
stejné fadky a jeji determinant se proto rovna 0 podle Tvrzeni 9.11. Budeme
proto nadale predpokladat, Zze vSechny prvky tg,t1,...,t, jsou navzajem

ruzné.
Napred odecteme prvni radek od vSech ostatnich. Determinant se podle
Véty 9.12 nezméni, dostaneme tak

1t Bty

0 t1—ty t3—t3 - th—1t8
‘/to,tl,...,tn = . .

0 t,—ty t2—t2 - " —1t2

Nyni determinant rozvineme podle prvniho sloupce a dostaneme vyjad-
feni
ty—to t3—t3 - 1P —tP
to—ty 13—ty - 15—t
%0,t17...7tn = . .

th—to t2—t3 o 1ty
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Dale pouzijeme znamy algebraicky rozklad
, A - . L -
=t =i—to)t] " +t "t + -t T+t ) = (i — to)cis,

i

kde jsme pro jednoduchost oznacili

. . . ) 7j—1 )
iy =t bt T = S kTR
k=0

Specialné plati ¢;; = 1 pro libovolné ¢ = 1,...,n. S pouzitim tohoto oznaceni
dostavame
(t1 —to)err  (t1 —to)erz ---  (t1 —to)cin
(ta —to)car  (t2 —to)ea --- (t2 —to)con
Vto,tl,---,tn = . . .. .
(tn - 7fO)Cnl (tn - tO)Cn2 ce (tn - tO)Cnn
7 i-tého fadku mtzeme vytknout ¢; — to pro kazdé i = 1, ..., n a dosadit

ci1 = 1, proto

1 c2 -+ cmn
" 1 ¢ -+ con
Vto,tl,...,tn - H(tl - tO)
i=1 :
1 Cn2 *°* Cnn

Nyni ¢ = t; + tg pro kazdé ¢ = 1,...,n. Pokud tedy odecteme od
druhého sloupce tg-nasobek prvniho sloupce, dostaneme

1 ¢4 c3 -+ cin
m 1 29 co3 -+ cop
Viosrrootn = | [ (ti = to)
i=1 :
1 ¢, cn3 -+ cum

Podobné ¢;3 = t% —t;to —H% pro kazdé i = 1,...,n. Odecteme tedy od tretiho
sloupce t%—nésobek prvniho sloupce a tg-nasobek druhého sloupce. Potom

1 tl t% Cl4 - Cin
n 1 to t% Co4 *° Cop
Vig bt = | [ (ti = t0)
=1
1 ¢, t% Cnd *** Cpn
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Postupné tak dostaneme

n

Viostroenta = ] (i = t0) - Viy...
=1

Posledni vyraz je rekurentni formule, pomoci které jiz vypocitame hodnotu
Vio.t1,...tn Vandermonodova determinantu fadu n + 1. Zacneme hodnotami
pro mala n.

Vie=1, Vigts =t1 —to, Vigty,0o = (t2 — to)(t2 — t1)(t1 — to)-
Pokud induktivné predpokladame, ze

Vio,t1,tn—1 = H (ti —t5),

%,7=0,...,n—1

potom pomoci jiz dokazané rekurentni formule dostaneme

Viotr,tn = (ﬁ(tz - to)) Vit ootn = ﬁ(tz —to) H (ti —t;) =

=1 =1 i>7
i,j=1,-..,n
= JI w-t).
i>7
1,j=0,...,n

Tim je hodnota Vandermondova determinantu dokézana pomoci mate-
matické indukce. VSimnéte si, Ze rovnost

W07t1,~~.7tn - H (ti - tj)

plati i v pfipadé, kdy se dva z prvka tg,t1,...,t, € T rovnaji. Vander-
mondova matice je tak regularni pravé kdyz jsou prvky to,t1,...,t, € T
navzajem rtzné. O

Tvrzeni 9.18 Je-li A reqularni matice, pak

1
Al=—— adjA.
det A %
Dukaz. Adjungovana matice adj A = (n;;), kde n;; = mj;, minor matice
A uréeny mistem (7,7). V souéinu A -adj A se prvek na misté (z,7) na hlavni
diagonéale rovna souctu

n n
Z Qi Nks = Z a;pmi = det A
k=1 k=1



KAPITOLA 9. DETERMINANTY 174

podle Véty 9.17. Prvek na misté (i,7) mimo hlavni diagonalu v soucinu
A -adj A, tj. pro i # j, se rovna

n n
D @ik = Y aikmyp.
k=1 k=1

Posledni soucet se rovna rozvoji determinantu podle i-tého fadku v matici,
kterou dostaneme z matice A nahrazenim j-tého rfadku Aj, fadkem Aj,.
Minory mj; pro k = 1,...,n se tak nezméni a novd matice mé dva stejné
radky. Jeji determinant se proto rovna 0 podle Tvrzeni 9.11. Proto plati
rovnéz

n
Z Qi = 0.
k=1

Soucin A - adj A méa proto nenulové prvky pouze na hlavni diagonéale, a ty
se vSechny rovnaji det A. Plati tak A - adj A = det A - I,,, neboli

1

—1 .
=" A.
det A adj

O

A nakonec vzorecek pro feseni soustavy linedrnich rovnic s regularni
matici. Tomuto vzorecku se iika Cramerovo pravidlo.

Tvrzeni 9.19 Je-li Ax = b soustava n linedrnich rovnic o n neznamich s

reqularni matict A, pak pro j =1,2,...,n platt
det Aj
.%'j = y
det A

kde A; = [As| - |Asj—1|blAyjt1] - - - |Aun] je matice, kterou dostaneme z
matice A nahrazenim i-tého sloupce sloupcem pravych stran b.

Drtikaz. Soustava ma jediné feseni x = A~'b. Dosadime za inverzni
matici A~! jeji vyjadfeni podle pfedchozi Véty 9.18

_ 1 .

Dostaneme tak rovnost

1 .
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Pro j-tou soufadnici feseni x = (zq,..., xn)T pak plati
L adjAlb = S b

T = - la . — . M

7T det A I T qer A T &R

kde by je k-ta souradnice vektoru b pravych stran. Soucet
n
> bpmy;
k=1

jerozvojem podle j-tého sloupce determinantu matice A ;, kterou dostaneme
z matice A nahrazenim sloupce A,; vektorem pravych stran b. O



