Kapitola 15

Neékolik aplikaci

Diskrétni a rychla Fourierova transformace

Diskrétni Fourierova transformace spoc¢iva ve zméné reprezentace po-
lynomu s koeficienty v néjakém télese T. Obvykla reprezentace polynomu
stupné n — 1

f(x) = ao+ a1z + age® + - + ap_1z"
sestava ze zadani koeficientd ag, a1, ..., a,_1 € T. Stejné tak ale muZzeme za-
dat polynom f pomoci jeho hodnot v n riznych bodech xg, z1,...,2,-1 € T.
Piedepiseme-li hodnoty f(x;) =b; € T proi =0,...,n— 1, pak podle Tvr-
zeni 4.15 existuje pravé jeden polynom f stupné n — 1 s koeficienty v télese
T, ktery ma v bodech xg,...,x,—1 predepsané hodnoty. Jeho koeficienty

ag, - - -, ap—1 najdeme jako feseni soustavy linedrnich rovnic
n—1 __
ap + a1xo + - -+ ap—17; = by
-1
ap+airy + -+ ap_12} = by
n—1 _ b
ag + a1Tp—1+ -+ ap_12,_ 7 = Op-1.

Matice této soustavy je Vandermondova matice

1 a2 o ap?
1 3 -t
Vi a1, an 1 =
2 n—1
1 zp Tp—1 " Tpq
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Jednoznacnost polynomu f vyplyva z regularity Vandermondovy matice v
ptipadé, ze body xg, x1, ..., Tp—1 jsou navzajem rizné, kterou jsme dokézali
v Uloze 9.3.

Piedpokladdejme nyni, Zze mame vynasobit dva polynomy f(z) = ap +
a1r + agx® + -+ a, 12" a g(x) = co + 1z 4+ cox® + -+ gz
stupné nejvyse n — 1. Jejich soucin fg je polynom stupné nejvyse 2n — 2.
Budeme jej znat, pokud budeme znat 2n — 1 koeficientd souc¢inu fg nebo
hodnoty sou¢inu fg ve 2n — 1 raznych bodech xzg,z1,...,To,_2. Zname-li
hodnoty obou polynomi f(z;) = b; a g(z;) = ¢; v téchto 2n — 2 bodech,
muZeme snadno spocitat hodnoty souc¢inu fg(x;) = b;c; v téchto bodech.
Potfebujeme k tomu pouze 2n — 1 nasobeni, zatimco pfi vypoctu koeficientt
d; pti klasické reprezentaci soucinu

(fg)(:v) = do +dix+--+ d2n72l’2n_2

pomoci vztahil
k
dy =Y aicp—, k=0,1,...,2n -2,
i=0

potfebujeme celkem
20+2+---+n)=n(n+1)

nasobeni a fadové stejny pocet s¢itani. Nasobeni polynomi je tak mnohem
rychlejsi, pokud mame polynomy zadany pomoci jejich hodnot v dostatecné
mnoha bodech.

Problém samoziejmé spociva v cené prechodu od zadani polynomu po-
moci koeficienti k jeho zadani pomoci hodnot v pfedepsanych bodech a
obracené. Hodnotu polynomu f(z) = ag + a1r + asx® + -+ + a,_12" 1 v
bodé x; miizeme spocitat pomoci vyjadieni

f(l‘z) = Qo +ar1xz; + agxf + -+ an_la:?_l =

= ag+z(ar +x(ag + (- + x(an-1)--)))-

Tomuto vyjadreni se tikd Hornerovo schéma. Vyzaduje n — 1 nasobeni a
stejny pocet s¢itani. Potfebujeme-li spocitat hodnotu polynomu f v n raz-
nych bodech, musime tak pouzit celkem n(n—1) nasobeni a n(n—1) s¢itani.
To je fadové stejny pocet nasobeni jako pfi primém vypoctu koeficientii sou-

ey

na Cas nez s¢itani, mizeme Tict, ze vypocet hodnoty polynomu stupné n — 1
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v n bodech je priblizné stejné ¢asové narocny jako spocitat soucin dvou
polynomi stupné n — 1 pomoci primého vypoctu koeficienti.
Vsimnéme si, Ze hodnoty polynomu f(z) = ag + aix + agz? + --- +

an—12""1 v bodech zq, ..., x,_1 miZeme spoéitat jako soufadnice sou¢inu
matic
1 a9 3 :c’(}_l ag
1 x 3 o apt ap
: )
1 xp 1'72171 T .’L'Z:% Gnp—1

coz miuzeme rovnéz zapsat ve tvaru

(f(ll?()), f(l'l)a ceey f(wnfl))T = on,xl,...,xn_l(aO, at, ... 7an71)T-

Vypoctu hodnot polynomu f v bodech zg, ..., z,_1 budeme fikat evaluacni
transformace a budeme ji oznacovat Ty o1, .. 21 (f)-

Pokud naopak chceme z hodnot polynomu f stupné n — 1 v n bodech
najit koeficienty polynomu, musime vyfesit soustavu n linedrnich rovnic o n
neznamych s regularni matici, coz pfi vypoc¢tu pomoci Gaussovy eliminace
vyzaduje dokonce fadové n? nasobeni a Ffadové stejny pocet séitani. K tomu
je jesté tfeba pridat cenu vypoctu prvkid Vandermondovy matice, ktera je
matici soustavy.

Abychom mohli vyuzit “rychlej$iho” nasobeni polynomu pfi jejich zadani
pomoci hodnot v dostate¢né mnoha bodech, potfebujeme mnohem ryhlejsi
algoritmy pro vypocet hodnoty polynomu v bodé nez je vypocet pomoci Hor-
nerova schématu. Stejné tak potfebujeme mnohem rychlejsi algoritmus pro
vypocet koeficienti polynomu, zname-li jeho hodnoty v dostateéné mnoha
bodech, nez je algoritmu zaloZzeny na Gaussové eliminaci pouzité na Van-
dermondovu matici. Tyto algoritmy si nyni ukézeme.

Podstata urychleni Hornerova schématu spoc¢iva ve vhodném vybéru
bodt zg,z1,...,z,-1 € T, ve kterych hodnoty polynomu f pocitame. Po-
kud predpkladame, ze n = 2k je sudé ¢islo, pak mizeme polynom f(z) =
ag + a1x + a2x2 + -+ an_lar:"*1 napsat ve tvaru

f(@) = g(a?) + ah(a?),

kde

9(y) = ap + a2y + agy? + -+ an_oyt

h(y) = a1 + asy + asy® + -+ anflyk_l’
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Oba polynomy g, h maji polovi¢ni stupen oproti polynomu f, pocitame ale
jejich hodnoty stéle v n bodech x3,...,72_; a protoze polynomy jsou dva,

n—1
zadné snizeni poc¢tu nasobeni zatim neni vidét. Pokud ale navic predpokla-
déme, ze body =z, ..., T,—1 jsou zvolené symetricky, tj. ze plati
Thti = —T4
proi=0,1,...,k—1, tak vidime, Ze jsme nejenom snizili stupenn obou poly-

nomi na polovinu, ale rovnéz jsme snizili na polovinu pocet bodu, ve kterych
musime pocitat hodnoty obou polynomil. To uz vede k podstatnému snizeni
poctu potfebnych algebraickych operaci, jak ukazuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 15.1 Predpoklddame, Ze f(x) = ag+arr+asx® 4 -+an_12" ! je
polynom stupné n — 1 s koeficienty v télese T, c¢islo n = 2k je sudé, a prvky

0, %1, --,Tn—1 € T splnuji podminky zpy; = —x; proi = 0,1,... k — 1.
Oznacime-li C(n) podcet operact, které jsou treba k vgpoctu hodnot néjakého
polynomu v n bodech xg,x1,...,Tn_1, pak
n
C(1)=0, a Cn)=2-C(%)+4- 3

Dukaz. Protoze plati xiﬂ- = JJZQ proi=0,...,k — 1, potrebujeme spo-
¢itat hodnoty polynomt g,h pouze v k = n/2 bodech. To vyzaduje cel-
kem 2-C(n/2) operaci. Kromé toho potfebujeme n/2 nasobeni pro vypocet
étverctt z2 pro i = 0,1,...,n/2 — 1. Dale n/2 nésobeni, n/2 s¢itani a n/2
odéitani, abychom zkombinovali hodnoty g(z?) a h(z?) do hodnot f(x;) pro
t1=0,1,...,n—1. O

Vhodné volba evaluacnich bodi je popsana v nasledujici definici.

Definice 15.2 Prvek w telesa T se nazyvd primitivni n-td odmocnina z 1,
pokud w" = 1(= w%) a mocniny

w, w2’ 7wn—1
jsou navzdjem rizné. Mnozina prvki {1,w,w? ... ,w" 1} se nazyvd Fou-
rierovy body. Ewvaluacni transformace T, -1 ve Fourierovych bodech
1=uww w? ..., w" ! senazjvd diskrétni Fourierova transformace (DFT).

Priklad 15.3 1.Prvek

27 .
w = cos— +1sin2mn
n
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je primitioni n-td odmocnina z 1 v télese komplexnich cisel C, jak vyplyvd
z Moivreovy véty. Fourierovy body

W = COS

+asink-2mn, k=0,1,...,n—1

tvori vrcholy pravidelného n-uhelnika vepsaného do jednotkové kruznice tak,
aby bod (1,0) byl jednim z vrcholi tohoto n-iuhelnika.

2. V konecném telese Ziy je prvek w = 4 primitivni cturtou odmocninou
2 1, nebof v tomto télese plati 4* = 256 = 1mod 17 a mocniny

4t =4, 4?2 =16, 4> =13

jsou navzdjem rizné. Vandermondova matice

1 1 1 1
1 4 16 13
Viawas=| 1 156 1 14
1 13 16 4

popisuje diskrétni Fourierovu transformaci T 416,13 -
3. V télese Ly je cislo 14 primitivni osmou odmocninou z 1, odpovidajici
Fourierovy body jsou 1,14, -9, -3, —1,—14,9, 3.

Je-li w € T primitivni n-t4 odmocnina z 1 pro sudé n = 2k, pak n
Fourierovych bodt 1,w,w?,...,w" ! splituje podminku

(wk+i)2 — w2k+2i — wn+2i — wnw% -1. (wi)Q — (wi)Q'

proi=0,1,...,k—1. Navic je o¢ividné w? primitivni (n/2)-t4 odmocnina z
1 a v piipadé, ze n = 4l splituje k = n/2 sudych mocnin 1,w? w?, - -- ,wk—1

také stejnou podminku symetrie
((w2)l+i))2 — w4l+4i — w4i _ ((w2)i)2_

K vypoétu hodnot polynomt g, h v n/2 bodech w?,i = 0,1,...,k = n/2 mi-
Zeme pouzit stejny trik s vypo¢tem hodnot 4 polynomt ve [ = n/4 bodech.
A tak déle.

Pokud je tedy n = 2™ a w € T primitivni n-t4 odmocnina z 1, mizeme
rekurzivné spocitat hodnotu diskrétni Fourierovy transformace 77 ,,  n-1.
Tomuto vypoctu se tika rychlda Fourierova transformace (FFT). Nasledujici
vypocet ukazuje, jak moc FFT zrychluje vypocet hodnoty polynomu v n =
2™ bodech.
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Tvrzeni 15.4 Je-lin = 2™ a w € T primitivni n-td odmocnina z 1, pak
FFT vyZaduje
C(n)=2-n-loggn

aritmetickych operaci.

Dukaz. Opakovanym pouzitim Tvrzeni 15.1 dostaneme
Cn)=Cc@m) = 2-Cc2™ Y +4.2m1 =
= 22-C2™ %) +4-2"2) 4 4.2m71 =
= 22.C002™H 42.4.-2m71 =
= 22.c2™ %) +3.4.2"71 =

= 2".C(1)4+m-4-2"1 =

n
08y M 5
= 2-n-logyn.

O

Diskrétni Fourierova transformace a jeji spojitd verze nazyvana prosté
Fourierova transformace jsou hojné pouzivany v elektrotechnice, jedno vyu-
ziti spoc¢iva v odstranovani Sumu v signalech. V pocitacové algebie je rychla
Fourierova transformace pouzivana v systémech pro symbolickou manipulaci
k nasobeni polynomu velkého stupné.

K tomu potfebujeme znat inverzni diskrétni Fourierovu transformaci,
pomoci které ze znalosti hodnoty polynomu v n = 2™ bodech spocitame
jeho koeficienty. Tato inverzni diskrétni Fourierova transformace

-1
T]_’w’,,,’wn—l

odpovidéa vypoctu inverzni matice V;wl,---,w—l k matici V; , ... ,n-1. Lze uka-
zat, ze

1 1 1 e 1

1 wil w72 “e wf(nfl)

V*l =n 1 1 w_2 w_4 e w_Q(n_l)
1w, wn—1

| w1l -2l 1)
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Protoze w™! € T je rovnéz primitivni n-t4 odmocnina z 1, miizeme pro
vypocet inverzni diskrétni Fourierovy transformace rovnéz pouzit rychlou
Fourierovu transformaci.

Rychlou Fourierovu transformaci poprvé uvefejnili panové J.W. Cooley
a J.W. Tuckey v roce 1965 a od té doby se stala jednim z nejpouzivanéjsich
algoritm.

Vyhledavaé Google

Popularita vyhledava¢ Google spocivéa také v tom, ze usporada vyhle-
dané stranky k danému dotazu podle “dilezitosti”. Ukazeme si, jak je tato
“dulezitost” jednotlivych webovych stranek definovana a jak ji lze vypocitat.

Rekneme, Ze dileZitost néjaké webové stranky je primu imérnd souctu
dulezitosti stranek, které na ni odkazuji. To na prvni pohled vypada na de-
finici kruhem. Zkusime ji ale vyjadfit matematicky. Oznac¢ime z; dulezitost
1-té webové stranky pro i = 1,2,..., N, kde N je celkovy pocet webovych
stranek, které bereme v ivahu. Daéle jesté potiebujeme néjak zachytit struk-
turu vzajemnych odkazii mezi jednotlivymi strdnkami. Pokud j-ta stranka
odkazuje na i-tou stranku, tak napiseme, Ze

Qi3 = 1.

V opac¢ném ptipadé, tj. pokud j-ta stranka neodkazuje na i-tou stranku,
polozime
CLij =0.

Struktura vzajemnych odkazti mezi jednotlivymi webovymi strankami je tak
popsana pomoci ¢tvercové matice A = (a;;) fadu N. Tuto matice mizeme
nazvat matice incidence webu.

Je-li K konstanta pfimé timérnosti pouzitda v neformalni definici dilezi-
tosti i-té stranky, pak mizeme tuto definici formalizovat nasledovné:

N
:BZ':K'ZCLZ']'I']' pro iZl,Q,...,N.
Jj=1

Prepsanim dostaneme

N 1

E AijT5 = 5= T3 Pro i:1,2,...,N.
; K
Jj=1
Oznaéime x = (21, 72,...,2N)7 vektor dilezitosti jednotlivych stranek, pak
posledni rovnost zapiSeme ve tvaru

1

Ax = —x.
K
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Vidime tedy, Ze koeficient pfimé timérnosti K je prevracenou hodnotou né-
jakého vlastniho ¢isla matice A (matice incidence webu) a vektor dtilezitosti
x je vlastnim vektorem prisluSnym tomuto vlastnimu ¢islu.

Matice incidence webu A ma N (komplexnich) vlastnich ¢isel a ke kaz-
dému vlastnimu ¢islu existuje nekoneéné mnoho nenulovych odpovidajicich
vlastnich vektort. Potfebujeme proto néjak vybrat vhodné vlastni ¢islo ma-
tice A, nejlépe tak, aby bylo kladné redlné, a k nému najit vhodny vlastni
vektor, opét by bylo nejlepsi, aby to byl vektor s kladnymi redlnymi soutrad-
nicemi, nebo aspori s nezapornymi.

V tomto misté nastupuje Perronova-Frobeniova teorie nezdpornych ma-
tic. Jako prvni si uvedeme definici spektralniho poloméru matice.

Definice 15.5 Je-li B c¢tvercovd komplexni matice, pak c¢islo
p(A) = max{|\| : A € 0(B)}

nazyvdme spektralni polomér matice B. KruZnici se stredem v pocatku a
polomérem p(B) nazyvame spektralni kruznice matice B.

Spektralni polomér kazdé ¢tvercové komplexni matice je tedy nezaporné
realné c¢islo. Takovym maticim fikdme kladnd (pozitivni) matice. Pokud jsou
v8echny prvky matice nezaporna realna cisla, pak mluvime o nezdporné ma-
tici. Matice, jejichz prvky jsou kladna realna ¢isla, maji nasledujici dilezitou
vlastnost.

Véta 15.6 Pro pozitivni ¢tvercovou matici B tddu n plati
1. p(B) € o(B),

2. pokud je x # 0 vlastni vektor matice B prislusny vlastnimu ¢islu p(B),
pak jsou bud viechny souradnice vektoru x kladné a nebo jsou vsechny
soutadnice vektoru X zdporné,

3. algebraicka nasobnost vlastniho cisla p(B) je 1,

4. dimenze prostoru N (B—p(B)I,,) se rovnd 1, tj. kaZdy nenulovy vlastni
vektor prislusny vlastnimu cislu p(B) je redlnym ndsobkem libovol-
neho jiného nenulového vlastniho vektoru prislusného k témuz vlast-
nimu cislu.

7 téchto vlastnosti vyplyva existence jednoznac¢né urceného kladného
vlastniho vektoru p = (p1,...,pn)? odpovidajiciho spektralnimu poloméru
p(B), pro ktery plati p; > 0 pro kazdé i = 1,...,n a déle

prtp2t--+pn=1
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Tento jednoznac¢né urceny kladny vlastni vektor nazyvame Perronuv vektor
kladné matice B a vlastni ¢islo p(B) nazyvame Perroniv kofen matice B.

Perrontiv kofen a vektor nemuZeme primo vyuzit k vypoctu vektoru
dilezitosti webovych stranek, protoze matice incidence webu neni kladna, je
pouze nezaporna. Proto musime pouzit nasledujici zesileni predchozi véty,
kterému se fika Perronova-Frobeniova véta.

Véta 15.7 Je-li B nezdpornd ctvercova matice 7ddu n, pro kterou plati, Ze
BM je kladnd matice pro dostatecné velky exponent M, pak plati

1. p(B) € o(B),

2. pokud je x # 0 vlastni vektor matice B prislusny vlastnimu éislu p(B),
pak jsou bud viechny soutadnice vektoru x kladné a nebo jsou viechny
souradnice vektoru X zdpornée,

3. algebraickd ndsobnost vlastniho c¢isla p(B) je 1,

4. dimenze prostoru N (B—p(B)I,,) se rovnd 1, tj. kazdy nenulovy vlastni
vektor prislusny vlastnimu cislu p(B) je redlnym ndsobkem libovol-
neho jiného nenulového vlastniho vektoru prislusného k témuz vlast-
nimu c¢islu.

Také v pripadé nezapornych matic take existuje jednoznac¢né urceny
vlastni (Perrontv) vektor p = (p1,...,p,)! odpovidajiciho spektralnimu
poloméru p(B), pro ktery plati p; > 0 pro kazdé i = 1,...,n a dale

pr+p2+---+pn=1

Matice incidence webu A je sice nezaporna, s velkou pravdépodobnosti
ale nesplituje druhy z predpokladt Perronovy-Frobeniovy véty, totiz ze AM
je kladna matice pro dostateéné velky exponent M. Toto uz je ale drobny
problém.

Tato idea porovnavani vyznamu lidi nebo véci na zakladé vlivu, ktery
na sebe vzdjemné maji, mé4 mnoho nejriznéjsich aplikaci ve statistice i v
dal8ich oborech. Anglicky se ji ¥ikd Kendall-Wei theory of ranking a pochéazi
z padesatych let minulého stoleti.

Soustavy obyc¢ejnych linearnich diferencialnich rovnic

Soustavou obzcejnych linedrnich diferencidlnich rovnic s konstatnimi ko-
eficienty rozumime soustavu rovnic nasledujiciho tvaru.

/
Uy = a11u1 + ajpuz + -+ a1pln,
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Uy = A21U1 + G22U2 + « - - + A2pUp,

U, = QAplUl + Ap2U + < + Gppln,

spolu s pocatecnimi podminkami

Ul (O) = (1,
u2(0) = co,
un(0) = cp.

Predpoklddame, ze matice A = (a;;) je redlnad matice, funkce u; = u;(t)
jsou realné funkce redlné proménné a c¢; jsou realné ¢isla proi = 1,...,n.
Oznaéime-li ¢ = (c1,...,¢,)7 au = (ug(t),...,us(t)), mizeme soustavu
zapsat v maticovém tvaru

u=Au a u(0)=c

V tvodu predchozi kapitoly jsme si fekli, Ze jedna obycejné diferencialni
rovnice u'(t) = au(t) s poéateéni podminkou u(0) = ¢ ma jednoznalné
urcené feseni u(t) = c-e®. Miizeme se proto pokusit najit analogicky vzorec
pro FeSeni soustavy o n neznamych funkcich.

Pokud je matice A diagonalizovatelné a

A=ME;+ -+ \E;

je jeji spektralni rozklad podle Véty 10.15, mtzeme se pokusit definovat
matici funkci redlné proménné ¢ jako

eAt — e)\ltEl 4t eAktEk.

Matici funkci redlné proménné muzeme derivovat tak, ze derivujeme kaz-
dou funkci zvl4st. Takto definovand matice redlnych funkci méa nésledujici
vlastnosti.

Tvrzeni 15.8 Je-li A diagonalizovatelnd matice fddu n a

A=ME; + -+ NE;
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jeji spektralni rozklad, pak matice funkci
eAt — ex\ltEl NN BAktEk.
md ndsledujici vlastnosti

d €At

g = A
A-eA = ALA,
P s
I, = 0.

Ddle vektor funkci u = ec je jedingm 7eSenim soustavy obycejnich
linedrnich rovnic v’ = Au s pocdtecnimi podminkami u;(0) = ¢; pro i =
1,2,....n.

Dukaz. Abychom dokézali prvni rovnost, dosadime za e podle defi-
nice. Dostaneme

d eAt k k k
= S XNeME; = O NE)O ME) = A - eA
=1 =1 =1

V dtikazu druhé rovnosti postupujeme podobné.

k k k
A e = (Z )\ZEZ)(Z N'E;) = Z N EE; =
i=1 J=1 =1

k k
O eME)DNE) = et - A
j=1

i=1

Také tfeti rovnost dokazeme analogicky.

k k k
e AteAt (Z /\ie*)‘itEi)(Z )\je)‘thj) = Z ef’\ite)‘itE? =
i=1 j=1 i=1
k k k
= Y Ei =1L =_NYE)D Ne ME;) = eAle A
i=1 j=1 i=1

A

Posledni, ¢tvrtd rovnost vyplyva ihned pifmo z definice eA! a vlastnosti

spektralnich projektori E;.

k k
60 = ZGOEi = ZEZ = In.
i=1 =1
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Z prvni rovnosti ihned dostaneme, ze vektor funkci

u:c-eAt

je feSenim soustavy u’ = Au, u(0) = c.
Je-li néjaky dalsi vektor funkci v(t) feSenim téze soustavy, tj. plati-li
v/ = Av a v(0) = c, spo¢itdme napied

k
e A — Z e_)‘itEiv.
i=1

Odtud dostaneme

d (e Av) i it u At —A¢ —At_/
— = _Z)‘ie ZEiV‘FZ@ YEV = —A-e Mvte My =
i=1 i=1
= —eMAv4e Ay = A—AV+ V) = 0.

Aty jsou konstantni. V bodé t = 0

Odtud plyne, Ze vSechny funkce v e~
maji hodnoty
Ov(0) =I,c=c,

At

a tedy e Afv = c. Vynasobime posledni rovnost zleva matici et a dosta-

neme

At —At, _ At

V=€ e Cc—=u.

Tim je dokazana jednoznaénost feseni u = eAtc. O

Mnoho fyzikalnich nebo biologickych procesi lze modelovat pomoci sou-
stavy diferencidlnich rovnic u’ = Au, u(0) = c. UkdZeme si jeden piiklad.

Uloha 15.1 V case t = 0 vstiikneme do buriky ¢islo 1 jednotkové mnoZstvi
néjaké latky (léku). Latka se $iri z buniky c¢islo 1 do buriky ¢islo 2 bunécnou
membrdanou. Predpokldddme, Ze rychlost sirent latky z bunky 1 do bunky 2
je primo umeérnd jeji koncentraci v burice 1. Koeficient primé umérnosti
oznacime «. Stejné tak predpokldidame, Ze rychlost sivent ldtky z buriky 2
do bunky 1 je primo dmernd koncentraci této latky v bunce 2, koeficient
primeé umeérnosti oznacime (. Z fyzikdlniho vyznamu koeficientu o, 8 vyplyvd
predpoklad o, B > 0. Urcete koncentrace ldatky v obou burikdch v libovolném
caset > 0.

Reseni. Ozna¢ime koncentraci latky v prvni buiice v ¢ase ¢ jako u1(t).
Podobné us(t) oznacuje koncentraci latky v druhé buiice. Z uvedenych pred-
pokladi vyplyvaji nasledujici rovnice pro funkce uq(t) a ug(t)

ui(t) = Pug(t) —aw(t),
uh(t) = auy(t) — Bus(t),
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a pocateéni podminky uq(0) = 1, uz(0) = 0.
V maticovém tvaru soustavu zapiSeme jako u’ = Au a u(0) = ¢, kde

() () e e (8)

Podle pfedchoziho Tvrzeni 15.8 miiZzeme zapsat feSeni ve tvaru u = e
Matice A ma charakteristickou rovnici tvaru

Atc.

(—a—=AN)(=B—-X) —afB =X+ (a+p)A=0.

Vlastni hodnoty matice A jsou proto A\; =0 a Ay = —(a + 3). Protoze jsou
vlastni hodnoty rizné, je matice A diagonalizovatelna podle Tvrzeni 10.13.

Vlastni vektory pfislusné vlastnimu c¢islu A\; dostaneme jako feseni ho-
mogenni soustavy linearnich rovnic s matici

A—OIng:<_aa _%)

kterd ma feSeni ve tvaru nasobkii vektoru (3, a)7.
Podobné najdeme vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢islu Ay = —(a+3)
jako Teseni homogenni soustavy linedrnich rovnic s maticci

A+(a+ﬂ)12:<§ g)

ktera ma feseni ve tvaru nasobkt vektoru (1, —1)T.
Podle dikazu Spektralni véty pro diagonalizovatelné matice 10.15 mii-
zeme k vypoctu spektralnich projektori E; a Eo pouzit regularni matici

(0 )

Spocitame inverzni matici

a matice
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Podobné
- 00 -1 1 o —ﬂ
E2_P<O 1>P _a—l—ﬁ<—a ﬁ)
Proto
At _ 1 o0t s B 4+ o~ (atB)t a —p
a+p a « —a f
a tedy

() = a2 a) e (5 7))
ua(t) a+ a o —-a f 0

- s e )

o o —(at+p)t

a+ a+,8€

Limita pro ¢ — oo se pak rovna

. B : o«
tligloul(t)_a——kﬂ’ tlggow(t)_a—kﬂ'

O
Filtry odstranujici Sum

V zavéru piedchozi kapitoly jsme si ukazali rozklad matice A = UDV7”,
kde U a V jsou ortogonalni matice, a

pro regularni matici D, , fadu r. Tento rozklad je uzitecny pfi odstranovani
Sumu v néjakych datech. Pfedpokladame, Ze nase data jsou v podobé matice
A tvaru m x n. NapiSeme si jeji rozklad

T
A:U< DSXT g )VT:ZUz‘UinT’
i=1

kde u; je i-ty sloupec ortogonélni matice U fadu m a v; je j-ty sloupec
orotogonalni matice V ftddun a o1 > g9 > --- > o, > 0 jsou singulérni
hodnoty matice A.

Oznacime si uinT =Z; proi=1,...,r. Podle Piikladu 8.8 predpis

< B|C >=tr(BTC)
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definuje skalarni souéin na prostoru R™*™ realnych matic tvaru m x n.
Spocitame, ze

< Zi|Zi >=1
proi=1,2,...,ra
< Zi|Zj >=0,
pokud ¢ # j. To znamend, ze posloupnost matic Zi,Zs,...,Z, je ortonor-
malni a vyjadieni
T
A=) 0Z
i=1

je Fouriertiv rozklad matice A podle Definice 8.15.

Cim véts je singularni hodnota o, tim vétsi ¢ast nagich dat je ve “sméru”
matice Z;. Pokud predpokladédme, ze Sum je v datech obsazen “ndhodné”,
nezavisle na sméru, muzeme predpokladat, Ze v kazdém sméru je priblizné
stejné mnozstvi Sumu. Zvolime néjaké k. Potom ve vyrazu

Okt1Lgy1 + -+ + 042y
je obsaZena pomérné mala ¢ast dat a vétsi ¢ast Sumu, zatimco ve vyrazu

0'1Z1 + ---aka

je obsazena mnohem vétsi ¢ast dat nez Sumu. To vysvétluje, ze pokud misto
matice
T
A = Z Jizi
i=1

pracujeme dale s matici
k
A/ = Z Jizi
i=1

bude mit novd matice A’ vétsi pomér data/Sum nez pivodni matice A.
Volba vhodného k zavisi na konkrétni aplikaci. Dobrym pocate¢nim kro-
kem je zvolit takové k, aby rozdil o — o;1 byl co nejvetsi.
Tato myslenka odfiltrovani Sumu z dat se pouziva napriklad v nékterych
vyhledavacich, ve filtrech odstranujicich spamy, atd.

Vyhledavace

Pfedstavme si, ze méame posloupnost slov (termint) 77, ..., T, jejichz
vyskyt v dokumentech Dy,..., D, néas zajima. Kazdy dokument D, pro-
hlédneme a najdeme frekvenci (pocet vyskytt) fi; kazdého terminu T; v
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dokumentu D;. Ziskdme tak frekvencéni matici F = (f;;) tvaru m x n. Kaz-
dému dokumentu D; tak rovnéz pfifadime vektor f; = F,;, sloupcovy vektor
matice F. Vétsina prvkid matice F se bude rovnat 0.

Nzni polozime dotaz q = (q1,...,q,)", kde ¢; = 1, pokud nés zajima
termin T; a ¢; = 0, pokud néas termin 7; nezajima. Jako miru toho, jak
se vektor (dotaz) q lisi od frekven¢niho vektoru f; dokumentu 7; mtzeme
zvolit standardni skalarni soucin

qTfj _ qTFej
lall - [1d; ] [lall - [[Fe;||’

Cos vy =

kde e; je j-ty vektor standardni baze prostoru R™*!. Pokud je | cos oj| > 7
pro né&jakou zvolenou hranici 7, tak dokument D; povaZujeme za relevantni
a zafadime jej do odpovédi na dotaz q. Volba vhodného 7 je zélezitosti
zkusenosti a umeéni.
Pokud jsou sloupce matice F predem normalizovany, tj. maji délku 1,
pak vektor
' F = (cosay, cos s, ..., cos ay)

umoziuje posoudit relevanci kazdého dokumentu D;.

Musime ale pfedpokladat, ze frekvencéni matice F je zatiZena Sumem,
ktery pochéazi z prekleptd v dokumentech, nejednoznacnosti v pouzivani ja-
zyka, atd. Soufadnice vektoru q’F proto nejsou piilis spolehlivou mirou
relevance dokumentt pro dotaz q. Pouzijeme proto predchozi metodu od-
straniovani suku pomoci SDV-rozkladu. NapiSeme si matici F = UDV7 ve
tvaru

n
F=UDV" =) ouv/,
=1

a misto matice F budeme dale pracovat pouze s matici
k
T
Fk = Z g;u;v; .
i=1

Misto ¢isel cos a; tak dostaneme cisla

T
q’ Fre;
cosfB; = —————.
7 lall - [[Frey



