Kapitola 10

Vlastni ¢isla a vlastni
vektory

Zakladni motivace pro studium vlastnich ¢isel a vektorti pochézi z teorie
feSeni diferencialnich rovnic. Tato teorie Fika, Ze obecné feseni linearni dife-
rencidlni rovnice v’ = Au, kde u(t) je nezndma redlné funkce realné proménné
t, je tvaru u(t) = ae, kde « je realné ¢islo. Podobné soustava linearnich
diferencidlnich rovnic

u'l = Tui; — 4us
u'2 = bui; — 2usy
ma FeSeni ve tvaru
= ale)‘t, Uy = age”

pro vhodné realnd ¢isla aq, ag, A. Pokud tato vyjadfeni zderivujeme podle ¢
a dosadime do pivodni soustavy diferencidlnich rovnic, dostaneme

al)\e)‘t = 7a16’\t — 40(26)‘t
ag)\e)‘t = 5a16’\t — 20426”,
tj.
atA = Tag —4as
ag)\ = 50[1 - 2042,
neboli
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V maticovém tvaru muzeme tuto soustavu vyjadrit jako

Ax =)Xx, kde A= [ a x=[ ).
5 —2 a9

Tato soustava ma trivialni feSeni x = 0, které pro libovolné A vede k nu-
lovym funkcim wi,us. To neni ptili§ zajimavé feSeni. Zajimaji nas spis ty
hodnoty skalaru A, pro které existuje nenulové feSeni soustavy Ax = Ax,
tj. soustavy (A — AI)x = 0. Nenulové feSeni existuje pravé kdyz je matice
A — I singulérni, tj. pravé kdyz det(A — AI) = 0. Nenulové feseni proto
existuje pouze pro hodnoty A vyhovujici kvadratické rovnici

(T—X)(=2—\)+20=0,
tj.
A2 —BA+6=0.

Tato kvadraticka rovnice mé feseni A = 2 a A = 3. Pro A = 2 hleddme feSeni
homogenni soustavy s matici

5 —4
e (201)

ktera m4 feseni tvaru x = a(4/5,1)T. Hodnota A = 2 tak vede k nasleduji-
cimu Feseni puvodni soustavy diferfencialnich rovnic

_ Cat 2t 4/5
a=(2)-2(¥)

Druhé feseni kvadratické rovnice A = 3 vede k homogenni soustaveé s matici

4 —4
(1)

ktera m4 feseni x = b(1,1)7. Hodnota A = 3 pak vede k feseni

oe(2)-2(2)

Lze dokazat, Ze kazdé feSeni ptivodni soustavy diferencialnich rovnic u’ =
Au je linearni kombinaci téchto dvou feseni u; a us.
Uvedené tloha vede k nasledujici definici.
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Definice 10.1 Pro c¢tvercovou matici A tddu n s redlnymi (komplexnimsi)
proky definujeme vlastni Cislo matice A jako komplexni cislo A, pro které
plati Ax = \x pro néjaky nenulovy vektor x € R™1(C™ 1), Je-li \ viastni
¢islo matice A, pak kazdé veseni soustavy linedrnich rovnic (A — \I,)x = 0
nazyvdme vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu cislu . MnoZinu

vSech vlastnich cisel matice A nazyvame spektrum matice A a oznacujeme
ji o(A).

Z definice tak primo plyne, Ze pro komplexni matici A fadu n a kom-
plexni ¢islo A plati A € o(A) pravé kdyz matice A — A, je singuldrni, coz
je pravé kdyz det(A — MI,,) = 0. Posledni podminka tik4, jak najit vlastni
¢isla néjaké matice, pokud existuji.

Definice 10.2 Je-li A ¢tvercovd matice tadu n s redlnymi (komplexnimsi)
proky, pak pro kazdé redlné (komplexni) ¢islo A definujeme hodnotu p(\) =
det(A — AL,). Funkci p(\) nazgvdme charakteristicky polynom matice A.
Rowvnici p(\) = 0 nazgvdme charakteristickd rovnice matice A.

Pro dtikaz Tvrzeni 10.4 budeme potfebovat nasledujici obecnou vétu,
které se tika zdkladni véta algebry. Jeji diikaz je hodné obtizny a prekracuje
ramec tvodniho kurzu linearni algebry. Uvedeme si ji proto bez dikazu.

Véta 10.3 Je-li f(z) = byz™ + by 12" L+ - + bz + by polynom stupné
n > 1 s komplexnimi koeficienty, pak jej lze vyjadrit ve tvaru

f(@) = ba(x — B1)" (w = Ba)2 - (x = Bi)",

pro néjakd komplexni ¢isla B, ..., Br a kladnd celd ¢isla Iy, ..., I, pro kterd
plati ly + 1o+ -+l = n.

Cisla 31,..., B se nazyvaji koreny polynomu f, ¢slo [; se nazyva na-
sobnost kofenu f;.

Tvrzeni 10.4 Pro komplexni ctvercovou matici A = (a;j) Tddu n plati

e charakteristicky polynom matice A 7dadu n je polynom stupné n s ve-
doucim koeficientem rovnym (—1)",

o komplexni cislo A je vlastnim cisla matice A prdvé kdyzZ je korenem
charakteristického polynomu p(\) matice A,

e matice A ma n vlastnich komplexnich cisel, pocitame-li kazZdé tolikrdt,
kolik je jeho mdsobnost jako kotene charakteristického polynomu,
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e pokud je A redlnd matice, pak A\ € o(A) prdvé kdyz X € o(A).

Dikaz. Prvni tvrzeni vyplyva z definice determinantu. Plati

air — A a2 o Qin
asy gy — A .- azp
A -, =
anl an2 Cee Qpp — A

Vyjdeme-li z definice determinantu, je pfedevsim je zfejmé, ze determinant
matice A — A\I,, je polynom v proménné A. V soucinu diagonalnich prvki
(odpovidajicimu identické permutaci)

(a11 = A)(ag2 — A) -+ (@nn — A)

dostaneme po roznasobeni, ze koeficient u A" je (—1)" a koeficient u A\"~*
je (=) 13" | ay. V jakémkoliv jiném souéinu odpovidajicim neidentické
permutaci p € S,, se musi objevit aspon dva prvky mimo hlavni diagonalu,
po pripadném roznasobeni se tak miZe objevit neznamé A s koeficientem
nejvyse n — 2. Proto je koeficient u A" v charakteristickém polynomu ma-
tice A roven (—1)" a koeficient u A" ! se rovna (—1)""* 3" ; a;;. Podobné
muiZete najit koeficienty u kazdé mocniny A% pro k = 2,3,...,n.

Druhé tvrzeni plyne pfimo z definice vlastniho ¢isla a charakteristického
polynomu.

Treti tvrzeni plyne zase ze zakladni véty algebry.

Ctvrté tvrzeni plyne z toho, 7e je-li p(\) = by A" +b, 1 A" L4 b AL+
bo = 0 a koeficienty bg, b1, . .., b, polynomu p jsou realna ¢isla, pak rovnéz

POV = b X" + by N DA+ by = 0.

Je-li tedy \ vlastni éislo realné matice, pak také X je vlastni éislo této matice.
O

Kazdé vlastni ¢islo A matice A je kofenem charakteristického polynomu
p(A) matice A a mé tedy néjakou nasobnost coby kofen polynomu p(\). Tuto
nasobnost budeme rovnéz nazyvat algebraickd ndsobnost charakteristického
¢isla A, ptripadné algebraickd dimenze charakteristického ¢isla .

Reélna matice nemusi mit zadné realné vlastni ¢islo. Pokud je ale navic
symetricka, pak je kazdé vlastni ¢islo této matice redlné. Podobné tvrzeni
plati i pro hermitovské matice, tj. pro matice s komplexnimi prvky, pro které
plati B = B*.
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Tvrzeni 10.5 Je-li A redlnd symetrickd matice, pak kazdé vlastni &islo ma-
tice A je redlnée. Podobne, je-li B hermitovskd matice, pak kazZdé vlastni ¢islo
matice B je redlné.

Dukaz. Dtkaz stac¢i provést pro hermitovské matice, nebot kazda syme-
trickd matice je hermitovska. Je-li A € o(B) a x # 0 vlastni vektor pfislusny
vlastnimu ¢islu A, pak plati x*x # 0 a Ax = Bx. Z posledni rovnosti vy-
plyva pomoci prechodu ke komplexné konjugovanym maticim také rovnost
Ax* = x*B*, a tedy také

x*x(A =) =x*(A\ - V)x =x"Bx — x*B*x = 0,

nebof B = B*. Proto A = \. O

Cviceni 10.1 Dokazte, Ze kazdé vlastni cislo kososymetrické matice nebo
kosohermitovské matice je ryze imagindrni.

Tvrzeni 10.6 Je-li A ¢tvercovd redind (komplexni) matice radun, P redlnd
(komplexni) requldrni matice stejného vddu a B = P~LAP, pak obé matice
A a B maji stejny charakteristicky polynom, a proto rovnéz o(A) = o(B),
tj. obé maji také stejné spektrum.

Dukaz. Podle Véty 10.15 o soucinu determinantt plati pro kazdy realné
(komplexni) ¢islo A

det(A — AI,) = detI,det(A — \I,) = det(P~'P)det(A — \I,,) =
= detP ldet(A — AI,)detP = det(P~1(A — \I,,)P) =
= det(P!AP - P I\L,P) =
= det(B — \L,).

O

Dusledek 10.7 Predpokladame, Ze V je vektorovy prostor nad redlnymi
(komplexnimi) ¢isly a F : V. — V je linedrni zobrazeni. Ddle predpokld-
dame, ze A a B jsou dvé baze prostoru V. Oznacime A matici [F] 4 linedr-
niho zobrazeni F' vzhledem k bazi A a B matici [F|g zobrazeni F' vzhledem
k bazi B. Potom jsou charakteristickeé polynomy obou matic A a B stejné a
plati rovnost o(A) = o(B).
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Diikaz. Podle Tvrzeni 7.13 plati [F]g = P7[F]|4P, kde P = [I|54 je
matice pfechodu od béze A k bazi B. ProtoZe matice pfechodu [I|p4 je
regularni, plynou vSechna tvrzeni bezprostiedné z pfedchoziho Tvrzeni 10.6
O

Tento dusledek ukazuje, ze vlastni ¢isla a spektrum jsou spise vlastnosti
linedrnich zobrazeni nez pouze vlastnosti matic. Kazda realna (komplexni)
matice A faddu n urcéuje linedrni zobrazeni F' : R" — R" (F : C" — C")
predpisem F'(x) = Ax. Matice A mé vlastni ¢islo A pravé kdyz existuje ne-
nulovy vektor x € R"(C"), pro ktery plati Ax = Ax. Pro linearni zobrazeni
F urcéené matici A pak plati

F(x) = Ax = Ax.
Tyto avahy vedou k nasledujici definici.

Definice 10.8 Je-li F': V — V linedrni operdtor na redlném (komplexnim)
vektorovém prostoru V, pak skaldr A nazyvdme vlastni ¢islo linedrniho ope-
ratoru A pokud ezistuje nenulovy vektor x € V, pro ktery plati F(x) = Ax.
Je-li X vlastni c¢islo operdtoru F, pak kaZdy vektor x € V, pro ktery plati
F(x) = Ax, nazgvame vlastni vektor linedrniho operdtoru F prislusny vlast-
nimu c¢islu X. MnoZinu vSech vlastnich ¢isel operdtoru F oznacujeme o(F')
a nazyvdame spektrum operdtoru F.

Bezprostienim diisledkem Tvrzeni 10.4 je nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 10.9 Je-li F : V — V linedrni operdtor na komplexnim vektoro-
vém prostoru V, pak existuje vlastni c¢islo X operatoru F.

Pokusime se vyjasnit, do jaké miry lze matici linedrniho operatoru F :
V — V zjednodusit vhodnou volbou béze BB prostoru V.

Definice 10.10 Linedrni operdtor F' : V. — V na redlném (komplexnim)
vektorovém prostoru V se nazyvd diagonalizovatelny, pokud existuje bdze B
prostoru V, pro kterou plati, Ze matice [F|g operdtoru F vzhledem k bazi B
je diagondlni.

Redlnd (komplexni) matice A fddun se nazyvd diagonalizovatelnd, pokud
existuje reguldrni redlnd (komplexni) matice P vadu n, pro kterou plati, Ze
soucin P~YAP je diagondlni matice.

Plati tedy, ze linedrni operator F' : V — V je diagonalizovatelny praveé
kdyz je diagonalizovatelnd matice [F]4 tohoto operatoru vzhledem k libo-
volné bazi A prostoru V. Ne kazda matice je ale diagonalizovatelna.
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Uloha 10.1 Dokaste, Ze matice
0 1

Reseni. Pro matici A plati A2 = 0. Pokud by byla diagonalizovatelna,
existovaly by regularni matice P a diagonalni matice D takové, 7e P~'AP =
D. Potom by platilo

nent diagonalizovatelnd.

D? =P !APP 'AP =P !A’P =0,

proto rovnéz D = 0, a tedy A = PDP~! = 0, coz je spor. Matice A proto
neni diagonalizovatelna. O

Nasledujici tvrzeni udava nutnou a postacujici podminku pro diagonali-
zovatelnost.

Tvrzeni 10.11 Linedrni operdtor F' : V. — V na redlném (komplexnim)
vektorovém prostoru V je diagonalizovatelny prdvé kdyZ existuje bdze pro-
storu V sloZend z vlastnich vektoru operdtoru F'.

Ctvercovd (komplezni) matice A vddu n je diagonalizovatelnd pravé kdyz
existuje bdaze prostoru R™(C™), kterd je sloZend z vlastnich vektori matice

A.

Dukaz. Nejdrive dokézeme druhou ¢ast tykajici se matic. Pokud je ma-
tice A diagonalizovatelnd, existuje regularni matice P a diagonalni matice
D, pro které plati P~"!AP = D, neboli AP = PD. Ozna¢me

A O - 0
0 X -+ O
D= . )
0 0 - M\,

Potom plati
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Pro kazdé k = 1,2,...,n tak plati AP, = \iP,;. Kazdy sloupcovy vek-
tor P, je tak vlastnim vektorem matice A pfislusnym vlastnimu ¢islu Ag.
Matice P je reguléarni, jeji sloupcové vektory jsou proto linearné nezavislé a
tvori tak bazi prostoru R"(C").

Pokud naopak existuje baze uy,...,u, prostoru R"(C") sloZena ze sa-
mych vlastnich vektorti matice A, plati pro kazdé k =1,2,...,n, Zze Aug =
Apug pro néjaké skalary ;. Oznacime P = [uj|ug|---|u,], tato matice je

regularni, protoze sloupce jsou linedrné nezavislé. Dale oznacime

A O - 0
0 N -+ 0
D= L )
0 0 - M\,

Stejné jako v pfedchozi ¢asti dikazu ukazeme, ze potom AP = PD, neboli
P~!AP = D, matice A je proto diagonalizovatelna.

Nyni dokazeme prvni ¢ast tvrzeni. Predpokladejme, Ze operator £ : V —
V je diagonalizovatelny. Necht B : uj,ug, ..., u, je baze prostoru V takova,
ze matice [F|g = (d;j) je diagonalni. Potom pro kazdé i = 1,2,...,n plati

F(ul) = duuz

To znamena, ze kazdy vektor baze B je vlastni vektor operatoru F.

Je-li naopak baze B = uy,...,u, baze prostoru V slozena ze samych
vlastnich vektori operatoru F', existuje pro kazdé ¢ = 1,...,n skalar \;
takovy, ze F'(u;) = A\ju;. Oznacme

A O - 0
0 X -+ 0
D = o )
0 0 - M\,

Potom plati [F]z = D, operétor F je proto diagonalizovatelny. O

V prvni ¢asti posledniho diikazu jsme dokéazali rovnéz nasledujici jedno-
duchy dtsledek.

Dusledek 10.12 Je-li A c¢tvercovd matice 7adu n a P reguldrni matice
takovd, ¢ P"'AP = D, pro néjakou diagondini matici D, pak na hlavni
diagondle matice D jsou vsechna vlastni ¢isla matice A.

Nasledujici tvrzeni ukazuje postacujici podminku, kdy jsou néjaka ma-
tice nebo linearni operator diagonalizovatelné.
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Tvrzeni 10.13 Jsou-li Aq,..., \,, navzajem riznd vlastni éisla matice A
radu n a u; # 0 je vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu cislu A;
pro libovolné ¢ = 1,...,m, pak je posloupnost vektori uy,..., U, linedrné
nezavisld.

Md-li matice A vddu n celkem n navzdjem ruznych vlastnich cisel, pak
je diagonalizovatelnd.

Md-li linedrni operdtor F' : V. — 'V celkem n navzdjem ruzngch vlastnich
cisel, pak je diagonalizovatelny.

Dukaz. K dtkazu prvni ¢asti staci dokazat, Ze pro kazdé k = 1,...,m,
jsou vektory uy,...,u; linedrné nezavislé. Toto tvrzeni ziejmé plati pro
k = 1, protoze vektor u; # 0. Pokud je k£ = 2,...,m, tak budeme pted-
pokladat, Ze posloupnost uj,...,ui_1 je linedrné nezavisla a dokazeme, ze
také posloupnost uy, ..., u; je linedrné nezavisla.

Necht tedy plati

aju; +agug + -+ apu, =0
pro néjaké skalary ay, ..., ar. Potom také
A(aiuy + agug + - - - 4+ apug) = ardug + aghoug + - - + apApug = 0.

Rovnéz plati
Apaiuy + Agasus + - - - + Agagug = 0.

Odectenim poslednich dvou rovnosti dostaneme

(A1 — Ap)arug + (A2 — Ap)agug + - -+ + (Mg — A\g)agug, = 0,

tj.

(A1 — Ap)aiug + (A2 — Agp)agug + - - - + (Ag—1 — A\p)ag—1ui—1 = 0.
7 linearni nezavislosti vektort ui,...,u;p_1 a vzajemné rlznosti skalart
Al,...,A\r plyne a1 = as = --- = ap_1 = 0, a proto musi platit azu; = 0.

Protoze ui # 0, dostavame také ag = 0.

Pokud méa matice A celkem n navzajem riaznych vlastnich ¢isel a jsou-li
u; # 0 vlastni vektory prislusné vlastnim ¢islim A; proi = 1,2, ..., n, pak je
posloupnost vektort uy, ..., u, linedrné nezavisla podle prvni ¢asti dikazu
a tedy bazi prostoru R"(C™). Matice A je proto diagonalizovatelna podle
Tvrzeni 10.11. O
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Tvrzeni 10.14 Ctvercovd redlnd (komplexni) matice A ¥ddu n je diagona-
lizovatelnd prave kdyz pro kazdé vlastni ¢islo X matice A plati, Ze algebraickd
ndsobnost A se rovnd dimenzi nulového prostoru matice A — A\, tj. cislu

dimN(A — AL,).

Dikaz. Je-li matice A diagonalizovatelna, existuje regularni matice P,
pro kterou plati P~!AP = D, kde D je diagonalni matice. Na hlavni
diagonéle matice D jsou vlastni ¢isla A1, Ag,..., A, matice A podle Da-
sledku 10.12. Budeme ptredpokladat, ze pfesné k z téchto vlastnich ¢isel se
rovnd né&jakému redlnému (komplexnimu) éislu A, tj. Ze algebraicka nasob-
nost vlastniho ¢isla A se rovna k. Diagonalni matice D — AL, ma potom
préavé k nul na hlavni diagonéle, jeji hodnost je proto n — k. Protoze

A -\, =P(D - \L,)P

ma matice A — I, také hodnost n— k. Jeji nulovy prostor mé proto dimenzi
k.

K dtikazu obracené implikace budeme pfedpokladat, ze Aj,..., A\ jsou
vSechna navzdjem ruznd vlastni ¢isla matice A. Algebraickou nésobnost
vlastniho ¢isla A; oznacime m; pro ¢ = 1,...,t. Podle Zékladni véty al-
gebry 10.3 plati

mi+meg+---4+mg=n

a podle pfedpokladu o matici A dostavame m; = dimN(A — \]I,,) pro
i=1,2,...,t.
V kazdém z podprostortt N (A — \;I,,) zvolime bazi

X1y X2y -+ oy Ximy -
Dokazeme, Ze posloupnost vektoru
X11,X12y - -+ 5 XImy, X21, X225 - - -5 X2mgy - - -5 Xt1, X2y - - -5 Ximy

je linedrné nezavisla.
Pokud
t my
> 2 aixi; =0
i=1j=1

pro né&jaké skalary a;;, oznacime

m;
yi = Z A5 Xij
Jj=1
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proi=1,...,¢t.
Potom y; € N(A — \;1,,), tj. y; je vlastni vektor matice A odpovidajici
vlastnimu ¢islu \;, pro kazdé i = 1,...,t. Kromé toho

yi+ys+---+y:=0.

Pokud by byl néktery z vektoru y; # 0, oznacili bychom symbolem J ne-
prazdnou mnozinu {i = 1,2,...,¢t : y; # 0}. Z posledni rovnosti bychom

pak dostali

> yi=0,

ic
tj. vektory y; pro i € J by byly linedrné zavislé. ProtoZe jsou to vlastni
vektory odpovidajici réiznym vlastnim ¢islim matice A, dostali bychom spor
s Tvrzenim 10.13. Proto y; = 0 pro kazdé i = 1,2,...,t.

Protoze
m;
0=y = Z aijXij
Jj=1
a vektory X;1, . .., X;m, tvofi bazi podprostoru N' (A —\;1,,), plati a;; = a0 =
-+ = ajm, = 0 pro kazdé i = 1,...,t. Posloupnost vektort
X115 X125« -+ X1y X21, X225 - -+, X2migy - -+ X1y X2, - -+ 5 Xty

je proto skutecné linearné nezavislé, a protoze obsahuje n prvki, tvoii bazi
prostoru R™*1(C™*1), Prostor R"*1(C"*1) tak m4 bézi sloZzenou z vlastnich
vektorti matice A, matice A je proto diagonalizovatelna podle Tvrzeni 10.11.
Od

Nasledujici véta je casto nazyvana spektrdlni véta pro diagonalizovatelné
matice.

Véta 10.15 Ctvercovd matice A vddu n se spektrem o(A) = {\1,..., \}
je diagonalizovatelnd prdvée kdyZ existuji matice E1, ..., Ey fddu n, pro ktere
plati

1. A =ME{ 4+ XEs+ -+ MEy,
E? =E,; pro kazdé i =1,2,...,t,

(2

E;E; = 0 pro libovolné dva rizn€ indexy i,j = 1,2,...,1,

e e

Ei+E+---+E, =1,.

Dale pro diagonalizovatelnou matici A plati, Ze
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5. matice E; jsou jednoznacné urcené matici A a vlastnostmi 1, 2, 8, 4,

6. hodnost kazdé z matic E; se rovnd algebraické ndsobnosti charakteris-
tickeho cisla \;,
7. je-li f(x) = co+crx+-- - cpa® libovolny polynom s komplexnimi koefi-

cienty, pak platt

fA) =col,+arA+ -+ AP = F(M)E1 + f(M)Ea+- -+ f(\) Eg,

8. néjakd matice B komutuje s matici A pravé tehdy, kdyZ komutuje s
kaZdou z matic E; proi=1,2,...,t.

Dukaz. Oznacime m; algebraickou nasobnost vlastniho ¢isla A\; pro i =
1,2,...,t. Z diagonalizovatelnosti matice A pak vyplyva existence regularni
matice P fadu n, pro kterou plati

M, 0 e 0
L 0 Aelp, - 0
P AP = ) . . :
0 0 o ML,
Oznacime pro ¢ = 1,2,...,t symbolem D; matici, kterou dostaneme z

blokové matice na pravé strané posledni rovnosti tak, ze nahradime vSechny
vyskyty vlastniho ¢isla A; ¢islem 1 a vyskyty ostatnich vlastnich ¢isel A; pro
j # i ¢islem 0. Naptiklad

0 O 0

0 I, 0
D, = )

0 O 0

Potom plati

I, = Di+Dy+---+ Dy
P AP AMDy + AeDg + - + A\ Dy,
A = MPDP '+ \PDP ' +... 4+ ,PD,P L.

Polozime E; = PD;P~! pro i = 1,2,...,t a dostaneme tak ze t¥eti
rovnosti vlastnost 1. Protoze DZ2 = D; a D;D; = 0 pro libovolné rtzné
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indexy 7,57 = 1,2,...,t, dostdvame

E? = PD,P'PD,P ! =PD,P ' =E,
EE; = PD,P'PD,P !'=PD,D,P ' =0,
E;+ - -+E = PD;+ - +D)P!=PL,P'=1,
coz dokazuje vlastnosti 2, 3, 4.
Abychom dokézali opa¢nou implikaci, budeme predpokladat, Ze pro ma-
tici A existuji matice Eq, ..., E; splnujici podminky 1, 2, 3, 4. Jako prvni
krok dokazeme, ze plati

S(E1+ -+ Ej) = S(Ex) + - + S(E))

pro kazdé j =1,...,t. Je-li x € S(E1 + - - + E;), existuje vektor y € C"*!
takovy, ze

Jelikoz E;y € S(E;) pro kazdé i = 1,..., j, plati
x=Eiy+ - -+EjyeSE)+ - +SE)),

proto S(E; +--- + E;) CS(Eq) +--- + S(E;j).
K dukazu opacné inkluze predpokladejme, Ze

x € S(Ey) + -+ S(Ej).

Existuji tedy vektory x; € S(E;) proi =1,...,j takové, ze x = x1+- - - +X;.
7 x; € S(E;) plyne existence vektoru y; € C"*!, pro ktery plati x; = E;y;.
Potom plati

J J J J J
(ZEZ)X = (ZEz)(ZXz) = ZZszk = ZZEzEk}’k =
i=1 i=1 k=1 i=1k=1 i=1 k=1
J J
= Y Eyi=) x=x
=1 =1

Tim je dokadzana opacna inkluze S(E1 + --- + E;) D S(E1) +--- + S(E;j).
Dale dokazeme, ze pro kazdé j = 1,...¢t — 1 plati

S(E1+ -+ Ej) N S(Ej41) = {0}
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Pokud x € S(E1 + -+ + E;) N S(Ej41), existuji vektory y,yj+1 € cnxl
takové, ze
x=E1+ - +Ej))y=Ej1yj1.

7 této rovnosti a z podminek 2, 3 dostavame

J
x=Ejnyjn =EinEjnyin = Ej(Ei++E)j)y = Y EjnEy =0,
i=1
¢imz je rovnost S(Eq + - -+ E;) N S(Ej41) = {0} dokazana.
Z této rovnosti, z dfive dokdzané rovnosti S(E; +--- + E;) = S(E1) +
-+ S(E;), a opakovanym pouzitim Tvrzeni 6.22 pak dostaneme

n = dimS(I,) =dmSE;+ -+ Ei1 + E;) =
= dim(S(Ey) 4+ S(Bp_1) + S(Ey)) =
— dim(S(Ey 4+ Byy) + S(E)) =
= dimS(E;+---+E; 1) +dimS(E;) —
—dim(S(Ey + - + Ej) N S(Ejp)) =
= dimS(Bi+ - +Eyo+ E_1) + dim S(E,) =

Ozna¢ime n; = dimS(E;) pro i = 1,...,t. V kazdém z podprostort
S(E;) zvolime bazi x;1, ..., Xip,. Posloupnost vektori

X1ly+ -3 Xlngy X215+ -+ 5 X209y« + o 3 X1y« - o 5 Xiny

generuje podprostor C"*!, ktery obsahuje kazdy z podprostorit S(E;) pro
i=1,2,...,t, a tedy také jejich soucet S(E1) + -+ S(E¢) = S(E1 +--- +
E;) = S(I,,) = C™*L. V posloupnosti je celkem nj + - - - +n; = dim S(Eq) +
-+ 4+ dimS(E;) = n prvki, a protoze generuje prostor C"*! ktery mé
dimenzi n, musi byt rovnéz linearné nezavisla podle Tvrzeni 6.9, a tedy
béze prostoru C™*1.

Sloupcovy prostor matice

Q = [xa1] -+ [X1ng [X21| - [Xong | - - [%a1| -+ - Xy

mé proto dimenzi n a matice Q je tak regularni. Protoze I, = Q~1Q, plati
podle druhé casti Tvrzeni 3.7

e, =Ly =Q Q.
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pro kazdé k = 1,...,n. Pfipomenme, Ze e, oznacuje k-ty vektor standardni
béaze prostoru C™*1.

Protoze x; € S(E;), existuje vektor y; € C™*!, pro ktery plati x;; =
E;y;;. Potom plati

Eix; =EEyq = Ejyq = xq,
zatimco pro kazdé j # i, j € {1,2,...,t}, plati podle podminky 3
ijil = EjEiXil = OXZ'[ =0.

Dokézeme nyni, ze sou¢in Q 'AQ je diagonalni matice. Rovné-li se k-ty
sloupcovy vektor matice Q vektoru x;;, dostavame s vyuzitim podminky 1,
ze

t t
(Q'AQ) = Q'AQu:=Q 'O _NE)xa=Q ") NE;x; =
=1 =1

= Q '\Eix;=Q '\x; = \Q Qi = \ey.

Pro kazdé k = 1,...,n tak plati, Ze v k-tém sloupci sou¢inu Q 'AQ je
jediny pfipadné nenulovy prvek na hlavni diagonéle (a rovna se jednomu z
vlastnich &isel \;, i = 1,...,t). Matice Q "'AQ je proto diagonélni a matice
A je diagonalizovatelna.

Zbyvé dokazat, ze pro kazdou diagonalizovatelnou matici A plati vlast-
nosti 5, 6, 7, 8. ProtoZze matice D; ma hodnost m;, ma tutéz hodnost i
matice E; = PD;P~!, coz dokazuje 6.

S pouzitim vlastnosti 2, 3, 4 miizeme spocitat

A? = (ME; + XMEy + -+ ME)(ME] + MoEg + - + M Ey) =
t t

t
= Y MNENE; =) NE! =) NE,.
4,7=1 =1 =1

Jestlize nyni predpokladame, ze

t
A=) "NE;
i=1

pro néjaké [ > 2, pak dostavame, ze

AT = (MEL+ MEs + -+ ME)NED + Bz + -+ NE) =
t

t t t
= Y I AEMNE; =) MMEI =Y ATE,
1=1

i=17=1 =1
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Protoze rovnéz

AO:In:E1_|_..._|_Et:)\(I)El—l—u-—{—)\gEt,

rovnost .
Al =) ")\E;
i=1
plati pro kazdé nezaporné celé ¢islo I. Pro kazdé ¢islo j = 0,...,k tak
dostavame .
;A = ¢ Z)‘zEz
i=1
a tedy
k t t ok t
FA) = AT =3 QO NE) =) O MEi =) f(ME;:
j=0 j=0 =1 i=1 j=0 i=1
Abychom dokéazali jednoznacnost matic Eq, . .., E; spliiujicich podminky

1, 2, 3, 4, budeme predpokladat, ze
A=MNF1+ XF2+ -+ MFy,

kde ¥F1+---+F,=1,, F;F, =F, a FZFJ = 0 pro libovolné i 75 7, 9,7 €
{1,2,...,t}. Potom

E,A = AE; = \\E;, F;A = AF; = \;F;.
Proto pro ¢ # j dostavame
NEF; = E;(AF;) = (E;A)F; = \E;Fy,

proto (A\; — A\;)E;F; = 0, neboli E;F; = 0. Mtzeme tak spocitat, ze plati

t
E, =ElL =E()_F))=EF,= () E)F;=LF,=F;
: =

Jj=1

pro kazdé ¢ = 1,...,t. Tim je dokadzana jednoznac¢nost matic E;, tj. pod-
minka 5.

Zbyva dokazat podminku 8. Z podminky 1 okamzité vyplyva, ze pokud
matice B komutuje se vSemi maticemi E; pro ¢ = 1,...,¢, komutuje rovnéz
s matici A. Abychom dokéazali opa¢nou implikaci, vyjadiime kazdou matici
E; jako polynom v matici A. Oznacme

g(z) = (2 = M) (@ = A2) -~ (. = A
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_ g(=)
g@(m) N xr — )\i

proi=1,...,t. Polynom p;(x) ma stupen ¢t —1 a kofeny \; pro j # i. Podle
vlastnosti 7 plati

gi(A) = gi(M)E1 + - + gi(M)E = gi( M) E;.
Oznac¢ime-li ¢; = g;(\;) # 0, dostaneme Ze

Ei = Cz_lgz(A)

Pokud tedy matice B komutuje s matici A, komutuje také s kazdou matici
¢;lgi(A)=E;proi=1,...,t. O

Cviceni 10.2 Zjistéte pro néekolik matic A, jsou-li diagonalizovatelné, po-
kud ano, najdéte regquldrni matici P, pro kterou plati, e P~'AP je diago-
ndlni matice, a najdete spektrdlni rozklad matice A.

Unitarni podobnost

Dale se budeme zabyvat otazkou, kdy pro diagonalizovatelnou matici A
fadu n existuje ortogondlni matice P, pro kterou plati, ze P~1AP je dia-
gonalni matice Nebo jinak feceno, kdy existuje ortonormalni baze prostoru
C™*! tvofend vlastnimi vektory matice A.

Definice 10.16 Rikdme, Ze komplexni ¢tvercovd matice A vddu n je uni-
tarné diagonalizovatelna, pokud existuji unitdrni matice P a diagondini ma-
tice D, pro které plati P~'AP = D.

Pfipometime si, Zze ¢tvercova matice P je unitarni pravé kdyz P~ = P*.

Tvrzeni 10.17 Je-li komplexni matice A Fadu n unitarné diagonalizova-
telnd, pak plati AA* = A*A.

Dikaz. JestliZe existuji unitarni matice P a diagonalni matice D, pro
které plati P*AP = D, pak pfechodem ke komplexné konjugovanym mati-
cim dostaneme rovnéz P*A*P = D*. Protoze pro diagonalni matici D plati
D*D = DD*, dostavame postupné

P*AP -P*A*"P =DD* = D'D=P"'A*P -P*AP
P*AA'P = P*A'AP
AA" = A*A.
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Definice 10.18 Komplexni ¢tvercovd matice A se nazyvd normdlni, pokud
plati A*A = AA*.

Ttida norméalnich matic je velmi Siroka, jak se muzete presvédcit v na-
sledujicicm cviceni.
Cviceni 10.3 Dokazte, Ze vsechny matice ndsledugjicich typi jsou normdini:
hermitovskeé matice, kosohermitovské matice, redlné symetrické matice, re-
alné€ kososymetrickeé matice, unitdrni matice, ortogondlni matice, diagondini

matice, vSechny matice tvaru P*AP, kde A je normdlni matice a P je uni-
tarni matice.

Lemma 10.19 Je-li A normdlni matice a x vlastni vektor matice A pri-
slusny vlastnimu cislu X\, pak je x také vlastni vektor matice A* prislusny
vlastnimu ¢islu \.

Dukaz. Predevsim si vSimnéme, Ze je-li A normaélni matice, pak pro
kazdé komplexni ¢islo A plati
(A= ML) (A =)L) = (A*=)L)(A -\, =
= A*A - DA - DA+, =
= AA* DA - )A*+ I, =
= (A=)AI,)(A - \L,)".
Matice A — M\, je proto také normaélni.
Je-li nyni x # 0 vlastni vektor matice A odpovidajici vlastnimu ¢islu A,

pak ozna¢ime B = A — AI,,. Plati tedy B'B = BB* a Bx = 0. Oznacime
dale y = B*x. Potom plati

0= (Bx)*(Bx) =x"B*"Bx =x"BB*x = y"y.

Odtud plyne, ze y = 0, tj. 0 = B*x = (A* — \I,,)x, tj. A*x = Ax. Vektor
x je tak vlastni vektorem matice A* odpovidajicim vlastnimu éislu A této
matice. O

Tvrzeni 10.20 Je-li A normdlni matice, pak vlastni vektory odpovidajici
ruznym vlastnim cislim matice A jsou ortogondlni.

Dukaz. Predpokladejme nyni, ze A, Ay jsou dvé riizna vlastni ¢isla ma-
tice A a x1,X3 jsou jim odpovidajici vlastni vektory. Pravé jsme dokézali,
ze pak rovnéz A*x; = A\1x;. Spocitame dale, ze

Aixixs = (A\1x1)" %2 = (A*x1)" %2 = (x]A)x = x(Ax3) = \ox|xo.
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Protoze A1 # A2, plyne odtud xjx2 = 0, tj. vektory x; a x2 jsou ortogonalni.
O

Véta 10.21 Komplexni matice A tddu n je unitdrné diagonalizovatelnd
praveé kdyz je normdlni.

Dukaz. Kazda unitarné diagonalizovatelnd matice A je normalni podle
Tvrzeni 10.17.

Je-li naopak matice A normalni, pak kazdy vlastni vektor x matice
A je soucasné vlastnim vektorem matice A*. Zvolime tedy vlastni vektor
x1 jednotkové délky matice A pfislusny vlastnimu éislu A € o(A). Podle
Lemma 10.19 je x; rovnéz vlastni vektor matice A* piislusny vlastnimu
gislu X. Oznacime Uy = L(x;1)* = {y € C"*! : y*x; = 0}, ortogonalni do-
plnék vektoru x; v prostoru C™*!. DokéaZzeme, Ze pro kazdy vektor y € U;
plati, Ze také Ay € U;. Skutecné,

(Ay)*x1 = (y*A")x1 = y*(A™x1) = y*Ax; = 0.

Podobné dokéazeme, Ze také A*y € Uj.

Linearni zobrazeni F(y) = Ay je tedy linedrni operator na prostoru
U;. Podle Tvrzeni 10.9 existuje (jednotkovy) vlastni vektor xg linearniho
operatoru F, tj.

/\QXQ = F(Xg) = AXQ.

Vektor x5 je tak vlastnim vektorem matice A a tedy i matice A*. Oznac¢ime
U,y = £(x1,X2)". Stejné jako v pifpadé prostoru U; dokazeme, ze pro kazdy
vektor y € Us plati jak Ay € Uj tak i A*y € Us.

Prostor Us je tak invariantnim podprostorem operatoru F', existuje tedy
jednotkovy vlastni vektor x3 € Uy operatoru F' odpovidajici vlastnimu ¢islu
/\3, atd.

Takto postupné sestrojime ortonormaélni posloupnost x1, X2, ..., X, tvo-
fenou vlastnimi vektory matice A. Pro unitarni matici

P = [xi|xa| - [x4]
pak plati AP = PD, kde D je diagonalni matice obsahujici na hlavni di-

agonale postupné vlastni ¢isla Aj, Ag,..., A\y,. Matice A je proto unitarné
diagonalizovatelna. O

Dusledek 10.22 Je-li A normalni matice a A = \M{E1 + X \oEq+ - -+ M Ey
spektrdalni rozklad matice A podle Vety 10.15, pak vsechny matice E; jsou
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hermitovskeé proi = 1,...,t. Obrdcené, je-li A diagonalizovatelnd komplexni
matice a vSéechny matice E; ve spektrdlnim rozkladu A = \E; + -+ + M Ey
jsou hermitovske, pak je matice A normdlni.

Drtikaz. Je-li A normalni, pak A = PDP~! pro néjakou unitarni matici
P a diagonalni matici D podle Véty 10.21. Matice E; = PD;P~! = PDP*
sestrojené v diitkazu Véty 10.15 jsou potom hermitovské.

Obrécené, jsou-li vSechny matice E; ve spektralnim rozkladu A = M E;+
-+ + M\ E; hermitovské, pak rovnéz

A" =MNE; + -+ MNE;
je spektralni rozklad matice A*. Potom
AA* = M ME; + -+ MNE = ATA|

coz dokazuje, ze A je norméalni. O

Tvrzeni 10.23 Je-li A € C™™(R™ ") komplexni (redlnd) matice, pak
kazdé vlastni ¢islo matice A*A (AT A) je nezdporné redlné cislo.

Dukaz. Je-li A komplexni matice, pak sou¢in A*A je hermitovska ma-
tice ¥adu n. Je-li to realna matice, pak soucin AT A je symetrickd matice
fadu n. V obou piipadech jsou vSechna vlastni ¢isla matice A*A (ATA)
realna podle Tvrzeni 10.5.

Je-1i A néjaké vlastni ¢islo matice A*A a x # 0 vlastni vektor odpovida-
jici A, pak plati A*Ax = Ax. Vynasobime tuto rovnost zleva vektorem x* a
dostaneme

|Ax|? = x*A*Ax = A\x*x = \||x]|?,
odkud vyplyva
_ llax|?

A=
%12

> 0.

V piipadé realné matice A plati A* = AT, proto rovnéz A > 0 pro kazdé
vlastni éslo A matice ATA. O

Dale si jesté ukadzeme néasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 10.24 Pro kaZdou redlnou (komplexni) matici A tvarum X n plati

e rank (ATA) = rank (A) = rank (AAT), (rank (A*A) = rank (A) =
rank (AA*)),
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o S(ATA) =S(AT), (S(A*A) = S(A®)),

o S(AAT) =S5(A), (S(AA¥) = S(A)),

e N(ATA) = N(A), (N(A*A) = N(A)),

e N(AAT) = N(AT), (N(AA¥) = N(AY)).

Dukaz. DokiZeme pouze “redlnou” ¢ast tvrzeni, komplexni ¢ast se do-
kaze analogicky, pouze viude nahradime transponovanou matici AT matici
Ax.

Nejdiive dokazeme, ze N (AT) NS(A) = {0}. Je-li x € N(AT)NS(A),
pak plati ATx = 0 a soucasné x = Ay pro néjaky vektor y € R"*!. Odtud
plyne x"x = y"ATx = 0 a proto x = 0. Z Tvrzeni 6.19 pak plyne

rank (ATA) = rank (A) — dim AN (AT N S(A)) = rank (A).

Zaménime-li role AT a A, dostaneme rovnéz rank (AAT) = rank (A7) =
rank (A).

K diikazu druhé ¢asti tvrzeni si napied véimnéme, ze S(ATA) C S(AT).
Protoze déle

dim S(ATA) = rank (ATA) = rank (A) = rank (A7) = dimS(AT),

vyplyvéa odtud rovnost S(ATA) = S(AT). Treti ¢ast tvrzeni ihned vyplyva
z druhé, zaménime-li role A a AT,

K diikazu étvrté ¢asti opét staci uvédomit si, ze N (A) C N(ATA), a
dale

dim N (A) = n — rank (A) = n — rank (ATA) = dim N (AT A).

Proto N(A) = N(ATA). Posledni ¢ast tvrzeni opét ihned vyplyva z pred-
chozi, pokud zaménime role A a AT. O

Véta 10.25 Predpokladdme, Ze A je redlnd (komplexni) matice tvaru mxn
a hodnosti r. Potom existuji redlnd diagondlni matice D, Tadu r a orto-
gondlni (unitdrni) matice U tddu m a 'V tddu n takové, Ze plati

_ Dr><7" 0 T _ Dr><r 0 *
A-U( 0 0>V, (A—U( 0 0>V).
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Dukaz. Dokazeme pouze ¢ast tykajici se komplexnich matic. Pro realné
matice se véta dokaze analogicky.
Matice A*A je normélni, nebot

(A*A)*A*A = A*"AA*A = A*A(A*A)".

Podle Véty 10.21 je matice A*A unitarné diagonalizovatelna, existuje tedy
podle Véty 10.21 unitéarni matice V fadu n takova, ze

V*(A*A)V =D,

kde D je diagonalni matice s nezdpornymi redlnymi ¢isly \; (vlastni ¢isla
matice A*A) na hlavni diagonale. Protoze rank (A*A) = rank (A) = r,
miuzeme predpokladat, ze A; > Oproi=1,...,ra\; =0prot=r+1,...,n.
Oznacime 0; =/ ; proi=1,...,na
_ AV,L'

u; =

0;
pro i =1,...,r. Potom plati pro kazdé dva indexy i,j € {1,2,...,7}

V; A" Ay, v; A*Av; Aﬂ? A\

* *
uiu, = = = = Vviv; = ;5.

7 o 0 Ai Ai 7
Posloupnost vektori uy,...,u, je tak ortonormalni, protoze ortonormalni
je posloupnost vektord vy, ..., v,. MiZeme ji proto doplnit do ortonormélni
béze uy, ..., Uy, Uit ..., U, prostoru C™*1,

Oznac¢ime U = [uy] - - - |uy,]. Potom pro i-ty sloupec soué¢inu U*AV plati

[U*AV]*Z = U*AVZ' = U*O'iui.
Prvek na misté (j,7) v sou¢inu U*AV se proto rovnd

[U*AV]]Z = [U*]j*aiui = uj»oiui = O'i(;ji'

Soucin U*AV je proto diagonalni matice D, prvky na hlavni diagonale D
se rovnajl o; = v/)\;, kde \; jsou vlastni ¢isla soué¢inu A*A. Odtud hned
dostaneme (protoze matice U a V jsou unitarni), ze A = UDV*. O

Cislim o; > 0 se Fika singuldrni hodnoty matice A. Jsou uréené jedno-
zna¢né matici A, nebot z rovnosti A = UDV™* plyne

V*A*AV = V*A*UU*AV = D*D = D?.
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Druhé mocniny singularnich hodnot ¢? jsou proto vlastni hodnoty soucinu
A*A. Geometricky vyznam singuldrnich hodnot si ukazeme v kapitole o
kvadratickych formach.

Jordanuv kanonicky tvar

Diagonalizovatelné matice maji dobfe pochopitelnou strukturu popsanou
ve spektralni Vété 10.15. Matice, které nelze diagonalizovat, nemaji bazi
sloZzenou z vlastnich vektorti, musi mit néjaké vicendsobné vlastni cislo A,
pro které je dimenze nulového prostoru N (A — AI) mensi nez algebraicka
néasobnost vlastniho ¢isla A.

Takovou matici je napiiklad nasledujici matice fadu n, pokud plati n > 2.

A1 00 0 0
0 A 1 0 0 0
00 A 1 0 0
j=| 0o o0 o0 x 0 0
0000 -~ A1
0000 -~ 0 A

Vsechny prvky na hlavni diagonale se rovnaji stejnému cislu A, vSechny
prvky bezprostredné nad hlavni diagonalou se rovnaji 1 a zbyvajici prvky
matice J se rovnaji 0. Charakteristicky polynom matice J se rovna

p(t) = (A= 1)

a A je tak jedinym vlastnim c¢islem matice A. Matice J — A\, je v fadkové
odstuptiovaném tvaru, jeji hodnost se rovna n — 1 a jeji nulovy prostor
N(J — AL,) mé proto dimenzi rovnou 1. Kazdy vlastni vektor matice J je
tvaru (0,0,...,2)7. Matice J proto neni diagonalizovatelna.

Definice 10.26 Matice J se nazyva Jordanova burika rddu n prislusnd vlast-|}
nimu ¢éislu A.

Ukazuje se, ze Jordanovy buriky jsou typickym prikladem nediagonalizo-
vatelnych matic. Plati totiz nasledujici véta o Jordanovée kanonickém tvaru.
Jeji diikaz je pracny, uvedeme si ji proto bez dikazu.
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Véta 10.27 Pro kaZdou ctvercovou matici A existuje regquldrni matice P
takovd, Ze

Jg 0o 0 --- O
0 J, 0 --- O
PflAP _ 0 0 J3 N 0 ’

0O 0 0 .- Jg
kde kazdd z matic J; pro i = 1,...,k je Jordanova bunka néjakého Tddu
n; prislusnd vlastnimu &islu \;. Cisla M1, ..., \, jsou vsechna, nikoliv nutné
ruznd, vlastni ¢isla matice A a plati ddle ny + - - - + ny = n. Dvojice n;, \;
proi=1,...,k jsou matici A urcené jednoznacné aZ na poradyi.

V ptipadé diagonalizovatelné matice jsou vSechny Jordanovy bunky stej-
ného radu 1.



