Kapitola 1

Linearni rovnice a jejich
soustavy

Uloha 1.1 Najdéte kvadratickou funkci ax® +bx +c = y, jejiz graf prochdzi
body (0,3), (1,2) a (2,3).

Reseni. Tii uvedené body musi vyhovovat rovnici y = az? + bz + c.
Musi proto platit

a-0+b-0+c= 3,
a-14+b-1+c= 2
a-4+b-2+c= 3.

Neznamé koeficienty a, b, ¢ tak najdeme jako feSeni soustavy tii linedrnich
rovnic o tfech neznamych

Oca+0-b+1-¢c = 3,
l-a+1-b+1-¢c = 2
4d-a+2-b+1-¢c = 3.

Prvni rovnice urcuje koeficient ¢ = 3 a po dosazeni do zbyvajicich dvou
rovnic dostaneme

la + 16 = -1,
4a + 20 = 0.

Odectenim ¢tyfnasobku druhé rovnice od treti dostaneme

—2b =4,

1



KAPITOLA 1. LINEARNI ROVNICE A JEJICH SOUSTAVY 2

tj. b = —2 a dosazenim do druhé rovnice najdeme a = 1. Hledana kvadra-
ticka funkce se rovna
Y= 22 — 2z + 3.

O

Rovnice, které jsme fesili, se nazyvaji linedrni, protoze obsahuji pouze
prvini mocniny nezndmych a neobsahuji ani Zzadny soucin nezndmych. Rov-
nice 222 =3, z + i = 2 nebo x + zy = 5z nejsou linearni.

Pri feSeni jinych 1loh sestavime soustavu rovnic, kterd na prvni pohled
neni linearni. Pfi jejim TeSeni ale nakonec k soustavé linearnich rovnic do-
spéjeme.

Uloha 1.2 Najdéte stied kruznice, kterd prochdzi body (x1,v1), (x2,%2) a
($37y3)'

Reseni. Obecna rovnice kruznice v kartézskych soufadnicich je
(x—a)’ +(y—b)?* =,

kde (a, b) jsou soufadnice stiedu kruznice a ¢ > 0 je jeji polomér. Dosadime-
li do této rovnice soufadnice bodd (x1,y1), (z2,y2) a (x3,ys3), dostaneme
soustavu rovnic

(z1—a)® + (11 —b)* = ¢,
(w2 —a)® + (g2 —b)* = ¢,
(3 —a)> + (y3 —b)? = 2.

Po roznasobeni dostaneme pro neznamé a, b, ¢ rovnice

x% — 2210+ a® —I—y% — b+ 02 = &2,
:L'% — 2x9a + a® + y% — b+ b2 = &2,
x3 —2x3a +a® +y2 —2y3b+ 02 = A

Toto neni soustava linedrnich rovnic, nicméné vypocéet souradnic (a, b) stfedu
hledané kruznice miizeme prevést na reseni soustavy dvou linearnich rovnic
o dvou neznamych tim, Ze postupné odec¢teme druhou rovnici od prvni a
potom tfeti rovnici od druhé. Dostaneme tak soustavu

2i — 23— 2(z1 —22)a+yi —ys —2(y1 —y2)b = 0,
25— 23— 2(z0 —x3)a+ Y5 —y3 — 2(y2 —y3)b =

x§—2x3a+a2+y§—2y3b+b2 = c°.
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Prvni dvé rovnice tvori soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych
a,b. Jejim fesenim najdeme soufadnice (a,b) stfedu hledané kruznice. O

Ulohu 1.2 miizeme také fesit geometricky. Pokud jsou vsechny tii body
(x1,y1), (z2,y2) a (r3,y3) ruzné, sestrojime napied osu usecky spojujici
prvni dva body, a poté osu usecky spojujici druhy a tieti bod. Pokud se
tyto osy protnou, jejich prisecik je stfedem hledané kruznice a tloha ma v
tomto piipadé jediné feseni. To nastane pravé kdyz tii dané body nelezi na
jedné pfimce. Pokud lezi na jedné pfimce (a jsou navzajem ruzné), osy se
neprotnou a tloha nemé zadné feseni. Pokud se aspon dva body rovnaji, ma
tloha nekoneéné mnoho feseni.

Intuitivné ale citime, Ze lloha ma “méné” feseni, pokud se rovnaji pouze
dva z danych bodi a tfeti je od nich rizny, nez kdyz jsou si vSechny tii body
rovné. V prvnim ptipadé stiedy hledanych kruznic lezi na ose tisecky spo-
jujici dvojici riznych danych bodt a kazdy bod této primky urcuje praveé
jednu kruznici, kterd je feSenim nasi tlohy. V pripadé rovnosti vSech tii
bodt je kazdy bod roviny rizny od daného bodu stifedem pravé jedné kruz-
nice fesici nasi ulohu. Pokud bod povazujeme za degenerovanou kruznici s
polomérem 0, pak je kaZdy bod roviny stfedem pravé jedné kruznice, ktera
je TeSenim tulohy. MuzZeme tak fict, ze v pripadé rovnosti dvou danych bodu
ma mnozina vSech feseni tlohy dimenzi 1, v pfipadé rovnosti vSech tii bodi
ma dimenzi 2. Pokud jsou vSechny tfi body navzajem rdzné, ma mnozina
v8ech feseni tlohy bud dimenzi 0 (nelezi-li body na piimce) nebo je uloha
neresitelnd (pokud na pfimce lezi).

Témto geometrickym tvaham by také mélo odpovidat algebraické FeSeni
ulohy. Soustava

a? — a3 —2(z1 —@)a+yf — s —2(y1 —y2)b = 0,
25 — 23— 2(x2 —x3)a+ys —y5 —2(y2 —y3)b = 0,

jejiz feSeni udavéa soufadnice (a,b) stfedu hledané kruznice, by méla mit
bud jedno FeSeni, nebo zaddné, nebo nekoneéné mnoho. M4-li jich nekonecné
mnoho, pak v jednom piipadé tvori mnozina vSech feseni piimku v roviné,
ve druhém celou rovinu.

(132)7 (51727112) =
(0,1), (22,92) =

Cviceni 1.1 Ovérte si to konkrétni volbou bodi (x1,y1)
(2,3) a (z3,y3) = (—1,1). Zkuste rovnéz body (x1,y1)
(170) a (I‘g,yg) = (_1¢2)'
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Co se stane, mame-li najit kruznici, kterd prochézi rtiznymi body (z1,y1),
(2,Y2), -+, (Tn,yn) pro n > 3?7 Kazda trojice ruznych bodi uréi jedno-
znacné néjakou kruznici, ktera tyto tfi body obsahuje. Pro riizné vybéry tii
bodtt mohou byt tyto kruznice rtizné a v naprosté vétsiné pripadu také sku-
tecné rizné budou. Existuje ale jednoznacné urcend kruznice, ktera je v jis-
tém dobfe definovaném smyslu “nejblize” k zadanym bodfim. Ulohu, jak tuto
kruznici najit, resili astronomové na pocatku 19. stoleti. Dne 1.ledna 1801
objevil astronom Giuseppe Piazi v souhvézdi Byka “novou hvézdu”. Dalsi
pozorovani ukazala, ze se “hvézda” pohybuje, a byla proto povazovana za
znovu nenasel, nova “planeta” se skryla za sluncem a na podzim téhoZ roku
se ji uz nepodaftilo na obloze znovu nalézt.

Astronomové se snazili z namérenych poloh vypocitat kruznici, po které
se “planeta” méla podle jejich predpokladt pohybovat. Nepodaiilo se jim ji
ale na nocni obloze znovu objevit. Slavny némecky matematik Carl Fried-
rich Gauss (1777-1855) zkusil vypo¢itat eliptickou dréahu, kterd naméfenym
polohdm “planety” nejlépe odpovidala. K jejimu vypoctu vytvoril metodu
nejmensich ¢tvercu. Na zakladé svych vypoctl urcil v prosinci 1801 polohu
ztracené “planety” a predpovédél jeji dalsi pohyb. “Planeta”, ve skutecnosti
planetka Ceres, byla na Gaussem pfedpovézeném misté skuteéné znovuob-
jevena. O metodé nejmensich ¢tvercu si vice fekneme pozdéji.

Jedna linearni rovnice o dvou neznamych
ax + by =c

je rovnici pfimky v roviné za predpokladu, Ze oba koeficienty a, b nejsou sou-
casn€ rovné (. Znamena to, Ze mnozina vsech feseni této rovnice, tj. mnozina
vSech usporadanych dvojic realnych cisel, které této rovnici vyhovuji, tvori
pfimku v roviné. Z této rovnice ale bezprostfedné nepozname, jakymi body
primka vsech reseni prochazi. Tutéz primku mizeme také vyjadrit parame-
tricky ve tvaru

{u+tv:teR},

kde u = (u1,u2) a v = (v1,v2) jsou vhodné (dvoudimenzionalni) vektory a
R oznacuje mnozinu vsech realnych ¢isel. Vektor u urcuje jeden bod primky
(pfi volbé parametru ¢ = 0) a vektor v urc¢uje smér této piimky.

Cviceni 1.2 Najdéte pro néjakd konkrétni céisla a,b,c, napt. pro a = 2,
b =3 ac=—1, parametrické vyjadreni primky urcené rovnici ax + by = c.
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Podobné linearni rovnice o tfech neznadmjch
ar+by+cz=d

je rovnici roviny v prostoru, pokud nejsou vSechny tii koeficienty a, b, ¢ sou-
casné rovné 0. To znamend, ze mnozina vSech usporadanych trojic readlnych
Cisel (x,y, z), které vyhovuji posledni rovnici, tvofi rovinu v t¥idimenzional-
nim prostoru. Kazda rovina mé také parametrické vyjadieni ve tvaru

{u+rv+sw:r,seR},

kde u = (u1,ug,us),v = (vi,v2,v3) a w = (wy,wz,ws) jsou vhodné (t¥idi-
menzionalni) vektory.

Cviceni 1.3 Najdéte pro néjakd konkrétni cisla a,b,c,d, napt. pro a = 2,
b= —-1,c =3, d= —2, parametrické vyjadreni roviny popsané rovnict
ax + by + cz =d.

Cviceni 1.4 Jsou-li

ar +by +cz = di,
asx + boy + coz = da,

rovnice dvou rovin v prostoru, najdéte podminku, jakou musi spliiovat ko-
eficienty a1,b1,c1,d1 a as, by, co,da, aby roviny byly ruzné. Jakou podminku
musi navic splrovat, aby obe roviny nebyly rovnobézné? Pokud koeficienty
spliiugi obé tyto podminky, mnoZina bodi (z,y, z), které vyhovugi obéma rov-
nicim soucasné, tvori primku v tridimenziondlnim prostoru, kterd je prumni-
kem obou rovin. Zkuste najit parametricke vyjddreni teto primky ve tvaru

{u+tv:teR},

kde u = (u1,u2,u3) a v = (v1,v2,v3) jsou vhodné (tridimenziondlni) vek-
tory.

Pro parametrickd vyjadieni pfimek a rovin potifebujeme umét pocitat s
vektory. Musime je umét s¢itat a nasobit redlnym cislem.

Definice 1.1 Redlny vektor dimenze n je uspordadand n-tice redlnych cisel

(x1,29,...,2pn). Proi =1,2,...,n ¢islo x; nazjvame i-td soutadnice vektoru
x. Vektor (0,0,...,0) nazgvdme nulovy vektor dimenze n a oznacujeme jej
symbolem 0. Vektor x = (x1,x2,...,2y) je nenulovy, pokud pro aspor jednu

souradnici vektoru x plati x; # 0.
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Jsou-li (x1,2z2,...,2n) a (Y1,Y2,...,Yn) dva redlné vektory dimenze n,
pak jejich souctem rozumime vektor

(3717552,---,%1)+(y1792a~-ayn) - ($1+y1,$2+3/2,---7$n+?/n)'

Je-li a € R redlné€ ¢islo, pak soucinem ¢isla a a vektoru (z1,x2,...,Ty)
rozumime vektor

a-(x1,Te,...,x,) = (ax1,az2, ... ,0T).

MnoZinu vsech redlnijch vektoriu dimenze n spolu s praveé definovanymi
operacemi scitani vektori a ndsobent vektoru redlnym cislem nazyvame arit-
meticky redlny vektorovy prostor dimenze n. Oznacovat jej budeme R"™.

Soucet dvou realnych vektorid dimenze n je tedy opét realny vektor di-
menze n. Podobné soucin redlného ¢isla a redlného vektoru dimenze n je
opét redlny vektor dimenze n. Vsimnéte si, Ze jsme definovali pouze soucin
realného cisla s redlnym vektorem, nikoliv soucin dvou realnych vektort.

Priklad 1.2 Soucet vektori a = (1,2,3,4) € R* a b= (-1,2,-1,3) € R*
je vektor

at+b= (1 + (71)72+2)3+ (71)’4+3) = (07472a7)'
Podobné soucin redlneho c¢isla 2 a vektoru a se rovna vektoru

2-a=(2-1,2-2,2-3,2-4) = (2,4,6,8).

Vektory zapisujeme bud fadkové jako v Definici 1.1 nebo sloupcové ve

tvaru
T

T2

T
Abychom usetfili misto, budeme sloupcové vektory zapisovat také

(x1,x9,. .. ,a:n)T.

Od fadkového zépisu se lisi exponentem 7, kde pismeno T je zkratkou slova
transponovany.
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Soustavou m linedrnich rovnic o n nezndmych s redlnymi koeficienty
rozumime soustavu rovnic tvaru

a11r1 +aixa + -+ a1y, = by,
a2171 + agxe + - -+ agmxTy, = b,
am1%1 + amaT2 + -+ QmnTn = by

Redlné cisla a;; nazyvame koeficienty soustavy, realny sloupcovy vektor
(b1,b2,...,bn)T dimenze m nazyvame vektor pravich stran. Hledané resend
soustavy je neznamy vektor (1, xa,...,2,)! € R™. Poloha koeficientu a;j je
urcena indexy ¢, j. Prvni index ¢ urcuje rovnici, druhy index j pak nezndmou,
u které je koeficient a;;. Koeficienty a;; tvoii dvoudimenzionalni systém cisel,
pro ktery si zavedeme zvlastni nazev.

Definice 1.3 Realna matice typu m x n je soubor m x n redlnych cisel a;j;,
kde index i hodnoty t = 1,2,...m a indezx j nabyvd hodnoty 7 =1,2,... n.
Matice zapisujeme takto:

aii a12 o G1n

a21 a22 s G2p
A_ =

aml Am2 - Amp

Matici také budeme zapisovat strucné A = (a;;). Prond index u prvku a;;
je fadkovy index, druhy indez je sloupcovy index. Rikdme také, Ze prvek
a;j je na misté (i,j) matice A. Vektor (a;1,ai,...,am) € R™ nazgvame
i-ty tadkovy vektor mebo jenom strucné i-ty radek matice A a budeme jej
oznacovat Ag.. Podobné A.j = (ayj,azj,...,am;)T € R™ je j-ty sloupcovy
vektor (sloupec) matice A.

Pokud plati m = n, pak Titkdme, Ze A je ¢tvercova matice Tddu n.

Je-li dana soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych s redlnymi ko-
eficienty

1121 + a1z + - - + apry, = by,

a21x1 + agaxe + - - + agpTy, = bo,

Am1T1 + Am2T2 + -+ Gy, = by,
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pak redlnou matici

ail ai2 e Aln
a1 a2 e a2n
Gml Am2 " Qmn

nazyvdme matice soustavy a matici

a1 a2 - aip b
as1 a2 -+ a2, bo

)
Aml am2 ' Amn bm

kde jsme pridali sloupec pravych stran, nazgyvdme rozsifend matice této sou-
stavy.

Redlny sloupcovy vektor dimenze n mutzeme povazovat také za matici
typu n x 1. Radkovy n-dimenzionalni vektor je matice typu 1 x n. A% se na-
uéime nasobit matice, budeme moci zapisovat soustavu m linearnich rovnic
o n neznamych jednoduse ve tvaru

Ax = b,

kde A je matice této soustavy, x € R"™ neznamy vektor a b € R je vektor
pravych stran.

Pri feSeni tlohy 1.1 a tlohy 1.2 jsme pouzivali tpravy, které neméni
mnozinu feseni soustavy. Takovym Gpravam soustavy rovnic fikame ekviva-
lentni upravy. Ukazuje se, ze pii feSeni soustav linedrnich rovnic vystacime
s Upravami tii typu:
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1. prohozeni dvou rovnic,
2. vynasobeni i-té rovnice nenulovym realnym cislem ¢,
3. pficteni t-nasobku i-té rovnice k j-té rovnici, pokud i # j.

Témto Upravam fikdme elementdrni upravy. Elementarni tpravy jsou
vratné, tj. z nové soustavy mizeme rekonstruovat ptivodni soustavu pomoci
néjaké dalsi elementarni tpravy (jaké?). Prvni elementarni Gpravu také mutze
vytvorit vhodnou posloupnosti elementarnich tprav druhych dvou typi.

Tvrzeni 1.4 Elementdrni upravy soustavy linedrnich rovnic neméni mmno-
zZinu vech Tesent soustavy.

Dukaz. Ozna¢ime S mnozinu vSech vektort x = (z1,x2,...,z,) € R",
které jsou feSenim (vyhovuji vSem rovnicim) soustavy

a1171 + apx2 + - -+ appr, = by,
a171 + agere + -+ -+ a2pTy = by,
Am1T1 + Ama®2 + -+ Qpn®n, = by
Symbolem R ozna¢ime mnozinu vSech vektori x = (z1,22,...,2,) €

R", které jsou fesenim soustavy, kterou dostaneme z ptivodni soustavy né-
jakou elementarni tpravou.

Probereme postupné vSechny tfi elementarni apravy a dokazeme, Ze
v kazdém pripadé plati S C R, tj. ze kazdé Teseni puvodni soustavy je
také Tesenim nové soustavy, kterou dostaneme z této soustavy néjakou ele-
mentarni ipravou.

Je-li (x1,79,...,2,)7 € S, pak rovnéz (x1,22,...,2,)7 € R, protoze
nova soustava obsahuje stejné rovnice jako ptvodni soustava, lisi se od ni
pouze poradim.

Pokud udélame druhou elementarni tipravu, pak z predpokladu, ze vek-
tor (z1,2,...,2,)T € S dostavame

ai1T1 + aipxs + -+ aipx, = b;

a tedy také
ta;1x1 + tajxrs + - - - + tajpx, = tb;.

Vektor x tak vyhovuje rovnéz ¢-té rovnici nové soustavy. Ostatni rovnice
soustavy se nezménily, vektor (z1,a,...,2,)" je proto také fesenim nové
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soustavy. Tedy (z1,22,...,2,)7 € R rovnéz v piipadé druhé elementarni
upravy.
V piipadé tieti elementarni tpravy z predpokladu (z1,2,...,2,) € S
dostavame
@171 + Q2T + -+ AT = by,
aj1r1 + ajox2 + -+ ajpry = by,

proto rovnéz
t(a;1x1 + ajpxre + -+ - + appxy) = tby,
ajr1 + ajprs + -+ ajpx, = bj.
Sectenim obou rovnosti dostaneme
t(anz1 + ajpxe + - - + aintyp) + (@121 + ajoza + - - + ajpay) =
(tain + aj1)z1 + (taip + ajo)za + - - - + (taim + ajn)zy, = th + b;.

Vektor (x1,x2,...,7,) je proto také fesenim j-té rovnice upravené sou-
stavy. Ostatni rovnice nové soustavy patii rovnéz do ptivodni soustavy, proto
je (w1,29,...,2,)T feSenim také téchto rovnic. I v piipadé tieti elementarni
tipravy tak plati ze také (z1,29,...,2,)7 € R. Tim jsme dokézali inkluzi

S CR.

Protoze ptivodni soustavu dostaneme z nové soustavy také néjakou ele-
mentarni upravou, plati podle prvni ¢asti dikazu rovnéz opacna inkluze

RCS.

Mnoziny vSech feSeni ptivodni a nové soustavy se proto rovnaji. O

Cviceni 1.5 Proc nent ekvivalentni upravou vyndsobeni néjaké rovnice ¢is-
lem 02 Jaky je vztah mezi mnoZinami vSech feseni puvodni a nové soustavy
v pripadé, Ze vynasobime nékterou z rovnic ¢islem 02 Pro¢ musime pfi treti
elementdrni upravé predpokldadat i # 572

Tfem elementarnim Gpravam soustavy rovnic odpovidaji elementdrni
radkove dpravy matice soustavy. Matici nové soustavy dostaneme z matice
ptvodni soustavy odpovidajici tpravou matice:

1. prohozenim dvou fadkl matice,
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2. vynasobenim i-tého fadku matice nenulovym cislem,
3. pri¢tenim t-nasobku i-tého fadku k j-tému radku, je-li i # j.

Podobné rozsitenou matici nové soustavy dostaneme z rozsifené matice
ptivodni soustavy pomoci odpovidajici elementarni fadkové tpravy. Reseni
soustavy linedrnich rovnic budeme hledat pomoci elementarnich faddkovych
Uprav rozsirené matice soustavy. Dusledkem tvrzeni 1.4 je nasledujici tvr-
zeni.

Tvrzeni 1.5 Elementdrni fddkové upravy rozsitené matice soustavy nemeéni
mnozinu 7esent soustavy.



