Kapitola 9

Skalarni soud¢in

Skalarni soucin je nastroj, jak méfit velikost vektort a thly mezi vektory v
realnych a komplexnich vektorovych prostorech.

Definice 9.1 Je-li x = (z1,...,2,)" € R™! rediny vektor dimenze n, pak
definujeme euklidovskou normu (délku) vektoru x jako redlné cislo

n 1/2
x|l = (wa) =VxTx.
i=1

Pokud je x = (x1,...,2,)7 € C™! komplexni vektor dimenze n, pak jeho
euklidovska norma (délka) je redlné éislo

n 1/2
1x[| = (Z |ﬂfil2> = Vx'x.
i=1
Cviceni 9.1 Dokazte, Ze pro euklidovskou normu kazdého redlného (kom-
plexniho) vektoru x plati
e [x][ =0,
e ||x|| =0 prdvé kdyz x = 0,
o |ax|| = |a| - ||x]|| pro libovolny skaldir a € R(C).

Pro kazdy redlny (komplexni) vektor x # 0 definujeme jednotkovy vek-
tor stejného smeéru jako vektor u = x/||x||. Nazev jednotkovy vyplyva ze
skutecnosti, ze

X 1
fal = | 2] = el =
ELE

1
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Rikdme také, Ze jsme vektor x normalizovali, nebo Ze vektor u je normali-
zovany vektor x.

Definice normy vektoru ndm umozinuje také definovat vzddlenost dvou
vektorti x,y € R™1(C™*1) jako ||x — y].

Definice 9.2 Standardni skalarni soucin libovolnych dvou redingch vektori
x=(z1,...,2,)0 ay = (y1,...,yn)" definujeme jako redlné cislo

n
x'y = Z Lili-
i=1

Jsou-li x = (x1,...,2)" ay = (y1,...,yn)T komplexni vektory, pak jejich
standardni skalarni soucin je komplexns cislo

n
X'y =) Tiyi.
=1

V této definici oznacuje T ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z. VSimnéte
si rovnéz, ze skalarni soucin dvou realnych vektort je specidlnim pripadem
skalarniho soucinu dvou komplexnich vektorii.

Vztah mezi normou a skalarnim sou¢inem udava Cauchyova-Schwarzova-
Bunjakovského nerovnost, zkracené CSB-nerovnost.

Véta 9.3 Pro libovolné dva vektory x,y € C"*! plati

Iy < -yl

pricemz rovnost nastdvd pravée kdyz

Duikaz. Nerovnost ziejmé plati, pokud je x = 0. V ptipadé x # 0
polozime

B x*y X"y
xx x|
Potom plati
x*y

xX(ax—y)=ax"x —y*'x = x[]? = x*y = 0.

112
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Proto

0

IN

lax —y|* = (ax —y)*(ax —y) = ax"(ax — y) —y*(ax —y) =

2 2 * *
y - IX —Xy)\Yy Xx

Vzhledem k tomu, Ze y*x = x*y, plati (x*y)(y*x) = |[x*y|?, takze

Iy I - l1x]1* = lIx*y”

0<
%12

a odtud vyplyva 0 < [ly||* - x| — [[x*y|?, tj. |x*y| <[] - [ly]l. Rovnost
nastava pravé kdyz 0 = |lax — y||?, tj. pravé kdyz y = ax. O

CSB-nerovnost umoznuje dokazat nasledujici trojuhelnikovou nerovnost
pro realné a komplexni vektory libovolné dimenze.

Tvrzeni 9.4 Pro libovolné dva vektory x,y € C™*! plati
=+l < =]l + ¥l
Drtikaz. Pro kazdé dva vektory x,y € C™*! plati

Ix+yl*? = x+y)(x+y)=xx+xy+yx+yy=
= x> +xy +y*'x+ |yl

Protoze y*x = x*y, dostavame s pouzitim CSB-nerovnosti
X'y +y'x = 2Re(x"y) < 2[x"y| < 2|x| - [ly].
Plati proto
+yll* < x| +x"y+y*x+lyl* < [|x]*+2]lx[ [y ]+ ]* = (x]+[y])>

O

CSB-nerovnost také dovoluje definovat thly mezi kazdymi dvéma nenu-
lovymi realnymi vektory x = (z1,...,2,)" ay = (y1,...,%,)" libovolné
dimenze n jako thel «a € [0, 7], pro ktery plati

XTy

CoOSQ = —————.
[l llyll

Protoze funkce cosa je vzajemné jednoznaénéd na intervalu [0, 7], urcuje
posledni rovnost hel o jednoznacné. Vsimnéte si také, ze v piipadé n = 2
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je tato definice v souladu s kosinovou vétou pro trojuhelnik, jehoz vrcholy
jsou pocatek souradnic a koncové body vektord x a y thel « je thel sevieny
vektory x a y. V tom piipadé totiz kosinova véta tiké, ze

Ix =y = Ix[I” + [y l* = 2[lx] - ly]| cos .
Protoze
Ix=yl* = x-y)(x-y)=x"x+y'y-x"y-y'x=
= x>+ lIyll* - 2x"y,
dostaneme po dosazeni do kosinové véty
%) + lly[I* = 2x"y = [[x]* + lylI* = 2[lx] - [[y]| cos a,

tj.
xTy
x|~ Iyl
Euklidovska norma neni jedinou pouzivanou mirou velikosti vektort. Na-
sledujici definice ukazuje, ze pro kazdé realné ¢islo p > 1 lze definovat normu
vektorii z prostoru C"*1.

= Ccos Q.

Definice 9.5 Pro p > 1 definujeme p-normu vektori x = (x1,...,7,)! €
C™*1 jako redlné cislo
n
Il = (3 lalP) 7.
i=1
Euklidovska norma ||x|| vektoru x se tak rovna ||x||2. Lze dokazat nésle-
dujici vlastnosti p-norem:
e ||x|l, >0 a [x||, =0 pravé kdyz x = 0.
o ||ax|, = |a| - ||x||, pro kazd4 skalar a € C a kazdy vektor x,
e [x+ylp, <|xl,+|lyl, pro kazdé dva vektory x,y € C"*1.

CBS-nerovnost pro p-normy ma tvar nasledujici Holderovy nerovnosti. Jsou-
li p,q > 1 redlnd dcisla, pro kterd plati 1/p + 1/q = 1, pak pro kazdé dva
vektory x,y € C™*! plati

<yl < [1xllp - Iy llo-

Vidéli jsme, ze takto definované p-normy spliuji podminky, které jsou
pozadovany od obecnych vektorovych norem ve smyslu nasledujici definice.
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Definice 9.6 Obecna vektorova norma na redlném nebo komplexnim vekto-
rovém prostoru V je zobrazent, které kazZdému vektoru x € V pritazuje redlné
cislo x € R, a které splriuge nasledujici podminky

e ||x]| >0 a|x]| =0 prdvé kdyz x = 0.
o |lax| = |a| - ||x]|| pro kazdd skalar a a kaZdy vektor x € V,

o [x+y| <|x|+ |yl pro kazdé dva vektory x,y € V.

Prostory se skalarnim soucdinem

Standardni skalarni souc¢in dvou vektori v aritmetickém vektorovém pro-
storu nad realnymi nebo komplexnimi ¢isly zavisi na soufadnicich téchto
vektord vzhledem ke standardni bazi. Nasledujici definice ukazuje, jak lze
definovat skalarni souc¢in na realném nebo komplexnim vektorovém prostoru
obecné bez predchozi volby baze tohoto prostoru.

Definice 9.7 Skalarni souin na redlném (komplexnim) vektorovém pro-
storu V je funkce, kterd kazdé usporddané dvojici x,y € V pritazuje redlné
(komplezni) ¢islo < x|y > a spliuje nasledugici podminky

o < x|x >> 0 pro kazdy vektor x € V,

< x|x >= 0 prdvé kdyzZ x = 0,

< xlay >= a < x|y > pro libovolny skaldr a a vektory x,y € V,

<xX|ly +2z >=< x|y > + < x|z > pro kaZdé vektory x,y,z € V,

< x|y >= <y|x> prox,y € V, (v pripadé redlného prostoru V to
znamend, ze < x|y >=<y|x >).

Vsimnéte si, ze z posledni podminky plyne < x|x >€ R bez ohledu na
to, je-li V realny nebo komplexni vektorovy prostor.

Cviceni 9.2 DokaZe, Ze v kaZdém prostoru V se skaldrnim soucinem plati
o <x+Yylz>=<x|z >+ <y|z > pro libovolné tii vektory x,y,z € V,
o < ax|y >=a < x|y > pro kazdy skaldr a a vektory x,y € V,

e < 0|x >=<x|0 >= 0 pro kazdy vektor x € V.
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Piiklad 9.8 Aritmetické prostory R™' a C™*! se standardnim skaldrni
soucinem jsou prikladem obecngch prostori se skaldrnim soucinem, pokud
definujeme < x|y >=x'y, pripadné < x|y >= x*y.

Je-li A reguldrni komplexni matice 7adu n, potom predpis < X|y >=
xX*A*Ay definuje skaldrni soucin na aritmetickém prostoru C™*'. Rikd se
mu elipticky skalarni soucin.

Na prostoru R™*™ redalnijch matic tvaru mxn mizZeme definovat skaldrni
soucin predpisem

< AB >=tr(ATB),

kde tr(C) oznacuje stopu ctvercové matice C = (c;5) Tddu n, kterd je defi-
novdana jako soucet prvku na hlavni diagondle matice C

tT‘(C) = Z Qg5+
=1

Podobné lze definovat skaldrni soucin na prostoru komplexnich matic
C™*"™ predpisem
< AB >=tr(A*B).

Podobné jako standardni skalarni soucin na aritmetickém vektorovém
prostoru C™*! definuje euklidovskou normu, lze definovat rovnéz normu kaz-
dého vektoru x € V v libovolném prostoru se skalarnim soucinem V jako

x| =1/< x|x >.

Abychom dokézali, Zze takto definovana norma spliiuje podminky obecné
definice normy podle Definice 9.6, potfebujeme dokazat, Ze v libovolném
prostoru se skalarnim souc¢inem plati variantna CSB=nerovnosti. Pfedtim
jesté jedno cviceni.

Cviceni 9.3 Jakd je norma vektoru x € C™*! v prostoru s eliptickym ska-
larnt soucinem uréenym requldrni matici A Tddu n?

Jakd je norma matice A = (a;;) € R"™ "™ urcend skaldrnim soucinem
<A|B>=tr(ATB)?

Jakd je norma matice A = (a;;) € C™*" urcend skaldrnim soucinem

< AB >=tr(A*B)?

V nasledujici véte je dokdzana obecnd CSB-nerovnost.
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Véta 9.9 Je-li V prostor se skaldrnim soucinem a ||x|| je norma na V de-
finovand timto skaldrnim soucinem, pak

| <x[y > | <[]yl
pro kazdé dva vektory x,y € V. Rovnost nastava prdvée kdyZ y = ax pro

_ <xly>
%]

Dukaz. MuZzeme postupovat stejné jako v pfipadé dikazu Véty 9.3 s
vyuzitim Cviéeni 9.2. P¥ipad x = 0 je zfejmy a pro x # 0 polozime

_ <xly>
x|
a spocitame, ze
<Xlax —y >=a<x|x>— <x|y >=<xly > - <xly >=0.
Proto

0 < llax—y|’=<ax—ylax—y >=a < xlax -y > — < ylax —y >=
= —<ylax—y>=<yly > —a<ylx >=
Iy )12 - %[ — < x|y ><ylx >

112

Z rovnosti < x|y >= < y|x > vyplyva < x|y >< y|x >= | < x|y > |?,
proto
0< [yl [x]*~ < x|y >< y|x >,

tj. | < x|y > | < ||x|| - |ly|l- Rovnost nastava pravé kdyz nastava rovnost v

prvnim vypoctu dtikazu, tj. pravé kdyz ax —y =0, tj. y = ax. O

Dusledek 9.10 Je-li V prostor se skaldrnim soucinem, pak predpis

x|l = /< x|x >

definuje normu na prostoru V, tj. splnnuje podminky Definice 9.6.

Dukaz. Z definice skalarniho sou¢inu plyne, ze < x|x >€ R je vzdy
nezaporné ¢islo, proto rovnéz ||x|| > 0 pro kazdy vektor x € V. Rovnéz
|x|| = 0 pravé kdyz < x|x >= 0 pravé kdyz x = 0.
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Je-li a skalar a x € V, pak
ax||* =< ax|ax >= aa < x|x >= |a|* - ||x||°.
Pouze ditkaz trojuhelnikové nerovnosti vyzaduje pouziti CSB-nerovnosti.

Ix+yl? = <x+yx+y>=
<X[x>+<Xly>+<ylx>+<yly >=

x[1? + 2Re < x|y > +[ly[|* < [Ix[* + 2| < x|y > |+ [ly]* <
)1 + 2[fx] - [y [l + Iy 1% = (Il + [lyl)?

IN

O

Ortogonalita

Definice 9.11 Dva vektory x,y € V v prostoru se skaldrnim soucinem se
nazgvaji kolmé (ortogondlni), pokud < x|y >= 0. Kolmost vektori x,y
zapisujeme x 1y.

Stejné jako standardni skaldrni soucin umoznuje definovat thel mezi
dvéma vektory aritmetickjch vektorovych prostorit R™*! a C"*! libovolné
dimenze, muZzeme také definovat ithel mezi kazdymi dvéma vektory x,y € V
v libovolném prostoru V se skaldrnim soucinem jako jednoznacné urceny
uhel « € [0, 7], pro ktery plati

< x|y >
COs @ = ————.
[ - Iy
7 obecné CSB-nerovnosti plyne, Ze
< xly > <1
[ Iyl

thel « je tedy dobre definovan. Tato definice ithlu mezi dvéma vektory je v
souladu s definici kolmosti, nebot plati x Ly pravé kdyz < x|y >= 0, coz je
pravé kdyz cos a = 0 pro thel o mezi vektory x,y, neboli a = 7/2.

Definice 9.12 Posloupnost ui,us, ..., u, vektoriu prostoru V se skaldrnim
soucinem se nazyvd ortonormalni, jestlize plati

< ui|uj >= 51']‘

pro libovolné dva indexy i,57 =1,2,...,n.
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Tvrzeni 9.13 Kazdd ortonormdini posloupnost uy,us, ..., u, vektort pro-
storu V se skaldrnim soucinem je linedrné nezdvisld.

Dikaz. Predpokladejme, ze aju; + - -+ + a,u, = 0 pro néjaké skalary

ai,...,ay. Potom pro kazdé i =1,2,...,n plati
n n
0 = < ui| Z > a;u; = Z < ul-|ajuj >=
j=1 j=1

n n
= Zaj < ui|uj >= Zaj&j = Q.
Jj=1 Jj=1

Posloupnost uj, us,...,u, je proto linedrné nezavisla. O

Zname-li néjakou ortonormalni bazi ui,us,...,u, prostoru V se ska-
larnim soucdinem, mtzeme snadno spocitat souradnice libovolného vektoru
x € V vzhledem k této ortonormalni bazi a rovnéz snadno spocitame skalarni
sou¢in < x|y > dvou vektoru x,y € V.

Tvrzeni 9.14 Je-li uy,us,...,u, ortonormdlni baze prostoru V se skaldr-
nim soucinem, pak pro kazdy vektor x € V plati

Xx=<ulx>w+ <uglx >ug+ -+ < up|x > uy,,

tj. i-ta souradnice vektoru x vzhledem k bdzi uy, ..., u, se rovnd skalarnimu
soucinu < uyi|x > pro kazdé i =1,2,... n.
Pokud x = a1u; + asus + - - -a,u, ay = bjuy + bsus + - - - byu,, pak

n
<x|y >=)_ab;.
=1
Dukaz. Pokud

n
X = Z a;uy,
j=1
pak pro kazdé ¢ = 1,2,...,n plati
n n n
< U.Z'|X >=< ui\ Za]‘u]' >= ZCL]' < ui|uj >= Zajéij = a;.
j=1 j=1 j=1

Dale plati

n n n n
< x]y > = < Zaiuil ijuj >= Zai < ui| iju]' >=
i=1 j=1 i=1 j=1
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n o n
al'bj < ui|uj >= Zzaz’bﬂsij =

1 i=1j=1

NE

n

1

-
Il

<

I
M=

a;b;.
1

<.
Il

O

Definice 9.15 Je-li uy,...,u, ortonormdlni bdze prostoru V se skaldrnim
soucinem a X € V, pak vyjadrent

x=<ulx>uw+ <wlx>uy+--+ <ulx>u,

nazgyvame Fouriertv rozklad vektoru x a koeficienty < w;|x > nazgvame
Fourierovy koeficienty vektoru x vzhledem k bdzi uy, ..., u,.

Ukézeme si jesté nasledujici variantu Pythagorovy véty.

Tvrzeni 9.16 Predpoklidame, Ze V je redlny vektorovy prostor se skaldrnim
soucinem. Dva vektory x,y € V jsou ortogondlni prave kdy? ||x + y||?> =
<l + lly]l-

Dukaz. Jsou-li vektory x,y ortogondlni, plati x Ly = 0. Potom

Ix+yl> = <x+ylx+y>=
= <Xxly>+<xly>+<yx>+<yly >=
= [xI*+ 1yl

Naopak, plati-li [|x +y||* = [|x[|* + [[y?|, potom
Ix[2+ [y =< x+y|x+y >=< x|y >+ <x|ly >+ <y|x >+ < yly >,

a protoze v redlném prostoru se skaldrnim sou¢inem plati < x|y >=< y|x >,
plyne odtud
2 <x|y >=0,

tj. xly. O

Vsimnéte si, ze v pripadé komplexniho prostoru se skalarnim soucinem
piedchozi diikaz ukazuje, Ze z rovnosti ||x +y||? = ||x]|? + ||y?|| plyne pouze
Re < x|y >= 0, nikoliv < x|y >= 0. Opac¢né implikace ale zistava beze
zmeény, pokud x Ly = 0, pak [x +y[* = [|Ix[* + [[y.

Gramova-Schmidtova ortogonalizace
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Ukéazali jsme si, jak snadno lze spocitat soufadnice néjakého vektoru
vzhledem k ortonormalni bazi a jak snadné je spocitat velikost skalarniho
soucinu dvou vektord, zndme-li souradnice téchto vektori vzhledem k néjaké
ortonormalni bazi. Zbyva se presvédcit, ze v kazdém vektorovém prostoru
se skalarnim soucinem existuje néjaka ortonormalni baze. Snadno se pre-
svédéime, ze standardni baze je ortonormalni baze v redlném aritmetickém
prostoru R™*! dimenze n a stejné tak rovnéz v komplexnim aritmetickém
prostoru C"*! dimenze n. Nyni si ukdZeme algoritmus, ktery najde ortonor-
malni bazi v kazdém prostoru se skalarnim souc¢inem. Tento algoritmus se
nazyva Gramova-Schmidtova ortogonalizace.

V kazdém vektorovém prostoru V dimenze n nad libovolnym télesem T
existuje néjaka baze B : x1,Xo,...,X,. Je-li V prostor se skaldrnim soucinem,
znamend to, Ze téleso skalart je bud téleso R redlnych ¢isel nebo téleso C
komplexnich ¢isel. Gramova-Schmidtova ortogonalizace zacina s libovolnou
bazi B : x1,X2,...,X, vektorového prostoru V se skalarnim soucinem a
sestroji ortonormalni bazi O : uj,us,...,u, tohoto prostoru, kterd navic
splnuje podminku

e pro kazdé k = 1,...,n je posloupnost O : uy,...,u; ortonormalni

baze podprostoru Sy = L(X1,...,Xx).

Budeme postupovat indukci podle k. Pro k = 1 definujeme vektor

X1

ST

u] =

Vektor x; # 0, nebot je prvkem béze a tedy linedrné nezavislé posloupnosti.
Zlomek je proto dobfe definovan a |lu;|| = 1, posloupnost O : u; je proto
ortonormalni baze podprostoru §; = L(x1) = L(u1).

Predpokladdme nyni, Ze jsme jiz sestrojili n€jakou ortonormaélni bazi
O : uy,...,u podprostoru Sy = L(x1,...,x;) = L(uy,...,u) pro néjaké
k > 1 a k < n. Budeme hledat vektor uiy; ve tvaru

k
Ug+1 = Xg41 — Z a;ug,
i=1
kde nezname skalary ai,...,ax. Vektor uiy; musi byt kolmy na vSechny

vektory uy, ..., ux, coz plati pravé kdyz pro kazdé j =1,...,k je
k
0 = < uj|uk+1 > = uj|xk+1 — Zaiui > =
=1
k
= < uj|xk+1 > —Zai < uj|ul- > =< llj|Xk+1 > —ay,

=1
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tj.
aj = <uj|xgy1 > provsechna j=1,... k.
Oznacime i
Vi1 = ||Xk+1 — Z < ui]xk_H > uZH

i=1
Plati vg41 # 0, nebot xx11 & L(X1,...,%X;) = L(uy,...,ux) podle induké-
niho predpokladu (rovnost linedrnich obalt £(x1,...,x;) = L(uy,...,ug))
a predpokladu, ze B : x1,...,x, je baze V. Proto plati, ze vektor xp 1 —
Zle < w|xgy1 > uw; # 0. Muzeme tak polozit

Xpor1 — Doneq < WilXpep1 > Wy

Upt1 =
Vk+1
Vektor uy1 je proto kolmy na vSechny vektory u; pro j =1,...,k a navic
|lug+1]| = 1. Posloupnost uy, ..., ug, uxy; je tak ortonormalni a proto také
linearné nezavisla podle Tvrzeni 9.13.
Zbyva dokazat, ze L(x1, ..., Xk, Xg+1) = L(a1, ..., Uk, Ugy1). Z rovnosti
k
Xk+1 = Vg+1Ug+1 T Z < Wilxp41 > g
i=1
vyplyva, Ze
Xp1 € L(ur, ..., U, Wppr).

Podle indukéniho predpokladu dale pro kazdé j = 1,...,k plati
X; € L(x1,...,x;) = L(ug,...,u;) € L(ug, ..., u, Wpyr).

Plati proto
,C(Xl, e ,Xk,Xk_H) Q ,C(U_l, . ,uk,uk+1).

Protoze jsou obé posloupnosti xi,...,Xg, X1 @ Ug,..., Uk, Ukt linedrné
nezavislé, maji oba linearni obaly dimenzi k£ + 1 a jsou si proto rovné. Tim
je popis a dikaz spravnosti Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace dokoncen.

V ptipadé, ze uvazujeme prostory R™*! nebo C"™*! se standardnim ska-
larnim soucinem a euklidovskou normou, mizeme Gramovu-Schmidtovu or-
togonalizaci popsat pomoci matic. Je-li B : x3,...,%X, linedrné nezavisla
posloupnost v prostoru C™*!, dostaneme Gramovou-Schmidtovou ortogo-
nalizaci ortonormalni béazi

Xft1)Wi
Xpep1)u; |

_ 3k
w2 g g, = 2ici(u
%4

= ro k=0,...,n—1.
it — S (u ’

Sy |Sox
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podprostoru S = L(x1,...,X,) prostoru C"™*1.
Oznacime matice
U; =0,x1 a Uk = (ugjug|---|ug) pro k=1,...,n—1,

a spocitame, ze

U Xp 41
*
UoX k1
*
Ui iXp1 =
upXp 41
a
k k
* * *
U1 Ufaxpin = ) wi(uixesn) = ) (0fxpp)u;
=1 =1

pro k=1,...,n— 1. Proto plati pro tato k, Ze

k
Xp1 — (Wi xpq1)w; = Xpp1 — Up 1 Up X1 = (I — U Upy ) Xpa1.
i=1
Plati rovnéz
x1 = Inx1 = (I, — U1U7)xy,
dostavame tak jednotné vyjadireni pro vysledek Gramovy-Schmidtovy orto-
gonalizace

(Im — UkUZ)Xk
(L — UR U)Xl

up —

pro k=1,2,...,n.

Klasicky Gramuv-Schmidtiv algoritmus

Je-li ddna linedrné nezavisla posloupnost vektori xi,...,x,, muzeme
Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci popsat nasledujicim algoritmem

pro k= 1:
X1

u] <
%1l

prok=2,...,n:

k—1
Up < Xg — Z(fok)ui
i=1
uy

up — ——.
|
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Cviceni 9.4 PouZijte Gramuv-Schmidtiv algoritmus na nékolik posloup-
nosti linedrné nezdvisljch vektori.

Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci mizeme vyjadrit jesté jinym zpu-

sobem pomoci ndsobeni matic. Je-li ddna matice X,,xn, = (x1]X2| - [Xn)
s komplexnimi prvky a s linedrné nezavislymi sloupci, a pouzijeme-li kla-
sicky Gramuv-Schmidtiv algoritmus na posloupnost X1, . . ., X, sloupcovych

vektoriu matice X,,xn, dostaneme ortonormalni bazi sloupcového prostoru
S(Xnxn) matice X, xn:

k—1/ %
X Xp — > i (AFXE)qs
q1:71 a Q= k im1 (9 Xk) pro k=2.3,....n,
141 Vi
kde
k—1
v = ||x1|| a v = |lxx — Z(qka)qZH pro k=23,...,n.
i=1
Vyjadieni vektortu qi,qso, - - ., 9, mizeme prepsat do tvaru
k—1
X1 =v1q1 a Xy = Y _(q;Xg)qi + qr pro k=2,3,....n.
i=1
Posledni vyjadfeni vektor x; jako linearni kombinace vektort qi,...,qg
pro k =1,...,n muZeme vyjadfit pomoci ndsobeni matic jako rovnost
VI QX2 qiX3 ccc Q)Xp
0 v aq3x3 -+ 43X,
*
(x1lx2| -+ [xn) = (au]az|--+|an) | O O ittt A3%a
0 0 0 - vy

Tento rozklad matice X, x, muzeme zapsat jako X,,xn = QumxnRuxn, kde
Q je matice s ortonorméalnimi sloupci a R je ¢tvercova horni trojuhelnikova
matice s kladnymi prvky na hlavni diagonéle. Lze ukazat, ze tyto dvé pod-
minky urcuji matice Q a R jednoznacné. Tomuto rozkladu matice X rikame
QR-faktorizace matice X.

Cviceni 9.5 Najdéte QR-faktorizaci nékolika redlnych a komplexnich ma-
tic.
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Priklad 9.17 Klasicky Gramuv-Schmidtiv algoritmus neni numericky sta-
bilni. PouzZijeme-li jej na posloupnost vektori

1 1 1
xi=| 1073 |, xo=| 1073 |, x3= 0 ,
1073 0 1073

a pokud zaokrouhlujeme kazdy jednotlivy vgpocet na t7vi platnd mista, dosta-
neme posloupnost vektori

1 0 0
w=| 103 |, w=| 0 |, ug=1| —0,709
1073 -1 —0,709

Tento vysledek neni uspokojivy, protoZe vektory us a ug nejsou prilis orto-
gondlng.

Modifikovany Gramuv-Schmidtav algoritmus

Numerickou stabilitu Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace miizeme vy-
lepsit tim, ze preusporddame jednotlivé kroky vypocétu. Z predchoziho po-
pisu klasické Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace posloupnosti realnych,
ptipadné komplexnich, vektorti x1, X3, ...,X, dimenze m dostavame, ze

(I — UkUZ)Xk
u; = kde U; =0 a U = (uy|us|---|ug_1) pro k> 1.
[= 00l (ugfua) - o)
Oznacime matice E; =T a E; = I — uw;_ju}_; pro ¢« > 1. Z ortogonality
posloupnosti vektorti u, ug, ..., u, vyplyva, ze

E; - EE; =I—-wu] —wu; — - —u,_ju;_; =I-U,U;.
Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci miizeme proto vyjadrit ve tvaru

_ Ek s E2E1Xk
[Eg - - EgEqx||

Odtud vyplyva, Ze Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci muzeme také
usporadat nasledovné:

uy pro k=1,2,...,n.

X1,X2,..., Xy, — U1,X2,...,Xp
— uj, EQXQ, E2X3, c. 7E2Xn
— u1,u2,E2X3,...,E2Xn
— ujp, Uug, E3E2X3, NN ,E3E2Xn
— ujp, U2, us, E3E2X4, e ,E3E2Xn

atd.
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Toto uspotfadani vede k nésledujici verzi ortogonaliza¢niho algoritmu,
ktery nazyvame modifikovand Gramova-Schmidtova ortogonalizace. Mame-
li danu linedrné nezavislou posloupnost vektortt x1,Xa, ..., %, € C™*! pak
spocitame ortonormaélni posloupnost uj, uo,...,u, takto

pro k= 1:

X1
up — —,
1]

pro k > 1:

u; «— Epuj=u;—(u;_juj)u,_; proj=~kk+1,...,n,
Uy
uy —.
[
V exaktni aritmetice vedou oba algoritmy ke zcela stejnému vysledku.
Rozdil je v piipadé, kdy nepouzivame exaktni aritmetiku a pocitdme na
pevny pocet platnych mist. Vétsi numerickou stabilitu takto modifikované

Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace mizeme demonstrovat v nasledujicim
prikladé.

Priklad 9.18 Pouzijeme-li modifikovany Gramiv-Schmidtiv algoritmus na
posloupnost vektoru X1, Xo, X3 z Prikladu 9.17 a zaokrouhlujeme-li opét kazZdy
mezivysledek ihned na tri platnd mista, dostaneme posloupnost vektori

1 0 0
w=| 103 |, ww=| 0 |, us=| -1 |,
1073 -1 0

e v

Ani modifikovany Gramuv-Schmidtiv algoritmus neni numericky sta-
bilni. Existuji priklady, kdy vede k neuspokojivym vysledktim, pokud nepo-
uzivame exaktni aritmetiku.

Unitarni a ortogonalni matice

Definice 9.19 Ctvercovd komplezni matice U 7ddu n se nazjvd unitarni,
pokud jeji sloupce tvori ortonormdlni bdzi prostoru C™*!.

Ctvercovd redlnd matice P ¥ddu n se nazyvd ortogonalni, pokud jeji
sloupce tvoii ortonormdlni bdzi prostoru R™*1.
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Nazev ortogondlni matice je bézné pouzivany, prestoze mnohem vhod-
néjsi by byl nazev ortonormdlni matice.

Véta 9.20 Pro komplexni ctvercovou matici U Tadu n je ekvivalentni
1. U je unitdrng,
2. posloupnost radkovych vektori matice U je ortonormdlni,
3. U™l =U~,
4. |[Ux|| = ||x|| pro kazdy vektor x € C™*1.

Dukaz.
1 < 3. Matice U je unitrni pravé kdyz (U,;)*U,; = §;;. Raddkovy vektor
(Usi)* se rovna i-tému fadku matice U*, proto (U*); U, = (Uy)* Uy, =
dij, tj. U*U = I,,. Pfipomenime si, Ze d;; je Kroneckeriv symbol, ktery se
rovna 1, pokud ¢ = j, a je rovny 0, pokud ¢ # j.
3 & 2. Podle Tvrzeni 3.11 plati U*U = I,, pravé kdyz UU* = I, tj.
pravé kdyz U, (U*),; = d;;. Protoze sloupcovy vektor (U*),; se rovna vek-
toru (Uj,)*, dostavame U (U, )" = U (U*),,; = 6;5. Cislo U (Ug)* je
komplexné sdruzené k ¢ilsu U, (Ujy)* = d;5, posledni rovnost je proto ekvi-
valetni s tim, ze posloupnost fadkovych vektort Uy, Uy, ..., Uy, ortonor-
malni.
3=4. JeliU'U =1, ax e, pak

|Ux||? = (Ux)*Ux = x*U*Ux = x*x = ||x||°.

4 = 1. Plati-li pro matici U rovnost |Ux|? = ||x||> pro kazdy vektor
x € C™*1, pak také pro libovolné dva vektory x,y € C"*! plati
U +y)II” = x+ ]
Pro normu vektoru ||x + y||? plati
Ix+yl? = (x+y)x+y)=xx+yy+xy+yx=
= [IxI* + [ly|* +x"y +x7y =
= [Ix|* + llyll* +2- Re(x"y),
a pro normu vektoru U(x + y) podobné dostéavame
[Ux+y)P = (+y)UU(x+y)=
= x'U'Ux+y"'U'Uy +x*"U*Uy + y'U'Ux =
= |Ux|® +|Uy|® + x*U"Uy + x*U*Uy =
= |x[* + ylI* + 2 - Re(x"U"Uy).
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Z rovnosti [|U(x + y)[|*> = [x + y||* tak vyplyva rovnost realnych éasti
Re(x*y) = Re(x*U*Uy).

Obdobné dokazeme také rovnost imaginarnich ¢asti obou standardnich
skalarnich sou¢int x*y a x*U*Uy, tj. rovnost Im(x*y) = Im(x*U*Uy).
Tentokrat vyjdeme z rovnosti ||x + 2y|| = [|[U(x + 2y)||, kde 2 je komplexni
jednotka. S vyuzitim rovnosti 7 = —: dostavame

[x+yl]> = (x+wy)(x+1y)=
x"x + (1y)*(y) + x*(0y) + (2y)'y =
%) + 2|yl +1x*y +uy*x =

I1x)1* + |yl +ex*y —ey*x =
= x>+ |yl +:(x*y —x7y) =
= x>+ ly[l* + 2 Im(x*y).

Zcela analogicky dokézeme, ze rovnéz
U +)lI” = [1x]* + [[y[|* + 2 Im(x*U*Uy).

Plati proto rovnéz rovnost imaginarnich éasti Im(x*y) = Im(x*U*Uy). Z
rovnosti redlnych a imaginarnich ¢asti obou skalarnich soucind tak dosté-
vame rovnost

x*y = x*U*Uy.

Nyni uz snadno dokonc¢ime ditkaz implikace 4 = 1. Pro libovolné dva
indexy 7,7 = 1,2,...,n plati

(U.i)"Us; = e;U"Ue; = eje; = bij.

Posloupnost sloupcovych vektortt matice U je proto ortonormalni. O

Podobné muzeme také dokazat ekvivalentni podminky pro ortogonalni

matice. Staé viude nahradit vektor x* redlnym fadkovym vektorem x” .

Véta 9.21 Pro redlnou ctvercovou matici P rddu n je ekvivalentni
1. P je ortogondlni,
2. posloupnost rddkovych vektori matice P je ortonormalnt,
3. P71 =PT,

4. |Px|| = ||x|| pro kazdyj vektor x € R™ 1!,
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Ortogonalni doplnék

Definice 9.22 Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem a P pod-
prostor V, pak definujeme ortogonalni doplnék podprostoru P jako mnoZinu

PL={ueV:<xlu>=0 prokazdy vektor x € P}.
Nasledujici tvrzeni obsahuje zakladni vlastnosti ortogonalniho doplnku.

Tvrzeni 9.23 Predpokladime, Ze P je podprostor vektorového prostoru V
se skalarnim soucinem. Potom plati

1. Pt je podprostor prostoru V,
2. P-nP={0},

3. je-liuy,...,ux ortonormdlni bdze podprostoru P a Ug1,...,u, orto-
normdini bdze podprostoru P, pak wy,...,uy, Upi1,...,u, je orto-
normdlni bdze prostoru V,

4. dim P+ = dim V — dim P,
5 Pt =p.

Duikaz. 1. Jsou-li u,v € Pt a a libovolny skalar, pak pro kazdy vektor
x € P plati
<xlu+v>=<xu>+<x|v>=0

a podobné
< x|lau >=a < x|ju >=0.

Ortogonélni doplnék P+ je proto podprostor V.

2. Je-liu e P NP, pak < ulu >=0, tj. u = 0.

3. Posloupnost uy,...,ug,ugy1,...,U, je ortonormdalni, a proto line-
arné nezavisla podle Tvrzeni 9.13. Dokazeme, ze je bazi prostoru V. Udé-
lame to sporem. Kdyby platilo L(uy,...,ug, ugt1,...,u,) # V, doplnili

bychom posloupnost uy,...,ug, Ugt1,. .., U, do baze prostoru V pfiddnim
néjakych vektorl xi, . .., X,,. Na linedrné nezavislou posloupnost uy, ..., ug,
Ugi1,---,Upn,X1,...,Xy bychom pouzili Gramovu-Schmidtovu ortogonali-
zaci. Dostali bychom ortonormalni posloupnost uy,...,ux, Ugt1,..., Uy,
Vi,...,Vm. Pro vektor v; by pak platilo < uj|lvy >=0proi = 1,...,k
a tedy také

k k

< Zaiui|v1 >= ZEZ' < ui|v1 >= 0,
=1 =1
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a proto také vi € L(uy,...,ux)t = PL. To je ale ve sporu s tim, Ze
Uji1,...,U, je baze P a vy & L(upyq,...,u,). Posloupnost uy,...,uy,
Ugy1, .- -, Uy je proto bazi celého prostoru V.

4. Podle ¢asti 3. dostavame dim P+ =n — k = dim V — dim P.
5. Pro kazdy vektor u € P a x € P+ plati

<xju>=<ulx>=0,
proto rovnéz u € PLL, atedy P C PLL. Vzhledem k 4. plati také
dim P+ = dim V — dim P+ = dim V — dim V + dim P = dim P,

proto z pravé dokazané inkluze vyplyva P = Pl O
Nasledujici véta o ortogondlnim rozkladu dava do souvislosti Ctyfi za-
kladni podprostory uréené matici a ortogonalni doplnék.

Véta 9.24 Pro kazdou matice A € R™*" plati

e S(A)t =N(AT),

e N(A)T =5(AT).

Podobné pro kazdou matici B € C™*™ plati

e S(B)t = N(B¥),

e N(B)+ =S8(B¥)

Dukaz. Vektor z € S(A) pravé kdyz z = Ay pro néjaky vektor y €
R 1. Plati tedy, ze vektor x € S(A)* pravé kdyz pro kazdy vektor y €
R plati < Ay|x >= 0, coz je pravé kdyz y? ATx = 0, neboli pravé kdyz
< y|ATx >= 0. Posledni rovnost nastava pravé kdyz A7x = 0, neboli prave
kdyz x € N(AT). Tim je dokazana prvni z rovnosti.

Druhou rovnost dostaneme pouzitim prvni rovnosti na transponovanou
matici AT a z Tvrzeni 9.23.5. Dostavame tak

N(A) = N(AT") = S(AT)!
a proto také
N(A) =SAT).

Analogické rovnosti pro komplexni matici B € C™*" dokazeme stejnym
postupem, pouze viude nahradime transponované matice CT maticemi C*.
Od
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Predpokladejme nyni, ze A € R™*"™ je realnd matice a jeji hodnost
r(A) = dim S(A) = r. Zvolme néjakou ortonormalni bazi B : uy,...,u,
sloupcového prostoru S(A) matice A a déle zvolme ortonormdlni bazi B’ :
U 41,...,U,;, ortogonilniho dopliku S(A)* = N(AT). Posloupnost vek-
torti ug,...,u,,Up1q,...,U, je potom ortonormélni baze prostoru R™*1
podle Tvrzeni 9.23.3. Matice U = (uj|ug|- - - |u,,) je potom regularni podle
Véty 9.21.

Dale zvolime ortonormalni bazi vi,...,v, prostoru S(AT) a ortonor-
malni bazi v,;1,...,V, jeho ortogonalniho doplitku S(AT)L = N'(A). Ma-
tice V.= (vi|va|---|vy) je potom rovnéz regularni, ze stejného diivodu jako
matice U.

Nyni budeme uvazovat souéin R = UTAV. Je-li R = (r;;), pak r;; =
uiTAvj. Protoze ulTA =0prot=r+1,...,maAv; =0proj =r+1,...,n,
dostavame pro matici R vyjadieni

ulAvi - ufAv, 0 -~ 0

T. . ,1;" . . .

s | v Avy - ugAv,. 0 -0 0
R=U"AV = 0 0 0O --- 0
0 0 0 --- 0

Protoze U™l = U a V~! = VT podle Véty 9.21, mtizeme matici A vyjadfit
ve tvaru

A:URVT:U(C’”OX’" 3>VT.

Dale plati r(C) = r, nebot

r(C) = r( Cror ) — r(UTAV) = r(A) =1,

protoze soucin libovolné matice s reguldrni matici neméni hodnost této ma-
tice podle Ulohy 6.4 a Ulohy 6.5. Takto ziskanému rozkladu A = URV7”
matice A fikdAme URV-faktorizace matice A.

Cviceni 9.6 Najdéte URV-faktorizaci nékolika matic.

Kazda mnozina ortonormalnich bazi ¢tyt zakladnich podprostort urce-
nych matici A urcuje URV-faktorizaci matice A. Plati to také naopak, kazda
URV-faktorizace matice A urcuje ortonormalni baze vSech ¢tyt podprostoru.
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Mame-li totiz ortonorméalni matice U = (U1|Usz) fadu m, V = (V1|Vy)
rfadu n a regularni matici C fadu r, pro které plati

A:URVT=U<C’”O” 3>VT,

pak podle Ulohy 6.4 plati
S(A) = S(URVT) = S(UR) = §(U;C|0) = S(U;C) = S(Uy).

Proto sloupcové vektory matice U tvofi ortonormaéalni bazi sloupcového pro-
storu S(A) matice A. VSechny sloupcové vektory matice Uy lezi v ortogo-
nalnim doplitku S(A)*+ = N (AT) a protoze dim S(A)* = m — dim S(A),
musi tvofit ortonormélni bazi S(A)+ = N(AT).

Vynésobime-li libovolnou matici B zleva regularni matici (tj. provedeme-
li posloupnost elementéarnich fadkovych tprav matice B), nezménime nulovy
prostor N'(B) matice B. Plati proto

cvT

N(A) = N(URVT)—N(RVT)—N< 0

) = N(CVT) =
= N(V])=8(Vi)* =8(Va),

a proto také S(AT) = NM(A)L = S(Va)+ = S(V1). Tim jsme dokonéili
dikaz nasledujici véety o URV-faktorizaci.

Véta 9.25 Je-li A € R™*™ redlnd matice hodnosti r, pak existuji ortogo-
ndlni matice U 7ddu m, ortogondlni matice V vddu n a requldrni matice C
rddu r, pro které plati

A:URVT:U<CT‘0” g)vT,

a ddle
o pronich r sloupct matice U tvori ortonormadlni bazi S(A),
e poslednich m — r sloupcii matice U tvori ortonormdlni bazi N'(AT),
e pronich r sloupciu matice V tvori ortonormdlni bdzi S(AT),

e poslednich n — r sloupci matice V tvori ortonormdlni bazi N'(A).
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Jestlize naopak jsou U ortogonalni matice radu m, V ortogondlni matice
radu n a C reguldrni matice vddu v, pro které plati

A:URVT=U<C’”O” 3>VT,

pak matice U a V maji uvedené ctyri vlastnosti.

Pozdéji si ukdzeme silnéjsi verzi URV-faktorizace, které se fika SDV-
rozklad a jeho geometricky vyznam.

Ortogonalni projekce

Je-li M podprostor vektorového prostoru V se skalarnim soucinem, plati
podle Tvrzeni 9.23 a Tvrzeni 6.22

dim(M + M*) = dim M +dim M+ — dim MM+ =
= dim M + dim M+ = dim V,

proto M 4+ M+ = V. Pro kazdy vektor x € V tak existuje vyjadieni x =
m+n, kde m € M an € M+, Toto vyjadieni je uréené jednoznaéné, nebot
je-li x = m’ 4 n’ jiné vyjadieni spliiujici podminky m’ € M an’ € M', pak
odeétenim obou vyjadieni vektoru x dostavdme rovnost 0 = (m — m') +
(n—n'), tj. m —m’ = —(n—n’). ProtoZe m —m’ € M a —(n—n’) € M+,
dostavame z rovnosti M N M+ = {0}, Ze m —m’' = —(n — n’) = 0, tj.
m=m'an=n’.

Definice 9.26 Vektor m € M nazgvdme ortogondlni projekce vektoru x na
podprostor M a oznacujeme jej Paq(x). Zobrazeni Ppq : V — M pritazujici
kazdému vektoru x € V jeho ortogondlni projekci P aq(x) na podprostor M
nazyvdme ortogonalni projekce prostoru V na podprostor M.

Lemma 9.27 Zobrazeni Ppq: V — M je linedrni.

Dukaz. Jsou-li x,y € V libovolné vektory, Py(x) = m € M, Py (y) =
p € M, pak existuji vektory n,q € M* takové, 2e x =m+nay=p+q.
Potom x +y = (m +p) + (n+q), a protofe m +p € M an+q € M+,
plyne odtud Py(x +y) =m+p = Py (x) + Puy(y).

Podobné z rovnosti x = m + n plyne rovnost ax = am + an pro kazdy
skalar a. Protoze am € M a ap € M, plyne z definice ortogonalni projekce
P, ze Py(ax) = am = aPpy(x). O
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Ortogonalni projekci vektoru x € V na podprostor M C V najdeme
tak, Ze napred sestrojime ortonormalni bazi ui, ..., u; podprostoru M, or-
tonormalni bazi ug,q,...,u, ortogonalniho doplitku M=, a poté najdeme
soufadnice vektoru x vzhledem k ortonormalni bézi uy, ..., ug, Ugy1,..., Uy
celého prostoru V. Tyto soutadnice dostaneme z Fourierova vyjadreni

n
X:Z <ulx >y

i=1
vektoru x vzhledem k bazi uy,...,ug, ugy1,...,u,. Plati proto
k
Py(x) = Z < uwilx > ;.
i=1

Cviceni 9.7 Najdéte ortogondlni projekce nékolika vektori na nékteré pod-
prostory prostoru R™ ' a C"*1.

Ortogonalni projekce P »((x) vektoru x na podprostor M ma nasledujici
specialni vlastnost.

Tvrzeni 9.28 Je-li M podprostor vektorového prostoruV se skaldrnim sou-
c¢inem a x € V, pak pro kazdy vektor b € M rizny od ortogondlni projekce
P (%) plati

[x = Pm(x)[ < x—bl.

Dukaz. Vektor Py((x) — b lezi v podprostoru M, a plati proto, ze
(x—Pam(x)) L (Pap(x)—b). Podle Pythagorovy véty, tj. Tvrzeni 9.16, plati

I =Bl = [lx = Par(x)|* + [Pae(x) = blI* < [lx = Prg(x)]%,

protoZe predpokladame Py (x) # b. O

Definice 9.29 Redlné ¢islo ||x — P aq(x)|| nazgvdme vzdalenost vektoru x
od podprostoru M.

Cviceni 9.8 Spoctéte vzddlenosti nékolika vektori od mékterych podpro-
stort prostoru R™ a ™1,

Elementarni ortogonalni projektory a reflektory

Nyni se budeme zabjvat specialnim piipadem, kdy V = C™*! je kom-
plexni unitarni prostor se standardnim skalarnim souc¢inem a podprostor M
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prostoru C"*! je definovan jako ortogonalni doplnék linearniho obalu £(u),
kde vektor u € C"*! je jednotkovy vektor, tj. ||ul = 1. V tomto piipadé
existuje jednoduchy zpisob, jak spocitat ortogonélni projekci libovolného
vektoru x € R™*! na podprostor M = L(u)*.

Oznacime si P = I,, — uu* a spocitdme vektory Px a (I,, — P)x. Plati

(I, -P)x=x— (I, —uu’)x =x —x+ u(u'x) = (u"x)u € L(u).
Dale
u*(Px) =u*(I, —uu)x = u"x — (u"u)(u'x) = u'x — ||uf| - u*x =0,

tj. vektor Px € £(u)* = M. Protoze plati x = (I, — P)x + Px, dostavame,
Ze pro ortogonélni projekci P y((x) vektoru x na podprostor M plati

Pr(x) = Px.

Definice 9.30 Matici P = I, — uu* nazyvame elementarni ortogonalni
projektor urceny jednotkovym vektorem u € C™*1.

Pokud 0 # v € C"*! je libovolny vektor, ozna¢ime u = v/||v| jednot-
kovy vektor stejné délky a stejného sméru jako vektor v. Protoze L(v) =
L(u), plati rovnéz L(v)+ = L(u)t = M a ortogonalni projekci libovolného
vektoru x na podprostor M spocitame pomoci elementarniho ortogonalniho
projektoru ur¢eného vektorem u = v/||v||

vv* vv*

P:In—uu*:In—W:In—m.

Podobné najdeme také matici, pomoci které spocitame vektor Sp(x)
symetricky k vektoru x vzhledem k podprostoru M = L(u)t. Vime totiz,
ze pokud je u jednotkovy vektor, pak ortogonélni projekce x na podprostor
M se rovna P aq(x) = Px. Vektor Spq(x) symetricky k vektoru x vzhledem
k podprostoru M spliiuje rovnost

Sux)—x = 2(Pm(x) —x) =2(Px—x) =2(I, —uu")x —2x =

= —(2uu’)x,

tj.
Sm(x) =x — (2uu”)x = (I, — 2uu™)x.
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Definice 9.31 Je-li u € C™*! jednotkouvy vektor, pak matici
R=1I,2uu*
nazyvdme elementarni ortogonalni reflektor urceny vektorem u.

Podobné jako v piipadé ortogonalni projekce na podprostor M = £(u)*
dostaneme, Ze pokud v € C™*! je libovolny nenulovy vektor, pak pro libo-
volny vektor x € C™*! spoéitame vektor Sy (x) symetricky k vektoru x
vzhledem k podprostoru M = L£(v)* jako

Metoda nejmensich ¢tvercu

Mame-li soustavu linedrnich rovnic Ax = b s realnymi (komplexnimi)
koeficienty, ktera nemé zZadné feSeni, muzeme najit “priblizné reseni” této
soustavy nasledujicim zpusobem. Z predchozi teorie vime, Ze soustava Ax =
b je fesitelna pravé kdyz b € S(A), tj. praveé kdyz vektor A lezi ve sloupco-
vém prostoru matice A. Soustava je tedy nefesitelna pravé kdyz b ¢ S(A).
Ve sloupcovém prostoru S(A) matice A existuje podle Tvrzeni 9.28 vektor,
ktery je blize k vektoru b, nez kterykoliv jiny vektor tohoto sloupcového
prostoru S(A). Timto vektorem je ortogonalni projekce vektoru b na pod-
prostor S(A) = M. Tuto ortogonalni projekci vektoru b, vektor P (b),
nazyvame fesent soustavy Ax = b metodou nejmensich ctvercu.

Pokud nejsou sloupcové vektory matice soustavy A linedrné nezavislé,
existuji rtizna vyjadieni jednozna¢né urcené ortogonélni projekce Paq(b)
vektoru pravych stran b na sloupcovy prostor S(A) matice A coby linearni
kombinace sloupcovych vektort matice A.

Cviceni 9.9 Vyreste nékolik neresitelnijch soustav linedrnich rovnic meto-
dou nejmensich ctvercii.



