Kapitola 2

Gaussova eliminace

Néazev druhé kapitoly je soucasné nazvem nejcastéji pouzivané metody (al-
goritmu) pro FeSeni soustav linearnich rovnic. Gaussova elimina¢ni metoda
pro feSeni soustavy linedrnich rovnic sestava ze dvou krokt:

e prevedeni rozsifené matice soustavy pomoci elementarnich rddkovych
tprav do 7ddkové odstupriovaného tvaru pomoci Gaussovy eliminace,

e nalezeni vSech feSeni soustavy pomoci zpétné substituce.

Oba kroky si nyni podrobné rozebereme. Za¢neme definici fadkové od-
stupnovaného tvaru.

Definice 2.1 Matice E = (a;;) tvaru m x n je v fadkové odstupniovaném
tvaru, jestliZe splnuje dvé nasledujici podminky:

o obsahuje-li i-ty radek B, samé nuly, pak vsechny vadky pod i-tym rdd-
kem jsou také nulové,

o je-li v i-tém tadku E;. proni nenulovy prvek v j-tém sloupci (tj. na
misté (i,7)), pak vSechny prvky, které lezi v prunich j sloupcich a sou-
casné pod i-tym radkem, se rovnaji 0.

Proni nenulovy prvek v kazdém rddku nazijvame pivot.

Prvni podminka fika, Ze u matice v fadkové odstupnovaném tvaru jsou
vSechny nulové fadky v dolni ¢asti matice. Z druhé podminky vyplyva, ze
matice v fadkoveé odstupniovaném tvaru ma tolik pivoti, kolik mé nenulovych
radkt. V kazdém nenulovém radku je pravé jeden pivot.
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Cviceni 2.1 Rozhodnéte, které z ndsledujicich matic jsou a které nejsou v
radkove odstupriovaném tvaru:

0120 3 1120 3
10 2 4 -1 00 2 4 -1
A= 0021 0 B= 0001 O
0003 O 0 00O O
0120 3 0 01 2 0
00 24 -1 5 01 2 4
C=(0001 0 2 D=
0 001
0000 O O 000 0
0000 0 -1

Oznacte pivoty v téch maticich, které jsou v Tadkové odstupriovaném tvaru.

Gaussova eliminace — algoritmus pro pfevedeni libovolné matice do Fad-
kové odstupniovaného tvaru pomoci elementérnich fadkovych dprav — spo-
¢iva v nékolikerém opakovani jednoho a téhoz cyklu na stale mensi matice.
Ukézeme si jeden prubéh cyklu. Necht je ddna matice A = (ax;) tvaru mxn.
Piedpokladame, ze cyklus Gaussovy eliminace jiz probéhl (i — 1)-krat a z
matice A jsme dostali matici B = (by;). Tento predpoklad také pfipousti
moznost ¢ —1 = 0, tj. Zze vipocet pomoci Gaussovy eliminace za¢ina s matici
B = A. Cyklus sestava z nasledujicich kroki:

e prohlizime sloupce matice B zleva a najdeme prvni sloupec, ktery
obsahuje nenulovy prvek v i-tém faddku nebo v néjakém radku pod -
tym Ffadkem; pokud takovy sloupec neexistuje, pokracujeme poslednim
krokem,

e je-li prvni takovy sloupec B,;, ozna¢ime si misto (7, ;) jako misto pro
i-ty pivot,

e je-li prvek b;; na misté (i,7) rovny 0, pfesuneme pomoci prvni ele-
mentarni fadkové tpravy na misto ¢-tého radku libovolny fadek pod
i-tym fadkem, ve kterém je prvek v j-tém sloupci nenulovy; v opac¢ném
ptipadé pokracujeme hned nésledujicim krokem,

e pokud je na misté (4, 7) nenulové ¢islo, pfi¢teme ke vSem ostatnim rad-
kiim pod i-tym Ffddkem vhodné nasobky i-tého fadku tak, abychom vy-
nulovali vSechny prvky ve sloupci B,;j, které se nachazeji pod pivotem
na misté (4, 7) (tj. opakované pouzivame tfeti elementarni Gpravu),



e pokud jsou vSechny prvky v ¢-tém radku matice B a ve vSech fadcich
pod nim nulové, algoritmus kon¢i.

Pribéh celého algoritmu si ukazeme v nasledujici dloze.

Uloha 2.1 Prevedte ndsledujici matici do Fddkové odstupriovaného tvaru
pomoci Gaussovy eliminace:

1 21 4 1
2 404 4
1 2 3 8 -1
2 404 7

Reseni. Cisla na mistech pro pivoty jsou vyznacena tucéné:

1214 1 12 1 4 1
2 40 4 4 00 -2 —4 2
1238 1|7 loo 2 4 —2|7
2 404 7 00 -2 —4 5
12 1 4 1 12 1 4 1
00 -2 —4 2 00 -2 —4 2
00 0 0 o7 loo o o 3
00 0 0 3 00 0 0 0

O

Oveérit, Ze po skonceni Gaussovy eliminace dostaneme matici v fadkové
odstupnovaném tvaru, neni obtizné. Pfredevsim si v§imnéme, ze pokud v i-
tém prubéhu cyklu nepfeskocime druhy krok, ztistane po vykonani tfetiho a
¢tvrtého kroku na misté (i, j) nenulovy prvek. Probéhne-li cely i-ty cyklus,
prvnich ¢ fadkt nové matice je nenulovych.

Pokud tedy v prvnim kroku i-tého cyklu zadny nenulovy prvek nena-
jdeme, znamend to, ze i-ty faddek a vSechny fadky pod nim jsou nulové.
Radky nad i-tym fadkem jsou naopak nenulové. Matice tak spliuje prvni
podminku z Definice 2.1.

Pokud v prvnim kroku i-tého cyklu najdeme néjaky nenulovy prvek a
ve druhém kroku misto (7, ) pro i-ty pivot, znamena to, Ze vSechny prvky
matice B, které jsou v prvnich j — 1 sloupcich a soucasné v i-tém radku B,
nebo v néjakém fadku pod nim, nulové. Po probéhnuti tfetiho a ¢tvrtého
kroku bude na misté (7, j) nenulovy prvek a vSechny prvky pod nim budou
nulové. Prvni nenulovy prvek v i-tém fadku tak bude na misté (i, j). Stejné
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tak vSechny prvky v prvnich j sloupcich a pod i-tym fadkem budou nulové.
Nova matice tak bude splnovat druhou podminku Definice 2.1 pro i-ty radek.
Po skonéeni Gaussovy eliminace proto bude celd matice spliiovat také druhou
podminku definice fadkové odstupnovaného tvaru.

Cviceni 2.2 Napiste program pro Gaussovu eliminaci.
Pozdéji si dokdzeme nasledujici dilezité tvrzeni.

Tvrzeni 2.2 Je-li A libovolnd matice a je-li E néjakd matice v fadkové od-
stupriovaném tvaru, kterou dostaneme z A pomoct elementdrnich radkovych
uprav, pak jsou mista pro pivoty v matici E urcend matici A jednoznacné.

Pivoty samotné, stejné jako celd matice E, nejsou matici A urcené jed-
noznacne.

Cviceni 2.3 Najdéte matici A, kterou lze ruznymi posloupnostmi elemen-
tarnich rddkovich uprav prevést do matic v Tddkove odstupriovaném tvaru,
které maji na stejnych mistech ruzné pivoty.

Nasledujici definice zavadi mimo jiné dilezity pojem hodnosti matice.

Definice 2.3 Je-li A libovolnd matice, pak pocet pivoti (tj. pocet nenulo-
vych tadki) v libovolné matici v Tddkové odstupriovaném tvaru, kterou do-
staneme z A pomoci elementdrnich vddkovych uprav, nazyvame hodnost
matice A. Hodnost matice A budeme oznacovat r(A) (symbol r pochdzi z
anglického slova rank).

Sloupce matice A, ve kterych lezi misto pro néjaky pivot, nazyvame ba-
zové sloupce matice A.

Hodnost r(A) se tak rovna také po¢tu bazovych sloupct matice A. VSim-
néte si, ze smysluplnost definice hodnosti matice zavisi na zatim nedokaza-
ném Tvrzeni 2.2.

Cviceni 2.4 Najdéte mista pro pivoty ve vsech maticich ze Cviceni 2.1.
Urcete hodnost téchto matic.

Nyni se budeme zabyvat otazkou, kdy soustava linedrnich rovnic nema
zadné tfeseni, kdy je neresitelnd. Mame-li soustavu m linearnich rovnic o n



neznamych
a11x1 + a12x2 + -+ apxn = b,
a21@1 + ageT2 + -+ agn = bo,
(2.1)
Am1T1 + maT2 + -+ GmpTn = b,
oznadime A = (a;;) matici této soustavy a b = (b1, ba,...,bn)T sloupcovy

vektor pravych stran. Rozsifenou matici této soustavy budeme zapisovat
také [A|b].

Tvrzeni 2.4 Soustava (2.1) nemd fesent, pokud je sloupec pravych stran b
bdzovy sloupec rositené matice soustavy [A|b].

Sloupec b je bazovy sloupec rozsitené matice soustavy [A|b] pravé kdyz
r(A) < r[Alb].

Dukaz. Matici [A|b] pfevedeme pomoci elementérnich fadkovych tuprav
do fadkové odstupnovaného tvaru [E|c]. Je-li b bazovy sloupec matice [A|b],
obsahuje tento sloupec néjaké misto pro pivot. Toto misto lezi feknéme v
i-tém Fadku. V matici [E|c] je v i-tém Fadku jediny nenulovy prvek c v
poslednim sloupci. Protoze elementarnim fadkovym tpravam matice [A|b]
odpovidaji elementarni tpravy soustavy, které podle Tvrzeni 1.3 neméni
mnozinu vSech FeSeni soustavy, mé soustava (2.1) stejna feSeni jako soustava
s roz§ifenou matici [E|c]. Rovnice této soustavy odpovidajici i-tému radku
matice [E|c] mé tvar

0z14+0x2+---+ 0z, =c.

Protoze je ¢ # 0, nemé tato rovnice zadné feseni. Tim také celd soustava
s roz§ifenou matici [E|c] nema zadné feseni. Proto je soustava (2.1) rovnéz
neresitelna.

Vsimnéme si, ze matice E je v fadkové odstuptiovaném tvaru a ze jsme ji
dostali z A pomoci elementarnich fadkovych tprav. Bazové sloupce matice
A jsou proto také bazovymi sloupci matice [A|b]. Jestlize je r(A) < r[A|b],
sloupec pravych stran musi byt bazovy v matici [A|b].

Naopak, je-li b bazovy sloupec matice [A|b], ma tato matice vice bazo-
vych sloupcti nez matice A, proto 7(A) < r[A|b]. Tim je dokdzana ekviva-
lence obou tvrzeni z druhého odstavce. O

Tvrzeni 2.4 doplnime dtkazem, Ze soustava (2.1) je FeSitelnd, pokud
sloupec pravych stran b neni bazovy sloupec rozsifené matice [A|b] této
soustavy. Ukazeme, jak v takovém pfipadé najit vSechna feSeni soustavy.
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Zacneme pripadem, kdy plati b; = 0 pro vSechny indexy ¢ = 1,...,m.
Takovou soustavu nazyvame homogennt soustava linearnich rovnic. Otazka
FeSitelnosti homogennich soustav je trividlni. Soustava

a1r1 + ajpry + -+ apr, = 0,
a2171 + agx2 + -+ + agprn, = 0,
(2.2)
am1T1 + Gm22 + -+ + Ampn = 0
ma vzdy asponl jedno feSeni z; = z9 = --- = z, = 0. Nazyvame jej tri-

vidlni Teseni. Homogenni soustava muze mit jesté dalsi feseni, jak ukazuje
nasledujici dloha.

Uloha 2.2 Najdéte vsechna feseni soustavy

T1 + 229+ 223+ 324 = 0,
21 +4x0 4+ 23+ 324 = 0,
3x1+6x0 + 23 +424 =

Reseni. Rozsifenou matici soustavy

1 2 2 30
24130
36140

prevedeme Gaussovou eliminaci do fadkové odstupniovaného tvaru

12 2 3 0
00 -3 -3 0
00 0 0 O

Ptvodni soustava je tedy ekvivalentni soustaveé

T1 + 229+ 223+ 324 = 0,
— 31’3 — 31’4

Z druhé rovnice dostaneme
T3 = —T4

a po dosazeni za x3 do prvni rovnice

xrT = —2.1‘2 — 2.1‘3 — 3.1‘4 = —21’2 — 2(—1’4) — 3.1‘4

= —2.1‘2 — XT4.



Hodnoty neznamych zo a x4 mizeme zvolit libovolné a pak dopocitame
hodnoty neznamych x; a x3 z poslednich dvou rovnosti.
Reseni soustavy je nasledujici:

T = —2r3 — @14,

To je “volna neznama”,
r3 = —T4,

T4 je “volna neznama”.

Reseni mtizeme také vyjadrit pomoci sloupcovych vektori

X1 —21‘2 — T4 —2 -1
T2 | _ x2 _ 1 0
T3 a —T4 B 0 + -1
T4 T4 0 1

Oznaé¢ime-li hy = (—2,1,0,0)" ahy = (1,0, —1,1)7, mtizeme obecné feseni
soustavy vyjadrit ve tvaru

x = z2h; + x4ho,

kde 2 a x4 jsou libovolna realna cisla. O

Posledni vyjadfeni mnoziny vsech Teseni soustavy pripominad paramet-
rické vyjadfeni pfimky nebo roviny. Zvolime-li hodnoty parametra zo = 1
a r4 = 0, dostaneme, Ze vektor h; je reSenim soustavy. Podobné také hy je
feSenim soustavy.

Cviceni 2.5 Najdéte vsechna teseni nékolika homogennich soustav linedr-
nich rovnic. MuZete dostat ruznd parametrickd vyjddieni mnoziny vsech te-
seni néjake soustavy pokud rozsirenou matict této soustavy prevedete pomoct
elementdrnich vadkovych uprav do riznych matic v 7ddkové odstupriovaném
tvaru?

Postup, ktery jsme pouzili pfi feseni Ulohy 2.2, miizeme snadno zobecnit
na FeSeni libovolné homogenni soustavy linedrnich rovnic (2.2). Rozsifenou
matici soustavy [A|0] pfevedeme pomoci Gaussovy eliminace do fadkové
odstupniovaného tvaru [E|0]. Neznamé, jejichz koeficienty lezi v béazovych
sloupcich matice [A|0], nazveme bdzové nezndmé. Ostatni neznamé, jejichz
koeficienty nelezi v bazovych sloupcich, nazveme volné nezndmé.

Pocet bazovych neznamych se rovna poc¢tu bazovych sloupci matice
[A]0], tj. po¢tu mist pro pivoty v této matici, tj. po¢tu nenulovych radka
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v matici [E|0]. Podle Definice 2.3 se tak pocet bazovych nezndmych rovna
hodnosti 7 = r[A|0] = r(A). Pocet volnych nezndmych se proto rovna n—r.

Volné neznamé oznacime x s, zy,, ..., 2y, .. Jejich hodnoty mizeme zvo-
lit libovolné. Pak dopocitdme hodnoty bazovych neznamych xy,, ...,z na-
sledovné. V matici E je posledni nenulovy fadek E,.. V rovnici, ktera od-
povida tomuto radku, je nenulovy koeficient u jediné bazové neznamé zy, .
Z této rovnice mizeme proto vyjadrit nezndmou x;, pomoci volnych nezna-
mych.

Predpokladejme, Ze jsme uz nasli vyjadieni vSech bazovych neznamych
Tp, q5--->Tp, pomoci volnych neznamych. V rovnici odpovidajici i-tému
radku matice E je urcité nenulovy koeficient u bazové neznamé x,. Z bazo-
vych nezndmych mohou mit nenulové koeficienty pouze wy,, ..., zp,.. Tyto
neznamé uz umime vyjadrit pomoci volnych neznamych. Po dosazeni téchto
vyjadieni do rovnice odpovidajici i-tému Fadku matice [E, 0] vyjadiime také
bézovou neznamou x;, pomoci volnych neznamych.

Timto postupem, kterému fikame zpétnd substituce, postupné vyjadiime
vSechny bazové neznamé pomoci volnych neznamych. Napiseme-li tato vy-
jadfeni do sloupce véetné volnych neznédmych, najdeme podobné jako pfi
feseni Ulohy 2.2 obecné feseni soustavy (2.2) ve tvaru

x=zxphi +aphy+oo- oy by,

kde hy, hy,... h, ;. jsou vhodné konkrétni feseni této soustavy a xzy,...,
Ty, . jsou libovolna realna cisla. Dokazali jsme tak prvni ¢ast nasledujici
vety.

Véta 2.5 Obecné reseni homogenni soustavy linedrnich rovnic

a1y + apre + -+ appxr, = 0,
ag1x1 + agre + -+ agpxr, = 0,
Am1T1 + Am2X2 + -+ GppTy = 0

lze vyjadrit ve tvaru
x=zphitapho+-Fay hn,

kde r = r(A) je hodnost matice soustavy A = (ai;), hi,hy,... hy,_, jsou
vhodnd konkrétni feseni této soustavy, a xy,, ..., x5, . jsou libovolnd redind
cisla.

Soustava md pouze trivialni reSeni pravé kdyz r(A) = n.



Dukaz. Zbyva dokazat ekvivalenci z druhého odstavce. Soustava ma
pouze trividlni feSeni pravé kdyz neni zadnd neznaméa volna. To je praveé
kdyz jsou vSechny sloupce matice A bazové. Z Definice 2.3 plyne, Ze vSechny
sloupce matice A jsou bazové pravé kdyz r(A) =n. O

Reseni soustavy s obecnou pravou stranou probih4 analogicky.
Uloha 2.3 Najdéte vsechna veseni soustavy

1+ 220 + 223+ 314 = 4,
2x1 +4x0+ 23+ 34 = 9,
3x1 + 622+ 3 +424 =

Reseni. Rozsifenou matici soustavy

1
[Alb] = | 2
3

D =N

2
1
1

A
- O

prevedeme Gaussovou eliminaci do fadkové odstupnovaného tvaru

12 2 3 4
00 -3 —3 —3 | =[E|d.
00 0 0 0

Ptivodni soustava je tedy ekvivalentni soustaveé
1 +2x9 + 223 + 314 = 4,
— 3$3 — 3$4 = 3.

7 druhé rovnice dostaneme
T3 = 1-— T4
a po dosazeni za x3 do prvni rovnice
T :2—21’2—l’4.

Hodnoty neznamych x5 a x4 mutzeme zvolit libovolné a pak dopocitame
hodnoty neznamych x; a x3 z poslednich dvou rovnosti.
Reseni soustavy je nasledujici:

rT = 2 — 2.%'2 — T4,
X9 je “volné neznama”,
r3 = 1-— T4,

T4 je “volna neznama”.
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Vyjadifime-li feseni pomoci sloupcovych vektort, dostaneme

I 2 — 2%2 — T4 2 -2 -1
T2 o 0 1 0
vy | 1— 24 Sl | TR oo [T
T4 T4 0 0 1

Oznaéime-li p = (2,0,1,0)7, hy = (-2,1,0,0)T a hy = (-1,0,—1,1)7T,
mizeme obecné feseni soustavy vyjadrit ve tvaru

x = p + x2h; + z4hy,

kde x2 a x4 jsou libovolna redlné ¢isla. O

Vsimnéte si, ze vektor p je jednim konkrétnim fesenim soustavy, zvolime-
li hodnoty volnych neznamych xo = x4 = 0. Srovhame-li feseni Ulohy 2.3
s fesenim Ulohy 2.2, vidime Ze obecné feSeni nehomogenni soustavy do-
staneme jako soucet konkrétniho feseni p této soustavy a obecného feseni
xohi 4+ x4ho piislusné homogenni soustavy

T+ 229 + 223+ 324 = 0,
21 +4x0 + 23+ 324 = 0,
3x1+ 620+ 23 +424 = 0.

Tato vlastnost neni zadnou specialitou soustavy fesené v Uloze 2.3. Doké-
zeme si to ve Véte 2.7.

Postup pro feseni obecné soustavy (2.1) je analogicky postupu pro feseni
homogenni soustavy (2.2).

e Pomoci Gaussovy eliminace pfevedeme matici [A|b] do fadkové od-
stupniovaného tvaru [E|c].

Je-li sloupec pravych stran ¢ bazovym sloupcem matice [E|c], je soustava
(2.1) neresitelna podle Tvrzeni 2.4. Pokud neni bazovym sloupcem matice
[E|c], pokra¢ujeme nésledujicimi kroky.

e Identifikujeme bazové a volné neznamé podle toho, jsou-li sloupcové
vektory jejich koeficienttl bazové sloupce matice [E|c].

e Pomoci zpétné substituce vyjadiime bazové neznamé pomoci volnych
neznamych.
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o Vyjadiime obecné reseni ve tvaru
x=p+azprh +xp,hy+---+xp,_ hy,

kde p je vhodné konkrétni feseni soustavy (2.1), hy, hs, ..., h,_, jsou
vhodné sloupcové vektory dimenze m, xy,,..., x5, . jsou libovolna
redlnd ¢éisla a r = r(A).

Pokud tedy sloupec pravych stran rozsifené matice [A|b] soustavy (2.1)
neni bazovy sloupec této matice, je soustava Fesitelna. Spolu s prvni ¢asti
Tvrzeni 2.4 jsme tak dokazali nasledujici dulezitou vétu.

Véta 2.6 Soustava (2.1) m linedrnich rovnic o n nezndmiych je Tesitelnd
praveé kdyzZ sloupec pravych stran meni bazovym sloupcem rozsirené matice
[A|b] této soustavy. O

Dokazeme jesté nasledujici vétu.

Véta 2.7 Obecné reseni x = p + xp,hy +xp,ho + -+ + 24, h, Tesitelné
soustavy (2.1) dostaneme tak, Ze ke konkrétnimu teseni p této soustavy pri-
cteme obecné Teseni

xflhl + xf2h2 + T + xfn—'rhr

prislusné homogenni soustavy (2.2).
Soustava ma jednoznacné uréené teseni pravé kdyz r(A) = n, kde A je
matice soustavy.

Diikaz. Oznaéime p = (p1,p2, ..., pn)’ konkrétni feseni soustavy (2.1).
Pro kazdé j = 1,2,...,m proto plati

aj1p1 + ajop2 + -+ + ajppn = bj.

Dale oznaéime q = (q1,q2,...,qn)" = zphy +xphy+ -+ 2y, hy Jeli
vektor p+q = (p14+q1,...,Pn+qn)? také feseni soustavy (2.1), musi platit
pro kazdé 7 =1,2,...,m

aji(p1 + q1) + aje(p2 + q2) + - + ajn(pn + qn) = b;.
Odtud plyne

bj = aji(pr+aq)+ajpp2+q)+-+apnpn+an) =
= (ajip1 +ajopz + -+ ajnpn) + (@101 + ajoq2 + - + @jnGn) =
= bj+aiq +ajpq+ -+ ajngn.



12 KAPITOLA 2. GAUSSOVA ELIMINACE

Proto
a;j1q1 + aj2q2 + -+ + ajng, =0
pro kazdé j = 1,2,...,m. Vektor q je tedy resenim homogenni soustavy
(2.2).
Je-li naopak vektor r = (ry,72,...,7,)7 FeSenim homogenni soustavy
(2.2), plati

aj171 + ajor2 + - + ajpry =0
pro kazdé j =1,2,..., m. Potom

bj = (aj1p1 + ajop2 + -+ ijnpn) + (ajlrl + ajore -+ + ajnrn)
ajl(pl +r1) + aj2(p2 +ro) -+ ajn(pn + 7).

Vektor p + q je tedy feSenim soustavy (2.1).

Pravé jsme dokézali, ze FesSitelnd soustava (2.1) mé jednozna¢né urcené
feSeni pravé kdyz pfislusnd homogenni soustava (2.2) mé pouze trividlni
feSeni. Posledni tvrzeni tak plyne z Véty 2.5. O

Efektivita Gaussovy eliminace

Jak efektivni je algoritmus pro feSeni soustavy linearnich rovnic zalozeny na
Gaussové eliminaci a zpétné substituci? Efektivitu algoritmu mizeme méfit
riznymi zpusoby. Kolik opera¢ni paméti je k nému potieba? Jak dlouho
trvéd vypocet? Odpovéd na prvni otdzku je dilezita v pfipadé, Ze algoritmus
vyzaduje velkou opera¢ni pamét. Velikost opera¢ni paméti se stale zvétsuje.
Moje prvni PC v roce 1988 mélo 512kB operac¢ni paméti. Nyni pouzivam
notebook, ktery méa 512MB operac¢ni paméti. Dulezitost odhadu velikosti
operacni paméti, ktera je tieba pro realizaci algoritmu, se proto v ¢ase méni.
Nyni 1ze bez problému fesit ulohy, jejichz TeSeni bylo jesté pfed 10 lety
nemyslitelné.

Odpovéd na druhou otdzku zévisi pfedevsim na rychlosti procesoru. Ta
se prudce zvysuje. Odhad efektivity algoritmu by nemél zaviset na tom, jak
spocitat kolik zakladnich operaci musi algoritmus vykonat. Zrychleni proce-
soru znamenad zkraceni doby, ktera je tfeba pro realizaci jednotlivych zédklad-
nich operaci, neméni ale jejich pocet. Gaussova eliminace pouziva sc¢itani,
od¢itani, ndsobeni a déleni. Kromé toho pfi prohazovani fa4dk matice musi
procesor prepsat adresy, kde data uchovava. Doba potfebné pro prepisovani
adres je zanedbatelnd v porovnéni s dobou, kterd je tfeba pro provedeni
zékladnich aritmetickych operaci. Algoritmy pro zakladni aritmetické ope-
race jsou vétsinou shodné s témi algoritmy, které jsme se udili na prvnim
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stupni zékladni skoly. Doba potfebna pro nésobeni/déleni je tak podstatné
vétsi nez doba potfebné pro s¢itdni/odéitani. Proto si spocitame zv1ast, ko-
likrat je nutné pii feSeni soustavy linedrnich rovnic nasobit/délit, a kolikrat
je tfeba s¢itat/odcitat.

Zac¢neme TeSenim soustavy n linedrnich rovnic o n neznamych, jejiz ma-
tice ma hodnost n. Lze totiz ukézat, ze takové soustavy vyzaduji nejvice
operaci mezi vSemi soustavami, které maji nejvysSe n rovnic a nejvyse n
neznamych (zkuste si rozmyslet proc).

Tvrzeni 2.8 Reseni soustavy n linearnich rovnic o n neznamych, jejiz ma-
tice md hodnost n, Gaussovou eliminact a zpétnou substituci vyZaduje nej-
vyse

1 1

gn?’ +n? — 3" nasobeni/déleni, a
1 1 5

§n3 + inz —&" s¢itéani/odéitani.

Dukaz. Ozna¢me matici soustavy A = (aj;). Je to ¢tvercova matice
rfadu n a podle predpokladu je jeji hodnost n. Ozna¢me dale vektor pra-
vych stran b. Spocitame, kolik jakych operaci je tfeba vykonat pfi prvnim
prubéhu hlavniho cyklu Gaussovy eliminace. VSechny prvky prvniho radku
rozsifené matice soustavy [A|b] s vyjimkou prvku a;; musime vynésobit ¢is-
lem a91/a11. Vypocet tohoto prvku vyzaduje jedno déleni a nésobeni celého
prvniho fadku s vyjimkou prvku aj; vyzaduje dalsich n nasobeni. Odec¢teni
(a21/a11)-ndsobku prvniho ¥ddku od druhého vyzaduje n odecitdni. Radky
sice maji n + 1 prvkd, jejich prvni ¢isla ale nemusime odecitat. Koeficient
ag1/aq1 jsme zvolili tak, abychom dostali na misté (2, 1) nulu. Celkem tedy
pro dpravu druhého fadku potfebujeme

n+1  nasobeni/déleni, a
n s¢itani/od¢itani.
Timto zptisobem musime upravit vSech n — 1 fadkid pod prvnim radkem

rozsifené matice soustavy [A|b]. Celkem tedy prvni pribéh cyklu Gaussovy
eliminace vyzaduje
(n—1)(n+1)=n?—1 nasobeni/déleni, a
(n—1n=n?-n s¢itéani/od¢itani.
Pfi druhém priabéhu hlavniho cyklu Gaussovy eliminace se nemusime zaby-
vat prvky v prvnim fadku a prvnim sloupci. Druhy pribéh tedy vyzaduje

(n—2n=m-12-1 nasobeni/déleni, a
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(n—2)(n—1)=(n—-1)2—(n—1) s¢tini/od¢itani.
Cela Gaussova eliminace tak vyzaduje

n 1 1 5
Z(i2 ~1) = §n3 + 5712 — 677, nasobeni/déleni, a

1 1
(i) = gn3 -3 s¢itani /odé&itani.

Protoze ma matice A hodnost n, dostaneme po skoncéeni Gaussovy eli-
minace matici

din di2 - din er
0 do2 -+ day e
0 0 - dun en

ve které jsou vSechny pivoty d;; # 0.
Formulka pro vypocet neznamé x; zpétnou substituci je

1
x; = I(ei —diit1%i1 — diiy2Tita — - — dinZy)
11
pro:=1,2,... n. Vypocet nezndmé x; tak vyzaduje

n—i+1 nasobeni/déleni, a

n—i s¢itani/od¢itani.

Celkem tedy zpétna substituce vyzaduje

n n
Z(n —i+1) = Zz = 1nQ + 1n nasobeni/déleni, a
i=1 i=1 2 2
n n—1 1 1
Z(n—z) = Zz = 5712 — 3" s¢itani/odéitani.
i=1 =0

Gaussova eliminace spolu se zpétnou substituci tak vyzaduje celkem

1 1 5 1 1 1

§n3 + §n2 — 5" + 5712 + 3" = §n3 +n? — 3" nasobeni/déleni, a
1 1 1 1 1 1 5
§n3 —gn + inz —gn = §n3 — §n2 —g" s¢itani/odéitani.
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Cviceni 2.6 Dokazte viechny formulky pro sumy v predchozim dikazu ma-
tematickou indukci podle n.

Spolehlivost Gaussovy eliminace

Gaussova eliminace spolu se zpétnou substituci najde spravné vSechna feseni
dané soustavy linedrnich rovnic. Problém nastédva v okamziku, kdy realna
¢isla vyjadrujeme pomoci plovouci desetinné carky, tj. ve tvaru

:|:0, dydsy - - dy X 56,

kde zdklad B, exponent € a cifry 0 < d; < Bproi=1,2,...,t jsou cela Cisla.
Takovou reprezentaci realnych cisel pouziva naprostd vétSina programova-
cich jazykt. Obvykly dekadicky zapis dostaneme volbou § = 10. Binarni
zapis dostaneme, pokud 8 = 2. 64-bitovy procesor pfirozené pouziva zaklad
B = 264 Cislo t nazyvame presnost nebo také pocet platnijch cifer. Pro-
blém je, ze ¢isla v tomto vyjadfeni nejsou uzaviena na zakladni aritmetické
operace. Soucin nebo podil dvou takovych ¢isel miaze vyzadovat vice plat-
nych cifer. V takovém pfipadé je vysledek zaokrouhlen na ¢ platnych cifer.
Aritmetika ¢isel vyjadienych pomoci plovouci desetinné ¢arky neni exaktni.
Vysledky zakladnich aritmetickych operaci jsou zatizené zaokrouhlovacimi
chybami. Tyto chyby se v priubéhu delsiho vypoctu akumuluji a dusledkem
miize byt, ze konecny vysledek se velmi lisi od spravného vysledku, ktery
dostaneme pouzivame-li exaktni aritmetiku.
Efekt zaokrouhlovacich chyb si ukdZeme na FeSeni soustavy

47r + 28y = 19,
89x + 53y = 36.

Gaussova eliminace nasledované zpétnou substituci vede pfi pouziti exaktni
aritmetiky k vysledku
r=1a y=-1.

Zkusime provést zcela stejny postup s presnosti na tfi platné cifry. Prvni
problém nastane hned pii pokusu prevést rozsifenou matici soustavy

47 28 19

89 53 36
do fadkové odstupniovaného tvaru. Pti zaokrouhlovani vysledku kazdé arit-
metické operace na tfi platné cifry dostaneme po prvnim cyklu Gaussovy

eliminace matici
47 28 19
0,2 0,1 0,1 /°
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Pokud tedy nepouzivame exaktni aritmetiku, mtiize se stat, Ze se ndm ne-
podafi prevést matici do radkové odstupnovaného tvaru. Potom ale nelze
pouzit zpétnou substituci.

Jedinou moznosti, jak tento problém obejit, je prosté napsat do matice
¢islo 0, pokud néjakou operaci provadime s cilem vynulovat pfislusny prvek
matice. Cili Gaussova eliminace provadéna s piesnosti na tii platné cifry

vede k matici
47 28 19
0 0,1 0,1 /"

Zpétnou substituci pak dostaneme feSeni
y=1 a x=-0,191.

Problém zaokrouhlovacich chyb mizeme v nékterych pripadech odstranit
parcialng pivotaci. Ta spociva v tom, Ze na misto pro pivot vzdy prevedeme
pomoci prvni elementarni fadkové tpravy nejvetsi ¢islo v absolutni hodnoté,
které 1ze prohozenim prislusného fadku s né€jakym fddkem pod nim na toto
misto dostat.

Parcidlni pivotace ale nepomtize vzdy. Exaktni feSeni soustavy

—10z 4+ 10y = 105,
r+y = 2
je
v 10000 R 10002
~ 10001 * Y~ To001°
Nyni po¢itame FeSeni s platnosti na tfi platné cifry. Protoze | — 10| > 1, neni
parcidlni pivotace nutna. Gaussova eliminace vede k matici

—10 10° 10°
0 10* 10* )°
Zpétna substituce pak vede k feseni

r=0 a y=1.

Problém s touto soustavou spociva ve skutec¢nosti, ze prvni rovnice ob-
sahuje koeficienty, které jsou mnohem vétsi nez koeficienty v druhé rovnici.
Lze jej odstranit tim, Ze zménime “méritka”, ve kterych pocitadme jednot-
livé neznamé. V nasem pfipadé pomiize, pokud nepocitdme nezndmou y, ale
1y’ = 1000y. Misto ptivodni soustavy tak feSime soustavu

—10z + 10y = 10,
z+107% = 2.
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Zadnéa obecné pouzitelnd metoda pro vyloudeni zaokrouhlovacich chyb
ale neexistuje.

Problém zaokrouhlovacich chyb zdénlivé vytesi systémy, které pouzivaji
exaktni aritmetiku. Jejich problém ale spoc¢ivd v mnohem mensi rychlosti
vypoctl. Je-li nutné fesit soustavu s obrovskym poc¢tem rovnic a nezndmych,
milze se stat, ze exaktni aritmetika je prakticky nepouzitelné.

Pii praktickém TeSeni soustav linearniich rovnic se lze setkat jesté s pro-
blémem jiného druhu. Exaktni feseni soustavy

0,835z + 0,667y = 0,168,
0,333z + 0,266y = 0,067
je
r=1a y=-1.

Zménime-li nepatrné pravou stranu druhé rovnice na 0,066, dostaneme sou-
stavu

0,835z + 0,667y = 0,168,
0,333z + 0,266y = 0,066,

kterd mé exaktni feseni
r=—666 a y=834.

O soustavach, u kterych nepatrna zména koeficientd zpisobi velkou zménu
feSeni, fikame zZe jsou to chybné formulované ulohy. Geometricka pricina
tohoto jevu je v nasem konkrétnim piipadé nasledujici. Kazda rovnice urcuje
primku v roviné. Jejich prisecik je fesenim soustavy. Smérnice obou piimek
jsou témér stejné. Nepatrny posun jedné z primek tak zpusobi velky posun
jejich priseciku.

Pokud jsou koeficienty soustavy vysledkem néjakého méreni, nezname
je nikdy s absolutni piesnosti. Kazdy mérici pfistroj mé néjakou toleranci.
Reseni chybné formulované tilohy je nepiijatelné zavislé na piesnosti ode¢tu
vysledkti méfeni, kterd urcuji koeficienty soustavy. Na takové feSeni je lépe
se nespoléhat. Nutné je upravit fyzikalni model, ktery k soustavé vedl tak,
abychom po tpravé dostali ilohu, kterd neni chybné formulovana. Exaktni
aritmetika v tomto pfipadé nemtize pomoci.

Chybné formulované tlohy maji jesté jeden rys, ktery je dobré si uvédo-
mit. Zkusme do soustavy

0,835z + 0,667y = 0,168,
0,333z + 0,266y = 0,067
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dosadit x = —666 a y = 834. Dostaneme

0,835 - (—666) + 0,667 - 834 — 0,168 = 0,

0,333 - (—666) + 0,266 - 834 — 0,067 = —0,001.
7Zda se, ze Cisla x = —666 a y = 834 soustavé “témér” vyhovuji. Ve skutec-
nosti se ale velmi 1isi od exaktniho feSenix =1a y = —1.

Gaussova-Jordanova eliminace

Gaussova-Jordanova eliminace je upravena (Gaussova eliminace, kterd pre-
vadi danou matici do redukovaného fadkové odstupriovaného tvaru.

Definice 2.9 Matice E tvaru m X n je v redukovaném fadkové odstupno-
vaném tvaru, jestlize

e je v rddkové odstupriovaném tvaru,
e pruni nenulovy prvek v kaZdém tddku (tj. kaZdy pivot) se rovnd 1,
o viechny prvky nad kaZdym pivotem (v témze sloupci) jsou rovné 0.

Algoritmus pro Gaussovu-Jordanovu eliminaci ziskadme tpravou ¢tvrtého
kroku algoritmu pro Gaussovu eliminaci. Ten provedeme v nésledujici po-

dobé:

e pokud je na misté (4, j) nenulové ¢islo b;;, vynasobime i-ty fadek ¢is-
lem b;jl a poté pricteme ke vSem ostatnim Ffadkim rtznym od i-tého
fadku vhodné nasobky tohoto fadku tak, abychom vynulovali vSechny
prvky ve sloupci B,;j, rtizné od pivotu na misté (4,7) (tj. opakované
pouzivame tfeti elementarni Gpravu).

N

eliminace. O kolik naro¢néjsi nam fika nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.10 Reseni soustavy n linedrnich rovnic o n nezndmgych, jejiz
matice md hodnost n, Gaussovou eliminact a zpétnou substituct vyZaduje
nejuyse

1 3 1 2
2n + 2n
1 s 1 RV
§n —§n s¢itani/odéitani.

nasobeni/déleni, a
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Dikaz. Dikaz je podobny dikazu Tvrzeni 2.8, proto budeme postupo-
vat rychleji. Matici soustavy oznac¢ime A = (a;;). Pfi prvnim pribéhu hlav-
niho cyklu Gaussovy-Jordanovy eliminace potfebujeme n nésobeni/déleni
pii nasobeni prvniho fadku &slem a;;'. Vynulovani prvku na misté (2,1)
vyzaduje dalsich n néasobeni/déleni a n sé¢itdni/odéitani. To musime udé-
lat se vSemi n — 1 fadky pod prvnim fadkem. Celkem tedy prvni pribéh
hlavniho cyklu vyzaduje

n+ (n—1)n  nasobeni/déleni, a

(n—1)n  s¢itani/odéitani.

Abychom pfi druhém pribéhu hlavniho cyklu dostali ¢islo 1 na misté (2,2),
musime pouzit n — 1 ndsobeni/déleni. Vynulovani vSech prvka ve druhém
sloupci s vyjimkou ¢isla 1 na misté (2,2) vyzaduje dalsich (n — 1)(n — 1)
nasobeni/déleni a (n — 1)(n — 1) s¢itani/od¢itani. Celkem tedy Gaussova-
Jordanova eliminace vyzaduje

n

1 1
Z(Z +(n—1)i) = —n®> + —n®>  nasobeni/déleni, a

= 2 2
n
.1 45 1 i e Tseis o
Z(n —1)i==-n>— —n  s¢itani/od¢itani.
, 2 2
=1
O
Po skonceni Gaussovy-Jordanovy eliminace dostaneme matici
10 .-+ 0 e
0 1 0 e2
00 -+ 1 ey
ze které piimo vycCteme feseni x; = e¢; proi = 1,2,...,n. Zpétnou substituci

neni nutné v tomto pripadé provadét. Pocet operaci nutnych pro Gaussovu-
Jordanovu eliminaci tak staci pro feSeni soustavy n lineadrnich rovnic o n
neznamych s matici hodnosti n. Srovnani Tvrzeni 2.8 s Tvrzenim 2.10 uka-
zuje, ze TeSeni soustavy Gaussovou-Jordanovou eliminaci vyzaduje zhruba
o 50% operaci vice, nez vypocet Gaussovou eliminaci nésledovany zpétnou
substituci. Pro¢ tedy viibec o Gaussové-Jordanoveé eliminaci mluvit? Divod
spoCiva v tom, ze Gaussova-Jordanova metoda se vice hodi pro jiné tlohy
nez je feSeni soustav linedrnich rovnic. Dale ma urcité teoretické vyhody,
protoze plati nasledujici véta, kterou si rovnéz dokazeme pozdéji.
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Tvrzeni 2.11 Prevedeme-li matici A do redukovaného radkové odstupriova-
ného tvaru pomoci elementdrnich vadkovych uprav, dostaneme jednoznacné
urcenou matici Ea .

Vysledkem Gaussovy-Jordanovy eliminace pouzité na néjakou matici A
je tedy jednoznac¢né urcéend matice E . Narozdil od vysledku Gaussovy eli-
minace, ve kterém jsou podle Tvrzeni 2.2 jednoznac¢né urc¢end pouze mista
pro pivoty.



