Kapitola 13

Kvadratické formy

Definice 13.1 Kvadraticka forma v n promeénnych s koeficienty z télesa T
je vyraz tvary
n n
f(xl, e ,a:n) = Z Z aij:vixj,
i=1 j=i
kde koeficienty a;; € T.

Kvadratickd forma v n proménnych je tak polynom n proménnych s
koeficienty z télesa T, jehoz vSechny monocleny jsou stupné 2. Napriklad
polynom

f(x1,22) = 1327 + 102122 + 1323

je kvadraticka forma ve dvou proménnych.
Je-li charakteristika télesa T rtznéd od 2, mizeme kvadratickou formu

vyjadfit pomoci ndsobeni matic. Oznaé¢ime x = (21,22, ..., x,)’ vektor pro-
ménnych a B = (b;;) ¢tvercovou matici fadu n, kde bj; = a;; proi=1,...,n
a bj; = a;j/2 pro dvojice i < j € {1,2,...,n} a bj; = a;;/2 pro dvojice
i<je{l,2,...,n}. Potom souéin xI'Bx je kvadraticka forma v n promén-

nych. Koeficient u xf se rovna b; = a;; pro i = 1,2,...n. Koeficient u z;x;

pro i < j se rovna b;; + bj; = a;j. Plati proto
n n
x'Bx = Z Zaijxixj = f(x1,...,2p).
i=1 j=i

Matici B nazyvame matice kvadratické formy f(z1,...,x,). Tato matice je
symetricka. Kvadraticka forma f(x1,z2) = 1322 + 102125 + 1323 mé tedy

matici
13 5
B = ( 5 13 ) ’
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Pokud je kvadratickd forma navic realnd, je jeji matice B podle Cvi-
Ceni 11.3 normalni a podle Véty 11.21 je unitdrné diagonalizovatelna. Exis-
tuji tedy ortogonalni matice P a diagondlni matice D = (d;;), pro které
plati B = PDPT. Jsou-li vSechna vlastni éisla \; € o(B) (tj. vSechny prvky
na hlavni diagonale matice D) nezédporné, mtizeme je odmocnit a definovat
matici v/D jako matici, kterd ma na misté (i,4) prvek v/d;;. Potom plati

B = PDP’ = PvDVDP” = C’C, kde C = vDP”.

Jsou-li navic vSechna vlastni ¢isla matice B kladné, pak je matice C regu-
larni.

Jestlize naopak mutizeme realnou symetrickou matici B vyjadfit ve tvaru
B = CTC, pak pro kazdé vlastni ¢islo A\ matice B a jemu odpovidajici
vlastni vektor x # 0 plati

x'Bx x'CTCx | Cx|? >0
x'x — xTx  |x?| T~

A\ =

Je-li navic matice C (a tedy i B) regularni, pak A'(B) = {0}, tj. B(x) # 0
a A > 0. Dokazali jsme tak nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 13.2 Redlnd symetrickd matice B mad vsechna vlastni ¢isla nezd-
pornd pravé kdyz ji lze vyjddiit ve tvaru soucinu B = CTC, kde C je také
ctvercovda matice fadu n. Redlnd symetrickd matice B md vSechna vlastni
isla kladnd, pravé kdyz ve vyjddieni B = CTC je matice C reguldrnd.

Definice 13.3 Redlnd kvadratickd forma f(x1,...,z,) = X! Bx se nazjvd
pozitivné semidefinitni, jestlize

f(.%’l,...,$n> 20

pro libovolnd redlnd cisla x1,...,x, € R. Pozitivné semidefinitni forma se
nazyvd pozitivné definitni pokud plati f(z1,...,2,) = xI Bx = 0 prdvé kdyz
x=0.

Tvrzeni 13.4 Je-li f(x1,...,x,) redlnd kvadratickd forma vn proménngch
a B = (b;;) jeji matice, kterd mda hodnost r, pak je ekvivalentni

1. f(x1,...,2,) je pozitivné semidefinitni,
2. wvSechny vlastni hodnoty matice B jsou nezdporné,

3. B = C”C pro néjakou matici C hodnosti r.
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Pro komplexni kvadratické formy plati stejné tvrzeni, pouze transponovanou
matici CT je nutné nahradit komplezné transponovanou matici C*.

Dutkaz. 1 = 2. Z vlastnosti 1. plyne x’Bx > 0 pro kazdy vektor
x € R™1. Specialné to plati pro vlastni vektor x matice B odpovidajici
vlastnimu ¢islu A € o(B). Pro tento vlastni vektor plati

x'Bx |Cx|?

xx [l

A= > 0.

2 = 3. Protoze matice B je symetricka, tedy normélni, proto unitarné or-
togonalizovatelnd, existuji ortogonélni matice P a diagonélni matice D, pro
které plati B = PDP”. Na hlavni diagonale matice D jsou vlastni ¢isla \;,
t=1,2,...,n, matice B, ktera jsou podle podminky 2. nezadporné. Podobné
jako v tivodu této kapitoly ozna¢ime F = /D matici, kterd ma na hlavni di-
agonale ¢isla /\;. Potom B = PDP” = PFFP’ = (FP?)(FP') = CTC,
kde C = FPT. Protoze r(B) = r, je také (D) = r. Proto m4 D na hlavni
diagonéle pravé r nenulovych prvki. Proto také F = /D mé& na hlavni
diagonale pravé r nenulovych prvka, tj. 7(F) = r. Odtud vyplyva rovnéz
r(C) = r, nebof soucin néjaké matice s regularni matici neméni hodnost
této matice.

3 = 1. Jestlize B = CTC pro néjakou matici C, pak pro kazdy vektor
x € R™! plati

x'Bx = x'CTCx = (Cx)T(Cx) = ||Cx|? > 0.

O

Diagonalizace kvadratické formy

O kvadratické formé f(z1,...,x,) = x! Dx fikdme, Ze je v diagondinim
tvaru, pokud je D = (d;;) diagonalni matice. V tom piipadé

n
f(z1,...,2p) =x'Dx = Zd“xf
i=1

Je-li nyni f(z1,...,7,) = x Bx libovoln redlna kvadratickd forma v n
proménnych, pak je matice B realna symetrickd matice. Najdeme ortogo-
nalni matici P a diagonalni matici D, pro které plati B = PDP7. Oznac¢ime
y = PTx, tj. x = Py. Potom plati

f(z1,...,2,) =x'Bx =x'PDPTx = y'Dy = Z diy?.
i=1



KAPITOLA 13. KVADRATICKE FORMY 4

Posledni vypocet ukazuje, ze pokud nahradime soutadnice (z1, ..., x,) kaz-
dého vektoru (z1,...,z,)7 € R™ !, které jsou soutadnicemi vzhledem ke
standardni bézi, jeho soufadnicemi (yi,...,y,) vzhledem k bazi P,q,...,
P.., pak je kvadratickd forma f(y1,...,y,) v diagonalnim tvaru. Tato dia-
gonalizace rovnéz ukazuje, ze vlastnosti kvadratické formy f(z1,...,z,) =
x!'Bx zavisi pouze na vlastnich ¢islech matice B — realné symetrické matice
této formy.

Piiklad 13.5 Najdéte bdzi prostoru R?, vzhledem ke které je kvadratickd
forma
f(z1,29) = 1323 + 10z, 29 + 1323

v diagondlnim tvaru.

Reseni. Matice kvadratické formy f(x1,z2) = 132? + 102122 + 1323 se

rovna
13 5
B = ( 5 13 ) ’

Charakteristickd rovnice této matice
(I3—=X)(13-XA)—25=(13—A—=5)(13—A+5)=(8—=XN)(18 —=A) =0

ma tedy kofeny A\; =8 a Ay = 18.
Vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢islu A\; = 8 jsou feSenim homogenni
soustavy rovnic s matici

13—\ 5 (55
5 13-\ ) \5 5 )

Jeji feSeni jsou tvaru (a, —a) pro a € R, zvolime vlastni vektor, ktery ma
délku 1, napiiklad (v/2/2, —v/2/2).

Vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A9 = 18 najdeme jako feSeni
homogenni soustavy rovnic s matici

13— 5 (-5 5
5 13—-X ) \ 5 —5)°

Resenim této soustavy jsou viechny vektory tvaru (a,a) pro a € R. Zvolime
vlastni vektor, ktery ma délku 1, napt. (v/2/2,v/2/2).

Pro matici
S SCARC
S\ =v2/2 Vv2)2



KAPITOLA 13. KVADRATICKE FORMY )

potom plati

Ton [ 8 0
PBP_&)B.

Hledanou bézi prostoru R? je proto baze (v/2/2,—v2/2)T, (v/2/2,v/2/2)7T.
Ma-li vektor x = (w1, 79)T € R? vzhledem k této béazi soutadnice (y1,2),
pak

Fy1,y2) = 8yi + 18y3.

O

Cviceni 13.1 Prevedte neékolik kvadratickiyjch forem ve dvou nebo ve tfech
proménnych do diagondiniho tvaru. Najdéte prislusné bdze prostori R? a
R3.

Rovnice elipsy a hyperboly v roviné maji tvar
[z, 22) =c,

kde a € R. Napriklad

ﬁ + Zj =1
a2 b2

je rovnice elipsy, zatimco
ot _ 23 _,
a? b2

je rovnice hyperboly. Tyto rovnice odpovidaji situaci, kdy souradné osy v
roviné jsou ve sméru hlavni a vedlejsi poloosy pfislusné elipsy nebo hyper-
boly.

Tak naptiklad kvadraticka forma f(z1,22) = 1323 + 102129 + 1323, kte-
rou jsme se nékolikrat zabyvali v této kapitole, urcuje elipsu nebo hyperbolu,
pokud ji poloZime rovnou néjakému redlnému cislu, napiiklad

1322 + 10x129 + 1323 = 72.

Vzhledem k bazi (v/2/2,—v2/2)T,(v2/2,v/2/2)T ma stejnd kvadraticka
forma vyjadfeni
8y? + 18y3 = 72,

tj.

2 2

LI PR

9 4
Jde tedy o rovnici elipsy, hlavni poloosa mé délku 3 je ve sméru vektoru
(vV2/2,—v/2/2)T, zatimco vedlejsi poloosa ma délku 2 a je ve sméru vektoru

(v2/2,v2/2)".
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Cviceni 13.2 Polozte nékolik redlnyjch kvadratickych forem o dvou promén-
nych rovnych néjaké konstanté a zjistéte, zdali prislusnd rovnice vyjadruje
elipsu, hyperbolu nebo je mnozina resent prazdnd. Pokud jde o elipsu nebo
hyperbolu, urcete smér hlavnich poloos a jejich délky.

Ke zjisténi, zdali z dané kvadratické formy dostaneme rovnici elipsy nebo
hyperboly, nemusime hledat vlastni vektory matice B této formy. Nejdtive
si vyjasnime, jak se zméni matice kvadratické formy v n proménnych, pokud
zménime bazi v prostoru R™*1.

Tvrzeni 13.6 Predpoklidame, Ze f(x1,...,xy) je redlnd kvadratickd forma
v n proménnych a B jeji matice. Je-li P reguldrni matice radu n a x = Py
pro libovolng vektor y = (y1,...,yn)T € R™1, pak matice téZe kvadraticke
formy f vzhledem k bdzi P, ..., Py, se rovnd PTBP.

Dukaz. Plati
f(z1,...,2,) = x'Bx = y' P BPy,

matice formy f(z1,...,z,) vzhledem k bazi P,q,...,P., se proto rovna
PTBP. O

Vsimnéte si, ze matice P = (a;;) je matice pfechodu od standardni béaze
el,...,e, k bazi Py, ..., P.,. Skutecné,

n
T
P.; = (a1, a2j,...,an;)" =Y aije;,
i—1

matice P je tak matici identického zobrazeni na prostoru R™*! vzhledem
k bazim P,q,...,P,, a standardni bazi eq,...,e,. Tuto matici podle Defi-
nice 7.12 nazyvame matice pfechodu od baze e1, ..., e, k bazi P,1,...,P.y,.

Posledni tvrzeni tak fika, jak dostat postupné matici kvadratické formy
vzhledem k jinym bazim, pokud nepozadujeme, aby nova baze byla orto-
norméalni. Regularni matici P vyjadiime jako soucin elementarnich matic

P =E.E;---E;. Potom
P'BP =E!...EIETBEE, - -E,.

Sou¢in ETBE, kde E je néjaka elementarni matice, dostaneme z matice B
tak, ze provedeme stejnou elementarni radkovou a sloupcovou tUpravu ma-
tice B. Hleddme-li vyjadieni kvadratické formy v diagonalnim tvaru, mu-
Zeme proto postupovat tak, ze postupné délame stejné elementarni radkové
a sloupcové upravy matice prislusné kvadratické formy.
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Protoze pro kazdou kvadratickou formu f(x1,...,z,) s matici B existuje
ortogonalni (a tedy nutné regularni) matice P, pro kterou plati P~!BP =
PTBP, plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 13.7 Pro kazdou redlnou kvadratickou formnu f(x1,...,2,) v n
proménngjch s matici B existuje bdze uy, ..., u, prostoru R™ 1, vzhledem ke
které ma kvadratickd forma f(x1,...,xy,) diagondlni matici D = (d;;), tj.
plati

n
[l an) = diys,
=1

kde (y1,...,yn) jsou soutadnice vektoru (x1,...,x,)" vzhledem k nové bdzi
ug,...,Up.

Protoze pfi diagonalizaci popsané v predchozim tvrzeni, miizeme pouzi-
vat libovolné regularni matice, mizeme dokazat nasledujici disledek.

Dusledek 13.8 Pro kaZdou redlnou kvadratickou formnu f(x1,...,2,) vn
proménnyjch s matici B existuje bdze uy, ..., u, prostoru R™*1, vzhledem ke
které md kvadratickd forma f(z1,...,x,) diagondini matici E = (e;;), kde
ei; = £1 nebo e; = 0 pro libovolné i =1,...,n.

Dukaz. Pokud je C = (¢;;) regularni diagonalni matice a D = (d;;) je
diagonalni matice ze znéni Tvrzeni 13.7, pak plati, Ze prvek na misté (i,1)
v sou¢inu CTDC se rovna cZd;;. Staéi proto zvolit

1
Coi — ’
i |d“|
pokud d;; # 0 a

ci =1,
pokud d;; = 0. Potom matice E = CTDC ma pozadované vlastnosti. O

V Tvrzeni 13.7 a Dusledku 13.8 pouzivame k diagonalizaci (symetrické)
matice B kvadratické formy obecné regularni matice, nikoliv pouze orto-
gonalni matice, jako ve Vété 11.21. V piipadé unitarni diagonalizace jsou
prvky na hlavni diagonale diagonalni matice D vlastni ¢isla matice B a jsou
tedy jednozna¢né uréené (az na poradi) matici B. Tvrzeni 13.7 a Dtsle-
dek 13.8 naopak ukazuji, ze pfi doagonalizaci matic kvadratickych forem
nejsou prvky na hlavni diagonale urcené jednoznacné. Nasledujici Véta o
setrvacnosti kvadratickych forem dokazuje, ze pokud pozadujeme, aby na
hlavni diagonale diagonalni matice kvadratické formy lezely pouze ¢isla 0, 1
a —1, jsou tyto prvky urcené, az na poradi, jednoznacné.



KAPITOLA 13. KVADRATICKE FORMY 8

Véta 13.9 Predpoklidame, Ze kvadratickd forma f(x1,...,z,) vn promeén-
nych md matici B hodnosti r. Pokud md vhledem k bdzi uy,...,u, diago-
nalni tvar

flrr,..an) =al+a3+ - +al—ai, — - —a,
kde
n n
inei =X = Zaiui,
i=1 i=1
a vzhledem k bdzi vy, ..., vy, diagondlni tvar
@1, o mn) =0T+ b5+ -+ b2 — b2 — = b,
kde

n n

Y miei=x=> b

i=1 i=1
pakp=saq=rt.

Dukaz. Predevsim plati, ze p + ¢ = r(B) = s + t. Pfedpokladejme, Ze
r > s. Podprostor (linedrni obal)

P = L(veuy,...,up)
ma dimenzi p a podprostor
Q = L(veVst1,--.,Vn)
ma dimenzi n — s. Protoze p +n — s > n, plati podle Tvrzeni 6.22
dim(PNQ)=dimP +dimQ —dim(P+ Q) =p+ (n—s) —n > 0.
Existuje tedy vektor x € P N Q. Pro tento vektor mame troji vyjadreni
p n n
X = Zaiui = Z ijj = Zw,ez
i=1 j=s+1 i=1
Potom plati, ze

P
flz1,...,xn) :Za? >0
i=1

a soucasné
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Tento spor ukazuje, ze ve skute¢nosti musi platit p < s. Zaménime-li baze
ui,...,U, a vi,...,V,, dostaneme také opac¢nou nerovnost s < p. Proto
p=satedytaké g =1¢. O

Geometricky vyznam singularnich hodnot

Ukéazeme si také slibeny geometricky vyznam singuldrnich hodnot realné
¢tvercové matice A fadu n. Pripomenme si, ze singularni hodnoty takové
matice A jsou hodnoty na hlavni diagonale regularni matice C v rozkladu

_ Dr><7' 0 T
sou( P )

kde U a V jsou ortogonalni matice fadu n a D,x, je ¢vercova regularni
matice fadu r = r(A). Viz Véta 11.25. Protoze je blokova matice v tomto
rozkladu rovnéz ¢tvercova, mizeme rozklad psat prosté A = UDVT, kde
D je ¢tvercova diagonalni matice fadu n. Budeme pro jednoduchost navic
predpokladat, ze matice A mé plnou hodnost, tj. ze 7(A) = n. V tom
pfipadé jsou vSechny prvky na hlavni diagonidle matice D kladna redlna
¢isla, oznacovali jsme je oy, i = 1,2,...,n. Z rovnosti A = UDVT vyplyva
rovnéz A~ = VDU’ Mtzeme také predpokladat, ze

o1 >092>---2>0,>0.

Podivame se, jak matice A zobrazi jednotkovou sféru v prostoru R™*1,
tj. mnozinu
S={xeR™: x| =1}
V jejim obrazu lezi vektory tvaruy = Ax pro x € S. Oznaéime siw = Uly.
Potom plati

1 = [x|* =A™ Ax|” = A" y|]* = [VD~'U"y|* = [D"'UTy|? =
2 2 2

- D wpr=S 2 D

g g

1 2

n

V tomto vypoétu w = (wi,...,w,)? jsou soufadnice vektoru w vzhledem
ke standardni bazi.
Vektory w = (w1, ..., w,)T, které vyhovuji rovnici
wi | wh wy
l="5+S5+ -+
o1 03 On
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tvori zobecnény elipsoid. Posledni vypocet tak fiké, Ze mnozina vsech vektori
UTA(S) = {UTAx : x| = 1}

tvori zobecnény elipsoid, jehoz k-td4 poloosa je ve sméru vektoru e; stan-
dardni baze a mé délku oy. Protoze U je ortogonalni matice, soucin s UT
nemeéni délku vektort Ax, pouze jejich orientaci. To znamena, ze také mno-
zina bodia A(S) = {Ax : ||x]| = 1} je rovnéz zobecnény elipsoid, jehoz k-ta
poloosa mé délku oj. Protoze zobrazeni uréené matici U zobrazuje zobec-
nény elipsoid U7 A(S) do zobecnéného elipsoidu A(S) a zachovéva délky
vektorti, jsou hlavni polosy elipsoidu A(S) ve sméru vektori Ue, = Uyy.
Sloupce matice U jsou tak sméry poloos elipsoidu A(S).

Kromé toho plati AV = UD, tj. AV, = 0xU,;. To znameni, ze sloupce
matice V urcuji body na jednotkové sféie S, které se zobrazuji do koncovych
bodt poloos zobecnéného elipsoidu A(S).



