Samoopravné kody Perfektni a MDS kody

4 Perfektni a MDS kody

At z € A", kde |A| = ¢. Pro kazdé r > 1 je S(z,r) = {y € A™; d(z,y) < r}
okoli bodu =z, které se sklada ze vSech vektori, jez se od x 1i$f v nanejvys r
pozicich. Je-li C' koéd, ktery opravuje az r-nasobné chyby, tak pro u, v € C,
u # v plati S(u,r) N S(v,r) = 0. Ozna¢me V(n,r) velikost S(u,r).

Lemma 4.1. At C je (n,h,d)q kod a at 2r < d. Potom

o h-Vy(n,r) <q"

o Voln,r) =321_o(a = 1) (7).

Diikaz. Mnoziny S(z,r), € C, jsou po dvou disjunktni a maji velikost
Vy(n,r). Zjevns Vy(n,r) — Vy(n,r — 1) = (¢ — 1)"(") pro kazdé r > 1, nebot
pro zménu na r mistech lze vybrat (Z) podmnozin a v kazdé ménéné pozici je
k dispozici ¢ — 1 moZnosti. O

7 lemmatu plyne tzv. Hammingova nerovnost

d—1
17 (m | “57]) <o

ktera pro [n, k,d|, kod ma tvar

o [5) s

At C je g-arni kod délky n nad abecedou A. Koéd C se nazyva r-perfektni,
jestlize U,eo S(x,7) = A™ a S(x,7) N S(y,r) = 0, pro viechna z, y € C,
x # y. Mé-li kod C alespon dva prvky, tak je zfejmé, Ze je r-perfektni prave
kdyz Hammingova nerovnost je rovnosti. V takovém piipadé zjevné d = 2r+1.

Kodu se tika perfektni, je-li r-perfektni pro néjaké (jednoznaéné urcené) r.
Totalni kod A™ je 0-perfektni, jednobodové kody jsou n-perfektni. Perfektni je
také opakovaci binarnf kod liché délky 2r 4+ 1. O téchto kdédech mluvime jako
o trividlnich perfektnich kédech.

Hammingtv kéd ma parametry [n,n — ¢,3],;, kde n = % a ¢ > 2. Mame
Vy(n,1) =1+ (¢ — 1)n=q" a £ =n— (n—{), takze vidime, ze Hammingovy
kédy jsou také perfektni.

Jednim z nejvétsich aspéchti matematické teorie samoopravnych kodi je dikaz,
Ze jediné netrivialni r-pefektni kody pro r > 2 maji parametry [23,12,7]2 a
[11,6,5]3. Jsou znamy jako (perfektni) binarni Golaydv koéd a (perfektni)
ternarni Golayiv kod.

Zde se omezime na dikaz existence a jednoznac¢nosti binarniho Golayova kddu.
Pro kazdy (n,h,d), kod C nad F, definujme jeho vahovy polynom fc jako
3 firt € Z[z], kde f; udava pocet kodovych slov vahy i. Vidime, Ze f je nejvyse
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stupné n a ze f; < (¢—1)*(7}). Je rovnéz patrné, Ze fo € {0,1}, piicemz fo = 1
pravé kdyz C' obsahuje nulovy vektor. Je-li C' line4drni kod vahy d, tak fo =1
afi = fo=...= fs1 = 0. Tohoto faktu lze vyuzit pro vypocet vihovych
polynomiti Golayovych kodu.

Vsimnéme si, ze V2(23,3) = 1+23+ (3) + (3) = 1+23(1+11+77) = 2048 =
223-12 Kazdy [23,12,7] kod davd v Hammingové nerovnosti rovnost, a tudiz
musi byt perfektni.

Lemma 4.2. Vdhouvy polynom [23,12,7] kddu je roven 1 + 253z7 + 5062 +
128821 + 1288212 + 5062'° + 253210 4 3.

Diikaz. Vime, ze fo=1a fi = fo = --- = f¢ = 0. Uvazme u € F33, |u| = 4.
Vektor u lezi v S(c,3) pro ngjaké kodové slovo c. Toto slovo je uréené jednoz-
nacné a mé vahu nejvyse 7. Z f4 = f5 = fo = 0 plyne |¢| = 7. Kédovych
slov vahy 7 je f7 a kazdé slovo vahy 4 je ve vzdalenosti 3 od nékterého z nich.
Proto plati (;) fr = (243), odkud f; = 253. Uvahou o rozmisténi slov délky
5 dostaneme (;)j} + (g)fg = (253), odkud fs = 506. P vypoctu fg je tifeba
byt trochu opatrnéjsi, protoze slova vihy 6 lze ze slov vahy 7 obdrzet nejen
odstranénim jednoho bitu, ale také odstranénim dvou bitd a pridanim tfetiho
na jiné pozici. Mame

(- () (o (o= ()

Snadno odsud vypocitame, ze fo = 0. Obdobnym postupem, ktery jiz zde
podrobné provadét nebudeme, se spocitaji hodnoty f; pro zbylé indexy i, kde
10 < < 23. O

Je-li C' binarni [n, k,d] kod, tak jeho rozsifenim rozumime [n + 1, k] kod,
kde v pfidané pozici (byva to ta posledni, nékdy ale téZ prvni) je soucet bitii
z puvodnich pozic. Rozsiteny kod lezi v paritnim kodu. Pokud jiz C lezel v
paritnim koédu, tak v pridané pozici jsou pouze nuly. Proto se pfi rozsifovani
predpoklada, ze C' obsahuje kdédova slova liché délky.

Lemma 4.3. At C je [n,k,d] kod s paritni matici H. Rozsiveny kéd C' md pro
d liché minimdlni vdhu d 4+ 1, zatimco pro d sudé se minimdlni vdha neménd.
Paritn? matici H' koédu C' lze ziskat pFiddnim k H nulového sloupce a poté
radku sloZeného ze samyjch jednicek.

Diikaz. Pro u € C at ' € C’" vznikne z u pfidanim paritniho bitu. Pak |[u/| =
|u] + 1 pravé kdyz |u| je liché. Jinak |u'| = |u|. Zbytek je snadny. O

Je-li €' C Fy perfektni kod, tak u+ C je také perfektni kod pro kazdé u € Fy.
Proto pfi zkoumani perfektnich kodi €' C Fy 1ze predpokladat, ze 0 € C.

Véta 4.4. AZ na permutacni ekvivalenci existuje jeding (23,4096,7) kod a
jeding (24,4096,8) kdd, které obsahuji nulovy vektor. Oba jsou linedrni. Proni
z mich je perfektni a druhyj je samodudlni a md vihovy polynom 1 + 75928 +
2456212 4+ 759216 + 224
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Diikaz. Uvazme néjaky (24,2048, 8) kod C, kde 0 € C'. Propichnutim vznikne
(23,2048) kod, ktery mé vahu 8 nebo 7. Z Hammingova odhadu plyne, ze
propichnuty kéd musi byt perfektni a Ze ma vahu 7. Vahovy koéd propichnutého
kédu je popséan v Lemmatu 4.2.

Kdyby v kédu C bylo slovo liché vahy, tak vhodnym propichnutim dostaneme
kéd s jinym vahovym polynomem, a proto takové slovo existovat nemiize.
Vgechna slova v propichnutém koédu tedy maji ptivod ve slové sudé délky,
a proto polynom 1 + 75928 + 2456212 + 759216 + 224 skuteéné je vahovym
polynomem kédu C.

Kazdy koéd u+C, kde v € C', ma nutné stejny vahovy polynom, nebot je rovnéz
(24,4096, 8) kodem, ktery obsahuje 0. Podle Disledku 2.14 je C' samodualnim
linearnim dvojnasobné sudym koédem. Vime, Ze C' obsahuje slova vahy 12 i 24,
a proto je podle Tvrzeni 3.14 urCen az na permutacni ekvivalenci jednoznac¢né.
Podle téhoz tvrzeni je az na permutacéni ekvivalenci uréen jednozna¢né i kazdy
jeho propichnuty kod. Takovym koédem pritom musi byt kazdy (24,4096, 7) kod
obsahujici 0. Jeho vahovy kod totiz zname z Lemmatu 4.2, takze vime, Ze jeho
rozsitenim vzdy ziskame (24,4096, 8) kod (operaci rozsifeni lze zjevné pouzit i
pro nelinearni kody). O

Perfektni kody jsou nejvétsi mozné z hlediska Hammingova odhadu. V kapitole
2 jsme definovali MDS kody. Ty jsou nejvétsi mozné linedrni kédy z hlediska
Singletonova odhadu d < n — k + 1. Podle disledku 2.8 je [n, k,d], kod MDS
pravé kdyz kazdych n — k sloupcii libovolné provérkové matice je lineérné
nezavislych.

Tvrzeni 4.5. KaZdy [n,k,d], kéd C je MDS prdvé kdyZ C+ je MDS.

Diikaz. At G je generujici matice kodu C. Pak d < n—k+ 1 pravé kdyz G lze
zvolit tak, aby v ni existoval rfadek, ktery mé k nul. Protoze k =n —(n—k) a
protoze G je podle Diisledku 2.8 provérkovou matici kodu CF, tak ten nemiize
byt MDS kddem.

Pokud naopak C* neni MDS, tak C ma provérkovou matici, v niz lze nalézt
k linearné zavislych sloupct. Jinymi slovy, C' mé generujici matici s &k linearné
zavislymi sloupci. Upravami na fadcich lze ziskat jinou generujici matici s fad-
kem, ve kterém onéch k sloupct vytykd samé nuly, odkud d <n—-%k+1. O

Kod s generujici matici (1---1) je zjevné vzdy MDS. Jeho doplitkem je paritni
kod. MDS kody libovolné délky vzdy existuji. Nyni nahlédnéme, Ze toto jiz
neplati, budeme-li predpokladat, 7ze 3 < d <n — 1.

Tvrzeni 4.6. At [n,k,d], kod C je MDS a at 3 < d <n—1. Potom je d < ¢
an—q+1<k<qg-—1.

Diikaz. At kod C' mé predpokladané vlastnosti. Zd =n—k+1 plyne k+1 =
n + 2 — d, takze podle Tvrzeni 4.5 stejné vlastnosti mé i kod dualni.
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A G = (I A) je generujici matice kodu C. Pokud G obsahuje nulu na pozici
(i,7) uvniti A (tedy j > k), tak vezmeme v tvahu prvych k sloupci vyjma
i-tého a pridame k nim j-ty sloupec. Tyto sloupce jsou linearné zavislé, coz by
byl spor. Matice A obsahuje tedy samé nenuly a ma n—k = d—1 > 2 sloupcu.
Af jsou (a1,...,ax)" a (b1,...,bx)" po fadé prvy a druhy sloupec matice A.
Je-li k > g, tak jisté existuji 1 < i < j < k, ze a;/b; = a;/b;. Pokud témito
sloupci nahradime i-ty a j-ty sloupec matice I, dostaneme k sloupci, které jsou
linearné zavislé. To nelze, a proto k < g, n—k<qad=n—k+1<q. ]

Lemma 4.7. At C je [n,k]y kod a at G je jeho generujici matice. Pak C
je MDS prdveé kdyz kaZdijch k sloupci G je linedrné nezdvisljch. Pokud C’
obdrzime z C propichnutim v nejvyjse n — k sloupcich, bude C' opét MDS kdd.

Diikaz. Prva céast plyne z Tvrzeni 4.5 a Disledku 2.8. Po propichnuti v nejvyse
n — k sloupcich ziskAme matici, rozméri k x n’, kde n’ > k a kde je kazdych k
sloupct linearné nezévislych. O



