Samoopravné kody Hratky s maticemi

2 Hratky s maticemi

Obecné lze blokovy kéd délky n definovat jako neprazdnou podmnozinu C
mnoziny A", kde A je n&jaka neprazdné kone¢nd mnozina. A je zvykem nazyvat
abecedou. Je-li |A| = ¢, hovofime o g-arnim kodu. Kod je linearni, jestlize
A lze ztotoznit s [F, tak, aby C' bylo linearnim podprostorem. Pokud ¢ neni
mocnina prvocisla, tak samoziejmé o linedrni kod jit nemtze.

Ma-li C C A" pravé h prvki, hovorime o (n, h) kddu, piipadné o (n, h), kodu.
Lineérni kod délky n a dimenze k je tedy [n, k], kodem a (n, ¢*), kodem.

Minimalni vzdalenost kodu C je rovna min{d(u,v)}, kde u,v € C a u # v.
Maé-li k6d C' jediny prvek, je jeho minimélni vzdalenost rovna n + 1. Zname-li
minimalni vzdélenost d, znac¢ime (n,h), kod jako (n,h,d), kod. Pro obecné
nelinearni kédy plati tvrzeni 1.3 v nezménéné podobé, na dilkazu neni tfeba
nic ménit.

Vét&inou, avSak ne vyhradné, se budeme zabyvat kody linearnimi. Nelinearni
blokové kdédy budeme uvazovat zejména tehdy, kdyz budeme chtit vylozit, ze
urcity linedrni kod poskytuje optimalni chovani, které nelze vylepsit ani pfi
prechodu ke kédu nelinedrnimu.

Pro (n,h), kod C definujeme informaéni pomér (anglicky rate, jako Cesky
jednoslovny ekvivalent budeme pouZivat téz slovo nosnost) jako zlomek %.
Pro [n, k|4 kod je nosnost rovna k/n. Informaéni pomér udéava, jaka cast za-
kodované zpravy je potFebna ke sdéleni jejiho informaéniho (nekdédovaného)
obsahu. Cilem teorie kédu je navrhnout kody, které pii zadaném informacnim
poméru opravuji efektivné co nejvice chyb; pripadné pfi zadané schopnosti
opravovat maximalizuji informad¢ni pomér. V praxi se ukazuje jako nutné reago-
vat na skutecnost, ze chyby nebyvaji rozdéleny nahodné, ale vyskytuji se ve
shlucich. Zakladem teorie samoopravnych kéda jsou vsak linearni kody kon-
struované s predpokladem nédhodného vyskytu chyby.

Bud F komutativni téleso. P¥i préci s linedArnimi koédy mé zasadni vyznam
bodovy souéin u-v = > | u;v; pro vektory u = (u1, ..., u,), v = (v1,...,0p)
F". V piipadé F' = R jde o soucin skalarni. Nékdy se bodovy sou¢in nazyva
skalarni i nad jinymi télesy, neni to v8ak presné. Je-li naptiklad F = {0,1},
tak u - u = 0 pravé kdyz |u| = 0 mod 2.

7 terminologie skaldrniho souéinu si nicméné vypuijé¢ime pojem ortogonalni
doplngk. Je-li M C F", tak ortogonalni doplnék M+ = {v € F™; v-u =
0 Vu € M}. Linearni obal mnoziny M budeme znacit (M).

Lemma 2.1. Pro kaZdé u, v, w € F" je

e uU-V=Vv-u
o u-(vtw)=u-v+u-w

e VAe F jeu- (M) =Au-v)
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Tedy - je symetrickd bilinedrni forma na F™.

O
Lemma 2.2. Bud M, N C F". Pak
o M1 je linedrni podprostor F™
o (MY =M+
o MC (MY)"
e 2 M C N plyne M+ D N+
O

Lemma 2.3. Pro M, N C F" je (M UN)* = Mt NN+, Pokud0 € M NN,
tak (M UN)* = (M + N)*, kde M+ N = {u+v;u€ M, veE N}.

O]

Ditikazy téchto tvrzeni neni tfeba uvadét. Jsou snadné a odpovidaji dikaztim
zndmym pro skalarni souéin.

Je-li uw = (A1,...,A\n) € F™, u # 0, tak ut = {(a1,...,a,) € F S0 Na; =
0} je zjevné podprostor dimenze n—1. Takovym podprostorim se fikd nadrov-
ina. Je-li U C F™ podprostor dimenze k& a W je nadrovina, tak bud U C W,
nebo U N W ma dimenzi k — 1.

Bud nyni0 =U; C Uy C ... C U, = F"™ fada do sebe vloZenych podprostort.
Vidime, ze dimU; = j. Zvolme bazi eq,...,e, prostoru F, tak, aby U;;1 =
(Ui, eit1), 0 < i < n— 1. Podle Lemmatu 2.3 je Ujl = Uj;l N ej-. Proto méa
U J-J- dimenzi nejvyse o jednicku mensi, nez U JJ; 1- Méame

0=Ur CU-,C---CUf CU; =F",

pri¢emz sousedni podprostory se lis{ v dimenzi nanejvys o jednic¢ku. Jestlize
jich je n 4 1, musi byt dim U = n — j.

Je-li dan podprostor V' C F™ dimenze k, tak lze jisté sestrojit 0 =U; C U; C
... C U, = F" tak, aby V bylo rovno nékterému Uj, 0 < j < n. Proto plati

Lemma 2.4. AtV je podprostor F™. Pak dimV +dim V' =n a (VJ-)L =V.

O]

At C je [n, k], kod. Z lemmatu 2.4 plyne, ze C* je [n,n — k], kod. At H je
generujici matice C-. Oznacme jeji fadky v1, ..., vy, kde k' = n— k. Vime, ze
C* = (vy,...,v), takze {u € F*: Hu' = 0} ={vg,...,op}t = (CL)L =C.
Dokazali jsme:



Samoopravné kody Hratky s maticemi

Tvrzeni 2.5. Generujici matice dopliikového kédu Ct se shoduji s provérkovymi
maticemi kodu C.

O]

Ze znalosti generujici matice neni ¢asto snadné zjistit minimalni vahu koédu.
Nékdy miize pomoci nésledujici pozorovani:

Tvrzeni 2.6. At C je [n,k,d]; kid s provérkovou matici H. Potom plati, Ze
d—1 je rovno nejvétsimu cislu r takovému, Ze kaZdijch r sloupci H je linedrné
nezavislijch.

Diikaz. P¥ipad r = 0 nastava pravé tehdy, je-li alespon jeden ze sloupct matice
H nulovy. V takovém piipadé je zjevné d = 1. At r > 1 a at kdédové slovo
(AM,-..,Ap) € C ma pravé t > 0 nenulovych hodnot A;. Zvolime-li fadek H,
jenz je nenulovy v nékterém sloupci i, pro ktery plati A\; # 0, tak vidime, Ze
odpovidajicich ¢ sloupct je linedrné zavislych. Proto ¢ > r + 1. Je-li C' = 0,
tak d =n 4+ 1 a r = n. Pfedpoklddejme, ze C' # 0. Pak lze volit t = d, takze

d —1 > r. Soucasné vime, ze existuje vektor u = (Ag,..., A\,) s pravé r + 1
nenulovymi hodnotami takovy, ze Hu' = 0. To znamena, ze u € C, a proto
r+1>d. ]

Dusledek 2.7. At C je [n,k,d], kéd. Potom d <n—k+1.

Drikaz. Provérkova matice H muze obsahovat regularni matici fadu s nane-
jvySe pro s = n — k (to je pocet fadkt). Proto d — 1 <n — k. O

Vyse uvedena nerovnost se nazyvéa Singletontiv odhad. Plat{ i pro nelinearni
kody. Linearni kody, ve kterych d = n—k+1, se nazyvaji MDS (maximum dis-
tance separable). Z Dusledku 2.7 okamzité plyne jejich charakterizace pomoci
provérkové matice:

Disledek 2.8. At C je [n, k,d]q kod s provérkovou matici H. Kod C' je MDS
praveé kdyz kaZda jeji ctvercovd podmatice Tddu n — k je reguldrni.

Zvolme ¢ > 2 aat F = F,, V = F' a V# = V\{0}. Na V# definujeme
ekvivalenci ~ tak, ze u ~ v pravé kdyz u = Av pro néjaké A € F*. Vidime,
7e u ~ v pravé kdyz (u) = (v). Kazdy blok ~ ma g — 1 prvki, takZze mame
n = % blokti. Z kazdého z nich vybereme jeden prvek a vybrané prvky
oznacime v1,...,v,. Pro 1 <4 < j < n plati (v;) # (v;) takze v; a v; jsou
linearné nezavislé. Ovsem pro ¢ > 3 zjevné existuji linedrné zavislé vektory
v;, vj a v, kde 1 < ¢ < j < k < n. Sestavme provérkovou matici H tak,
aby sloupce byly tvofeny vektory vi,...,vg. Z Tvrzeni 2.6 plyne, ze H urcuje
[n, £, 3] kod. Viechny takové kody se nazyvaji Hammingovy. Vidime také, ze
v pripadé binarnich kodi je matice H uréena az na poradi sloupci jednoznac¢né,
nebot kazdy blok ~ obsahuje jediny prvek.

Hammingovy koédy se snadno dekéduji. Zabyvejme se znovu na chvili otazkou
dekodovani [n, k, d]4 kodu C' pomoci jeho provérkové matice H. At v je vyslané
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koédové slovo, a at w je slovo piijaté. Rozdilu e = w — v se fika slovo chybové.
Vidime, ze Hw! = He”. Jinak feceno, slovo chybové i piijaté maji stejny
syndrom. Je-li Hw” # 0, tak pro piipadnou opravu hledame kodové slovo v,
aby |w — v| bylo co nejmensi. To znamen4, ze hledame e takové, aby |e| bylo
co nejmensi a w — e € C. Oviem w — e € C pravé kdyz Hw' = Hel.
Opravit prijaté slovo na nejblizsi kédové slovo tedy znamena pro
dany syndrom nalézt slovo nejmensi vahy s tymz syndromem. Je-li
takové slovo jediné, je oprava jednoznacna.

Doslo-li k chybé v jediné pozici, feknéme j, tak je syndrom roven j-tému sloupci
matice H. Pokud pro binarni Hammingtv koéd vytvoiime H pomoci lexiko-
grafického usporadani tak, ze j-ty sloupec je roven (ig,...,4—1) pravé kdyz
Jj = >.i,2", tak ze syndromu (eq,...,e;—1) # 0 dostaneme chybovou pozici
okamzité jako > e,2".

Obecné je pocet syndormi roven ¢"*. Pokud je tato hodnota dostateéné mala,
aby ji bylo mozno pouzit jako index tabulky, tak Ize ke kazdému syndromu s
nalézt e, takove, ze s = He! a |es| je minimalni mozna. Algoritmus dokédovani
se pak redukuje na uréeni syndromu s = Hw', opravu v = w — e, a nalezeni
u, 7e v = Gu'. Posledni krok je oviem trivialni, je-li generujici matice G ve
standardnim tvaru. Pak je u shodné s prvymi k£ symboly v.

kokk

Kod C se nazyva samoortogonalni, jestlize C C Ct. Je-li C = C*, hov-
ofime o kodu samodualnim. Zvlasté dilezité jsou binarni samodualni kédy s
vysokou minimalni vahou. Z lemmatu 2.2 vidime, Ze lineadrni kéd s generujici
matici G je samoortogonalni, pravé kdyz u-v = 0 plati pro libovolné dva fadky
u, v matice G.

Pro samodudlni [n, k, d], kéd C musi platit n = dim C + dim C+ = 2dim C.
Samoduéln{ kody mohou existovat tedy pouze pro sudou délku. Lze Fici, Ze to

jsou samoortogonalni kédy maximélni mozné dimenze (pro samoortogonalni
kod mame n = dim C + dim C*+ > 2dim C).

P1i praci s binarnimi vektory je zvykem pro u,v € Fy oznacit u N v ten vektor
w € Fy, pro ktery w; = 1 pravé kdyZz soucasné u; = 1 a v; = 1. Je-li tedy
U=14,v=1p, tak uNv =1i4nB.

Zasadniho vyznamu pro préci s binarnimi kody je toto jednoduché pozorovani:

Lemma 2.9. Af'u a v jsou bindrni vektory délky n. Pak |u + v| = |u| + |v| —
2lunNo| alunNo| =wu-v mod 2.

Diikaz. Pro A, B C {1,...,n} ozna¢me na chvili A A B disjunktni sjednoceni
(AUB)\(ANB). At u=1i4 av=1ip. Mame u+v = iy a p, takZze dokazovana
rovnost je totéz jako |A A B| = |A| 4+ |B| — 2|AN B|, coz ziejmé plati. Vidime
také, Ze u-v je souctem tolika jednicek, kolik jich je v uNwv. Proto plati i druhy
vztah (Jeho zapisu lze po formalni strace vytknout, Ze porovnava u - v, coz je
prvek Fo, s celym ¢islem |u N wl|. Jde v8ak o zapis b&zné pouzivany.) O
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Binarni kod se C se nazyva dvojnasobné sudy, jestlize vaha kaZzdého ko-
dového slova u € C je délitelna ¢tyifmi.

Lemma 2.10. At C je samoortogondlni bindrni linedrni kod s generugici mat-
ict G. At uq, ..., u jsou Fadky G. Jestlize je viha kaZdého tddku G délitelnd
ctyrmi, tak je kod C dvojndsobné sudy.

Diikaz. Prvky C jsou pravé vSechny soucty fadkt z G. Proto staci ukazat, ze
pro libovolné u, v € C takova, Ze |u| a |v| jsou délitelna ¢tyimi, plati, ze ¢tyfi
déli i |u+wv|. Z lemmatu 2.9 plyne, Ze 2|uNv| = 0 mod 4 pro vSechna u, v € C,
nebot C' je samoortogonélni, a tedy |uNv| = 0 mod 2. Tudiz |u+v| = |u| + |v]
mod 4. O

At C je [n,k,d]; kod s generujici matici G. Kod C je samoortogonalni pravé
kdyz plati (ug,...,ur) C (ug,...,up)t = {ul,...,uk}L, a to nastava pravé
kdyz {uy,...,ur} C {uq,...,ux}t (viz Lemma 2.2). Muzeme tedy vyslovit
nasledujici lemma, které se ¢asto pouzivi spoleéné s Lemmatem 2.10.

Lemma 2.11. At C je [n,k,d|; kéd s generujici matici G. Kod C' je samoor-
togondlni prdvé kdyzZ u - v = 0 plati pro libovolné dva Tddky matice G.

O]

Na zaveér této kapitoly uvedeme nékolik pozorovani, ktera se tykaji nelinedrnich
kodua.

Lemma 2.12. At C je bindrni (2k,2F) kéd. Jestlize u - v = 0 pro viechna u,
v e C, tak C je linedrnim samodudlnim kddem.

Diikaz. Z C C C* plyne (C) C C+ a (C) C (C)*. At h = dim C. Mame
h < 2k — h, a tedy h < k. Linearni prostor (C) tedy obsahuje nejvyse 2%
prvki. Proto musi platit, ze C = (C). O

Lemma 2.13. At C je bindrni kdd, ktery obsahuje 0. Predpoklidejme, Ze pro
kazdé v € C je u+ C dvojndsobné sudy linedrni kdéd. Potom u-v = 0 pro
vSechna u, v € C.

Dikaz. Pro u,v € C mame u+v € u+C, takze vektory u, v i u+v maji vahu
délitelnou ¢tyimi. Lemma proto plyne z Lemmatu 2.9. O

Diisledek 2.14. At C je bindrni (2k,2F) kéd takovy, ze 0 € C, a Ze u + C je
dvogndsobné sudy kod pro kazdé u € C. Potom C je linedrni samodudlni kod.

O]



