
ALGEBRA I (NMAG201) – TEST, 19. PROSINCE 2014

Tvrzeńı a definice pečlivě formulujte včetně všech předpoklad̊u.
Odpovědi na otázky zd̊uvodněte. Pokud použ́ıváte nějaké netri-
viálńı tvrzeńı z přednášky, uved’te explicitně odkaz (často budete
vyzváni, abyste všechna použitá tvrzeńı zformulovali). Časový li-
mit je 150 minut.

(1) Definujte Eulerovu funkci a napǐste vzorec pro jej́ı výpočet.

(3 body)

(2) Formulujte Č́ınskou větu o zbytćıch.

(3 body)

(3) Definujte Gauss̊uv obor. Uved’te př́ıklad oboru integrity, který je
Gauss̊uv, a př́ıklad oboru integrity, který Gauss̊uv neńı.

(4 body)

(4) Definujte formálńı derivaci polynomu v jedné neurčité. Může se stát,
že má nekonstatńı polynom v T [x], kde T je těleso, nulovou formálńı
derivaci? Pokud ne, zd̊uvodněte. Pokud ano, uved’te př́ıklad.

(5 bod̊u)
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(5) Jaké jsou posledńı dvě cifry č́ısla 39
2015

?

(5 bod̊u)

(6) Plat́ı 4x2 − 3 || x2 + 1 v oboru a) Q[x], b) Z5[x], c) Z7[x]?

(5 bod̊u)

(7) Kolik prvk̊u řádu 5 obsahuj́ı následuj́ıćı grupy?
(a) (S5, ◦,−1 , id),
(b) (Z10,+,−, 0).

(5 bod̊u)

(8) Je obor integrity Z[[x]] obor hlavńıch ideál̊u? Odpověd’ zd̊uvodněte.

(5 bod̊u)
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(9) Najděte všechna celá č́ısla x taková, že x2 ≡ −x (mod 2015).

(7 bod̊u)

(10) Je symetrická grupa Sn pro n ≥ 2 generovaná

(a) množinou všech cykl̊u (tj. permutaćı tvaru (a1 a2 . . . a`), kde
a1 . . . a` jsou po dvou r̊uzné prvky množiny {1, . . . , n})

(b) množinou všech transpozic?

(12 bod̊u)

(11) Necht’ R je obor integrity. Formulujte kritérium pro určeńı násobnosti
kořenu polynomu f ∈ R[x] pomoćı formálńıch derivaćı f .

Najděte všechna reálná č́ısla a, pro které má polynom x3−ax+ 1
v komplexńıch č́ıslech násobný kořen. Sv̊uj výsledek zd̊uvodněte.

(13 bod̊u)

(12) Rozložte v oboru Z13[x] polynomy x8 − 1 a x13 − 1 na součin ire-
ducibilńıch prvk̊u. Definujte pojem prvočinitele a rozhodněte, zda
jsou ireducibilńı prvky z těchto rozklad̊u prvočinitelé. Pokud ano,
dokažte. Pokud ne, ukažte př́ıklad, ze kterého bude jasné, že o prvo-
činitel nejde.

(13 bod̊u)

(13) Přesně formulujte a dokažte charakterizaci Gaussových obor̊u po-
moćı existence NSD a podmı́nky na řetězce dělitel̊u.

(15 bod̊u)
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