ROVINNE KRIVKY
JAN STOVICEK

Muzeme zacit definici, protoze ta jednoducha. Rovinnd kiivka je prosté
nadplocha ve dvoudimenziondlnim prostoru. Nejdiive se budeme zabyvat
afinni{ verzi.

Definice. Afinni rovinnou kfivkou rozumime K-algebraickou mnozinu tvaru
C =V{f}) € A%(K), kde f € K|[y1,ys] je nekonstantni polynom.

Priklad. Uvazujme K = R.
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V({ys —vi})

Je-li C = V({f}) rovinnd kiivka, pak podle véty o nuldch

I(C) =I(V{S}) = V().
Jak jiz bylo feceno v tvrzeni 33, radikal hlavniho idedlu v okruhu poly-
nomu nad télesem se dostane nasledovné. Vememe rozklad polynomu f na
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prvocinitele,
(kde A € K* je invertibilni v K[y1, y2]) a polozime

g=p1-p2-pPr
Pak +/(f) = (g9). Z vyse uvedeného plyne, ze afinni rovinnd kiivka je zaddna
bezétvercovym polynomem (tj. takovym, ktery neni délitelny ¢tvercem zadné-
ho ireducibilniho polynomu) a navic takovy polynom g je uréen jednozna¢né
az na nenulovy skaldrni ndsobek. Shriime celou diskuzi do dvou pozorovani.

Pozorovdni. Pripomenme, Ze polynomy g1, g2 € Kly1,ys2] jsou asociované,
911l 92, pokud g1 = A - g2 pro ngjaké A € K*. Pak piitazeni g — V({g})
urcuje bijekci

{bezétvercové nekonst. polynomyg}/ || <— {afinni rovinné krivky}.

Pozorovini. Je-1i g = p1-p2 - - - pr bezctvercovy, rychle nahlédneme, polozime-
iCi=V({pi}) proi=1,...,r, ze

c=CiuCyuU---UC,
je rozklad C' na ireducibilni komponenty ve smyslu Véty 8.
Pozndmka. Fulton v kapitole 3.1 zavadi rovinnou kiivku ponékud obecnéji.

Netrva na bezcétvercovych polynomech a exponentum u prvocinitela poly-
nomu fiké ,nasobnosti komponent*.

Zcela analogicky je mozné definovat projektivni rovinné kiivky.

Definice. Projektivni rovinnd krivka je K-algebraickd mnozina tvaru C' =
Voroj({F}) € P2(K), kde F € K|xo, 1,22 je nekonstantn{ homogenn{ po-
lynom.

Pozorovini. Rozlozime-li homogenni polynom F' na prvocinitele v okruhu
Klzg,z1,22] jako F = X - P{* - P3*--- P pak jsou vSechny Py, P, ..., P,
také homogenni. To se nahlédne tak, ze vezmeme rozklad na prvocinitele
F* = )\pil pSQ ...piT—_ll'
Pak si snadno rozmyslime, ze P; := p} je ireducibilni proi =1,...r —1 a ze
pro néjaké e, > 0 a P, := xg mame
F=(F)* -z =\-P Ps* - P,

Pozorovani. 7 naprosto stejného duvodu jako v afinnim piipadé urcuje
piifazeni G — V0i({G}) bijekci
{bezétvercové homog. nekonst. polynomy G}/ || <— {proj. rovinné kiivky}.

Je-liG = PP, - - - P. rozklad homogenniho nekonstantniho bezc¢tvercového
polynomu na prvocinitele a oznac¢ime-li C' = Vpr0i({G}) a Ci = Viproi ({ B},
pak také

cC=CiuCyuU---UC,

je rozklad C' na ireducibilni komponenty ve smyslu Véty 28.

Nejjednodussim piikladem rovinné kiivky (at uz v afinnim nebo v pro-
jektivnim piipadé) je piimka, tj. kiivka definované polynomem stupné 1.
Obecné muzeme definovat:
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Definice. Stupném (afinni nebo projektivni) rovinné kiivky C' rozumime
celkovy stupen definujiciho bezétvercového polynomu. V piipadé kiivek stup-
né 2 nebo 3 mluvime o kvadratickych resp. kubickych kiivkach.

Dale se budeme zabyvat singularitami. Pro zbytek textu budeme predpo-
kladat, ze téleso K je algebraicky uzavrené.

Kiivky na druhém a tfetim obrazku jsou v pocatku soufadnic ,zaSmodr-
chané®“. Matematicky to znamena, ze maji v po¢atku soufadnic singularitu.
Singularity jsou dilezité jak z geometrického, tak z algebraického hlediska a
Cast pokrocilejsi teorie se zabyva metodami, jak se singularit zbavit. Nesin-
guldrni kiivky se totiz chovaji mnohem lépe nez singularni. Nesinguldrni
kvadratické kiivky se nazyvaji kuZelosecky a nesingularni kubické kiivky
jsou tzv. eliptické krivky.

Nyni uvedeme formalni definici, nejprve opét v afinnim piipadé.

Definice. Necht €' = V({f}) C A%(K) je afinni rovinna kiivka, kde f je
bezétvercovy, a necht P € C. Pak P je singuldrni bod kiivky C, pokud
of of
—(P)=0=—(P).
8y1( ) 8y2( )
V opaéném piipadé se P nazyva nesinguldrni.
Kiivka C' se nazyva nesinguldrni, pokud obsahuje pouze nesinguldrni
body.

U nesingularnich bodt lze dobfe definovat te¢nu, kterd na obréazcich presné
odpovidé intuitivni pfedstavé. Tady je ovSem tfeba varovat, Ze vSechny
vypocty technicky vzato musime provadét nad komplexnimi Cisly, protoze
R neni algebraicky uzaviené. Na obrazky je tedy nutné nahlizet s urcitou
opatrnosti.

Definice. Necht C' = V({f}) je afinn{ rovinnd kiivka, kde f je bezctvercovy,
a necht P = (a,b) € C je nesinguldrni bod. Pak pfimka

Tp = V( 351(13) (g —a)+ 3;2(13) (g —D)})

se nazyva tecna ke kiivce C' v bodé P.

Jak je to s te¢nami v singularnich bodech? Druhy obrazek naznacuje, ze
v singuldrnich bodech muze byt vice piimek, které by se daly povazovat za
tecny. I to ma matematické opodstatnéni.

Necht totiz P € C = V({f}) je bod na kfivce. Bez Gijmy na obecnosti
muzeme kiivku posunout (tj. substituci zménit soufadnice) tak, aby P =
(0,0) byt pocéatek souradnic. Pak f(P) = 0 znamend, ze f nemd absolutni
¢len. Parcidlni derivace %(P) a %(P) nam vrati presné koeficienty u
resp. u y2. Tj. mame:

Pozorovani. Je-li C = V({f}) afinni rovinnd kfivka a P = (0,0) € C, pak
P je singularni, pravé kdyz f mé pouze ¢leny stupiiu alespon 2.

Pozorovand. Dulezitym dusledkem je, ze nesingularni bod P € C muze lezet
jen v jedné z ireducibilnich komponent v rozkladu C = Cy U --- U C,.. Stéle
bez tijmy na obecnosti P = (0,0). Necht totiz f = p; - --p, je bezctvercovy
polynom definujici C. Kdyz pak P lezi ve dvou komponentich, feknéme
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P € Cy a P e (s, pak p1 a ps nemohou mit absolutni ¢len, a tedy f musi
mit ¢leny stupné alesponn 2. Jinymi slovy, P je singularni bod.

Je-li P = (0,0) € Vpoj({f}) singuldrni bod, muzeme psat f = Fy, +
Frt1+- -+ Fy, kde F; je homogenni polynom z K[y1, yo] stupné i a F,, Fy #
0. Ocividné d je potom stupenn f a ¢islu m se fika ndsobnost bodu P. Tetny
nam oziejmi nasledujici lemma, které najde uplatnéni i pozdéji.

Lemma 36. Necht F € K|zo, 1] je homogenni polynom ve dvou neurcitych
nad K = K. Pak F lze vyjadrit jako soucin homogennich linedrnich poly-
nomau.

Diikaz. Pouzije se stejny trik jako u pozorovéni, Ze prvocinitele homogenniho
polynomu jsou homogenni. Jelikoz K = K, lze polynom F, € K[y;] rozlozit
na souéin linedrnich ¢lent

Fo=XA-(y1 —a)” - (y1 —a2)® - (y1 — ap)".
Pak pro néjaké s > 0 mame
F=(F)" -zy3=\ (1 —a120) - (x1 — agx0)®® - (x1 — apx0)® - z5. O

Specialné pro f = Fy,, + Fipt1 + - - - + Fy muzeme homogenni polynom F;;,
rozlozit jako
Fpo=\-LS L Lo,
kde e; + es + - - - 4+ e, = m. Piimky
T, =V({L;}), i=1,...,r

se nazyvaji tecny k C = V({f}) v bodé P = (0,0) a e; je nasobnost tecny
T;.

Co se obrazku kiivek tyce, druhd kiivka méd v pocatku souiadnic dveé
jednoduché tecny V({y1 — y2}) a V({y1 + y2}). Treti kiivka dole ma naproti
tomu jednu dvojitou teé¢nu V({y2}).

Nakonec vysvétlime, jak je to se singulatnimi body projektivnich kiivek.
V principu se k problému dé piistupovat jednoduse. Reknéme, ze mame ro-
vinnou projektivn{ kiivku C' = Vi ({F}) € P?(K), kde F je bezétvercovy.
Pak P2(K) je pokryto obrazy vnoreni

Pit AQ(F) — PQ(F)a

kde i € {0, 1,2}. Tj. pro kazdy bod P = (a:b:c) € C existujei a Q € A%(K)
tak, ze p;(Q) = P. Muzeme tedy zkoumat, jestli bod @ afinni rovinné kiivky
o; 1(C) € A%(K) je singuldrni nebo ne a jeké mé tecny.

Miuze se oviem stat (a typicky se stane), ze bod P je v obrazu vice nez
jednoho ;. Pak je nasnadé otéazka, jestli to, ze bod je singularni nebo ne,
zavisi na volbé i € {0,1,2}. Nize ukdzeme, Ze nezdvisi, protoze singuldrni
body lze definovat pfimo pro projektivni kiivku.

Definice. Necht C = Vy0;({F}) € P?(K) je projektivn{ rovinna kiivka,
kde F je bezétvercovy, a necht P € C. Pak P je singuldrni, pokud
oOF OF OF
—(P)==Z—(P)= —
(9.%'0 8901 8.%‘2
V opa¢ném piipadé se P nazyva nesinguldrni.

(P) = 0.
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Kiivka C' se nazyva mesinguldrni, pokud obsahuje pouze nesinguldarni
body.

Meéli bychom jesté ukazat, ze definice v projektivnim piipadé je konzis-
tentni s definici v afinnim piipadé. K tomu budeme bez Gjmy na obecnosti
piedpokladat, ze studovany bod P € C lezi v obrazu g : A%(K) — P?(K),
tj. ze P je tvaru P = (a:b:1).

Tvrzeni 37. Necht C = Vy0i({F}) C P*(K) je projektivni rovinnd krivka.
Necht P = (a:b:1) € C a Q = (a,b) € Ci je vzor Q pri pg. Pak P je
nesinguldrni bod C' (v projektivnim smyslu), prdvé kdyz @ je nesinguldrni
bod Cy (v afinnim smyslu).

K dukazu se hodi nasledujici lemma.

Lemma 38 (Eulerova véta). Necht F € Klzg,x1,...,x,] je homogenni
polynom stupne d. Pak
OF oF oF
il R, L 4. F
0 8950 + 1 (91’1 + + n 8$n
Diikaz. Zderivujeme rovnost F(txg, tx1, ..., tx,) = t4F(zq, 1, . . ., z,) parcialné
podle t a dosadime t = 1. O

Diikaz tvrzeni 37. Necht F je bezétvercovy polynom. Potom je bezétvercovy
i polynom Fi(y1,y2) = F(1,y1,y2). Dile z definice @ je singularita C, prave
kdyz

oF OF
( 7a7 ) O a axl( 7a7 ) 8562( 7a7 ) O
Z lemmatu 38 je posledni podminka ekvivalentni
OF OF OF
F(l,a,b)=0 —(1,a,0) = —(1,a,b) = —(1,a,b) =0
( ) a’ ) a a;L'O ( ) a? ) a$1 ( ) a/’ ) a$2 ( ) (1/’ ) )
coz presné znamend, ze P je singularni bod C. U

Pozndamka. Podobné se d4a také piimo v projektivni roviné zadefinovat teéna
ke kiivce v nesinguldrnim bodé. Toto ovSem pfenechdme zdjemcum coby
cviceni.



