Predmluva

Nasledujici text pokryva prednasku Komutativni okruhy a ¢astecné ji pfesahuje.
V soucasné podobé m4 Sest ¢asti. Do prednasky ptvodné pattilo:

e Cast I celd bez kapitoly 6

Céast II cela

Cast III bez kapitol 5 a 6

Cast VI pouze kapitoly 1 a 2

Tyto partie by nemély obsahovat jiz p¥ili§ mnoho chyb a preklept. Ostatni
partie jsou pravdépodobné v nepfilis dokonalém stavu. Protoze se ukazalo, ze
kapitola 1 ¢asti VI neni v naslednych pfednaskach nutna, lze ji vynechat.

Text do budoucna dozna zmén. Mezi soucasnou ¢ast II a III bude vlozena
novéa samostatna cast, kterd bude obsahovat mimo jiné souc¢asnou kapitolu VI.2
(lokalizace). Dale v této nové ¢asti bude pojednan v obecnosti tenzorovy soudin
a bude vysvétlena jeho souvislost se sou¢asnymi specidlnimi konstrukcemi ten-
zorového soudinu, které jsou uvedeny jednak v ¢4sti I (volné moduly), jednak
v Casti VI (lokalizace). V samotné piedndSce obecné pojaty tenzorovy soucin
predndset neminim, nebot ho povazuji pro dany Gcel za zbyteéné abstraktni.

Kapitola VI.1 (normalizace) dozné uréitych zmén, které odstrani nékolikeré
opakovani podobnych obrati v dikazech tim, Ze tyto obraty vyjadii formou
predbéznych lemmat.

Ostatni ¢asti, které jsou mimo ramec prednasky, budou do budoucna pozmé-
nény a vyrazné rozsifeny. Do textu by méla byt zafazena vétsina obecnéjsich
algebraickych vysledku, které jsou postupné referoviny na Seminafi z matema-
tiky inspirované kryptografii (takzvany SMIK, jehoZ nékteré studijni texty lze
nalézt na http://www.karlin.mff.cuni.cz/krypto/seminar.php).

Rad bych v dohledné dobé dokoncil samostatny tvodni text z obecné alge-
bry, ktery je do znacné miry hotov a pfistupny na siti. Po jeho dokonceni bude
toto pojednani doplnéno odkazy do zminéného tivodniho textu. Stejné tak v bu-
doucnu naroste i pocet odkazti mezi jednotlivymi kapitolami uvniti pojednéni.
Soucasny stav do jisté miry odrazi skutecnost, ze pfi psani nékterych kapitol
jsem nemél vzdy k dispozici text predchazejicich ¢asti. Rovnéz znaceni bude v
budoucnu vice sjednoceno.

V Praze 13. srpna 2006 Ales Drapal
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| Zakladni tvrzeni o komutativnich
okruzich

1.1 Zakladni pojmy souvisejici s délitelnosti

V dalsim se predpoklada znalost pojmi jako jsou okruh, obor integrity, ideal,
hlavni ideal, homomorfismus okruhii a jadro homomorfismu. Rovnéz se nebu-
deme vracet k zakladnim vétam o homomorfismu a isomorfismu (posledné jme-
nované jsou tii).

Soustredime se zejména na komutativni okruhy; v nékterych ptipadech se
muze stat, ze budeme pro komutativni okruhy formulovat tvrzeni, jez plati pro
vyrazné vétsi tiidu okruhti. Je to dan za snahu podat o oblasti komutativnich

Nejvyznamnéjsimi t¥idami okruht pro nas budou Gaussovy obory a obory
hlavnich ideala. V anglosaské literatufe se bézné objevuji pod zkratkou UFD a
PID, kde UFD znaci Unique Factorization Domain, zatimco pod zkratkou PID
se skryva Principal Ideal Domain. Zkratka UFD je sd€lnéjsi nez nami pouzivany
pojem Gausstv obor, nebot s ni je asociovana ta nejzakladnéjsi vliastnost téchto
obori. V dalsim budeme povazovat za samoziejmou znalost faktu, Ze obor inte-
grity, ve kterém je kazdy fetézec vlastnich déliteld konecné délky, bude Gausstiv,
pokud kazdé dva jeho prvky maji nejvétsiho spoleéného délitele. Alternativou
této podminky je pfitom podminka, ze kazdy ireducibilni prvek je prvocinitel.

Af R je obor integrity. Jeho prvek a déli b € R pravé kdyz bR C aR. Intui-
tivné méame sklon na délitele pohlizet jako na prvek, ktery je mensi nez délenec.
Vztahy inkluze hlavnich idedlt tuto zdvislost obraceji (alespoii zdénlivé), a je
tfeba se s timto faktem szit. P¥i praci s obory integrity, které nejsou obory hlav-
nich ideélu, je totiz nutné uvazovat délitelnost ideald, a nikoliv pouze délitelnost
prvki (které jsou reprezentovany hlavnimi ideély). Pfitom ideal J déli ideal I
pravé kdyz ho obsahuje.

Ideal I okruhu R se nazyva mazimdlni, jestlize pro zadny idedl J neplati
I C J C R asoudasné je I # R. V oboru hlavnich idealt zjevné plati, ze
a € R je ireducibilni pravé kdyz aR je maximalni ideal. Obecné ovsem miize
pro ireducibilni prvek a komutativniho okruhu R existovat idedl I takovy, ze je
aR C I C R. Pak ovSem I neni hlavni ideal.

Pridrzime se konvence v komutativni algebfe obvyklé, totiz ze za vlastni se
povazuje kazdy idedl R rtzny od R (tedy neobsahujici prvek 1). Nyni budeme
sméfovat k vylozeni popisu prvocinitele v feci ideald. Pfipomeneme nejprve, ze
pro idealy I a J okruhu R se jejich soudin znac¢i IJ. Rozumi se jim mnozina
vSech souétt tvaru Y a;b;, 1 <i < n, kdea; € I ab; € J. Je zfejmé, ze IJ je
rovnéz idedl R a ze plati IJ C I NJ.



Ideal P okruhu R se nazyva prvoidedl, jestlize je P # R a soucasné pro
libovolné dva idedly I a J okruhu R plati implikace

IJCP =1CPneboJCP

Pfipomenme, ze v komutativnim okruhu R se nazyva prvek p € R prvoci-
nitelem, jestlize neni invertibilni a soucasné pro libovolné dva prvky a,b € R
splnuje implikaci

p déli ab = p déli a nebo p déli b.

I1.1.1 Lemma. Idedl P # R komutativniho okruhu R je prvoidedl pravé kdyz
pro kazdé dva prvky a,b € R spliiuje implikaci

abe P=a€ P nebob e P.

Dikaz. 7 ab € P plyne (ab)R C P a soucasné je (aR)(bR) = (ab)R. Je-li P
prvoideal, tak musi byt aR C P nebo bR C P, a tedy a € P nebo b € P.
Predpokladejme nyni, ze P spliuje podminku lemmatu, a ze pro idealy I a
J okruhu R plati IJ C P. Af napiiklad existuje b € J \ P. Pak pro kazdé a € I
mame ab € P, a tedy a € P, takze je I C P. O

Z lemmatu I.1.1 okamzité vidime, ze prvek p komutativniho okruhu R je
prvocinitel praveé kdyz pR je prvoidedl. Nize ovéfime, ze maximalni idealy jsou
v komutativnich okruzich vzdy prvoidealy, coZ nabizi (alternativni) dikaz, Ze v
oborech hlavnich ideéld jsou ireducibilni prvky vZdy prvociniteli. (Prvek a € R
je ireducibilni pravé kdyz nema vlastniho délitele a neni invertibilni. To nastane
pravé kdyz aR # R a z aR C bR plyne bR = R nebo bR = aR, pro kazdé
b € R. V oborech hlavnich ideald je tedy a € R ireducibilni pravé kdyz aR je
maximalni ide4l.)

Nejprve ale pripomeneme, ze pro idealy I a J okruhu R je mnozina I + J =
{a+b; a€Iabe J}rovnéz idedlem R. Je to zjevné nejmensi idedl, ktery
obsahuje I U J. V komutativnim okruhu R je proto idedl M # R maximé&lni
pravé kdyZ pro kazdé a € R\ M plati R = M + aR, tedy kdyZ pro kazdé
a € R\ M existuje m € M ar € R takové, ze 1 =m +ar.

1.1.2 Lemma. V komutativnim okruhu je kaZdy mazimdlni idedl prvoidedlem.

Diikaz. Af je M maximalni ideal okruhu R a af plati ab € M. Pfedpokladejme
a ¢ M.Potom 1 =m+ar pronéjakim € M, r € R, takzeb=0-1=bm+rab €
M. O

Predchozi fakt lze ovSsem nahlédnout elegantnéji. Staci totiz pouzit nasle-
dujici tvrzeni (jeho dikaz bezprostiedné vyplyva z charakterizace idealt fakto-
rokruhu jakozto kvocientti idealid ptavodniho okruhu; pro jistotu je vsak dikaz
uveden).

1.1.3 Tvrzeni. Bud I vilastni idedl komutativniho okruhu R. Potom

(i) ideal I je mazimdlni prdvé kdyz R/I je téleso,



(i) idedl I je prvoidedl prdvé kdyZ R/I je obor integrity.

Dikaz. Prvek a € R je invertibilni pravé kdyz aR = R. Jinymi slovy, prvek
je invertibilni pravé kdyz nelezi v zddném vlastnim idedlu. VSechny nenulové
prvky R/I jsou tedy invertibilni pravé kdyz R/I nem4 vlastni nenulovy ideal.
Vsechny idedly R/I maji tvar J/I, R D J D I. Odsud (i).

Pro a,b € Rje (a+I)(b+ 1) = ab+ I rovno Og/; = I pravé kdyz ab € I.
Okruh R/I je proto oborem integrity praveé kdyz z ab € I vyplyvi a +1 =1
nebo b+ I = I, ¢ili praveé kdyz z ab € I vyplyvad a € I nebo b € I. Takovy
pozadavek podle lemmatu 1.1.1 §iké, Ze I je prvoideal. O

Céast (ii) lze samozfejmé dokazat pouze v feci idedltl. Je uzitecné si takovy
dikaz sestavit.

Podobnych obrati, kdy se dikaz zdanlivé zaloZeny na vypoctu stane vhod-
nou strukturni tvahou zfejmy, je v komutativni algebfe mnoho.

Je dobré si také uvédomit, jak soucet idealid, I 4+ J, odpovida pojmu nejvét-
stho spolecného délitele. Vskutku, pokud I = aR a J = bR, R komutativni, tak
z I +J = cR plyne, ze ¢ déli a i b. Soucasné pro kazdy spole¢ny délitel d prvka
a a b mame dR D (aR)U (bR), atedy dR D aR+bR=1+J.Z1+J=cR
tedy plyne, zZe ¢ je nejvétsim spoleénym délitelem a a b. Vidime, ze v oborech
integrity hlavnich idealt je korespondence mezi soucty idealti a nejvétsimi spo-
le¢nymi déliteli jednoznac¢na. V Gaussovych oborech ovSem I + J nemusi byt
vzdy hlavni ideél; existence nejvétsiho spoleéného délitele obecné totiz znamena
existenci nejmensiho hlavniho idedlu, ktery ideal I + J obsahuje.

Obratme se nyni k dalsi zédkladni vlastnosti okruhii zndmé z definice Gaus-
sovych obort. Konecnosti fetézce vlastnich délitelti se rozumi neexistence po-
sloupnosti ag, a1, as, ... takové, ze a;41 déli a; pro kazdé i > 0, pricemz a; neni
nikdy s a;4+1 asociovano (tedy a; nikdy nedéli a;41). Jinymi slovy, pozaduje se,
aby neexistoval nekoneény fetézec Iy C I3 C ... hlavnich ideald.

Komutativni okruh R se nazyva noetherovsky, jestlize neobsahuje nekoneény
fetézec In C I C ... svych ideali.. Rikava se také, Zze R je noetherovsky, jestlize
spliiuje podminku rostouciho fetézce (ascending chain condition, ACC) pro ide-
aly. Tato podminka se obvykle definuje tak, Ze v kazdé rostouci posloupnosti
idedlt Ip C I; C I C --- existuje k > 0 takové, ze I; = Ij pro kazdé j > k.

Pro nekomutativni okruhy je definice obdobné, avSak misto idedlu se uvazuji
levé nebo pravé idedly (a pak se hovoii o okruzich zleva ¢i zprava noetherov-
skych).

Je-li Iy € Iy C I, C ... rostouci posloupnost idedld, je I = (J(I;; 7 > 0)
rovnéz idedl. Tento fakt budeme v dalsim pouzivat jako samoziejmy. V obo-
rech hlavnich idedald si fetézce vlastnich délitel a rostouci posloupnosti idealt
odpovidaji jednozna¢né. Pfipomeneme to opakovanim zndmého faktu:

I1.1.4 Lemma. Obory hlavnich idedli jsou noetherovské.

Diikaz. Postupujme sporem. At Ip C I; € ... je rostouci fetézec idedla. At
ag,ai,--- € R jsou takova, ze I; = a;R, j > 0. Ideal I = |J(I;; j > 0) je roven
néjakému aR. Bud k > 0 nejmensi takové, ze a € I,. Pak I = aR C I}y C I pro
kazdé k' > k, odkud Iy = Iy, ve sporu s nasim predpokladem. O



Nékteré zakladni vlastnosti noetherovskych okruht je icelnéjsi sledovat na
noetherovskych modulech.

Modul M nad okruhem R (struéné R—modul) bude zde, jak je obvyklé, Abe-
lova grupa se zadanym skalarnim nasobenim Au pro kazdé A € R a u € M, jez
spliuje

AMu+v) =Au+ o, A(vu) = (MW)u, (A+v)u=Iu+rvu, lu=u

pro vSechna u,v € M a vSechna A\, v € R.

Vsimnéte si, ze zobrazeni u — Au je pro kazdé pevné vybrané A\ endo-
morfismem Abelovy grupy M (4, —,0). Definice modulu je stanovena tak, aby
prifazenim takového zobrazeni kazdému prvku A € R vznikl homomorfismus z
okruhu R do okruhu endomorfismi Abelovy grupy M.

Pfesné vzato bychom piedchozi definici méli povazovat za definici levého
modulu. Definice pravého modulu je symetrick, rozdil je v tom, Ze se skalarni
nasobeni pise zprava. Pokud je R komutativni, tak ovSem neni mezi levymi a
pravymi moduly tieba rozlisovat.

Pojmy jako podmodul a faktormodul jisté neni tieba vysvétlovat. Podobné
lze povaZovat za zndmou platnost vét o homomorfismu a isomorfismu pro mo-
duly.

Okruh R lze povazovat za modul nad sebou samym. Podmoduly takového
modulu zjevné odpovidaji pro R komutativni idedlim R.

Modul M nad R se nazyva noetherovsky, jestlize spliuje podminku rostou-
cich fetézcl pro podmoduly (tj. neexistuje nekone¢na posloupnost My C M7 C
... podmodula M).

Je-li X C M, kde M je R—modul, tak vSechny prvky tvaru y_ r;z;, kde z; €
X, rpe Ral<i<k, tvofi podmodul M. Je to nejmensi podmodul M, ktery
obsahuje X a nazyvame ho podmodulem generovanym X. Je-li tento podmodul
roven M, fikdme, ze X generuje modul M. O tomto modulu fekneme, ze je
konecne generovany pravé kdyz lze nalézt koneénou mnozinu, jez ho generuje.

Za zminku stoji, ze podmodul N modulu M, ktery je generovany podmoduly
M; C M, €1, je roven

> (Mi; i€ I)={> my; JCT jekonetns a m; € M; pro kazdé j € J}.
JjeJ
1.1.5 Tvrzeni. Modul M je noetherovsky prdavé kdyz je kaZdy jeho podmodul
konecné generovany.

Diikaz. Uvazme néjakou posloupnost Ag C A; C ... podmoduli M. Potom je
A =J(A;; i > 0) rovnéz podmodul M. Je-li A kone¢né generovany, s generatory
ai,...,an, musi existovat k > 0 takové, ze Ay, obsahuje vSechny tyto generatory.
Pak ovsem A; = A pro kazdé i > k. Jestlize A neni konec¢né generovany, lze
polozit By =0 a volit B; C A a b; € A tak, ze b; ¢ B; a B;11 = B; + Rb;. Pak
je Bo € By C ..., takze M neni noethoerovsky. |

Je zfejmé, ze podmoduly a faktormoduly noetherovskych moduli jsou opét
noetherovské. Lze snadno dokazat i opak, totiz Ze z noetherovskosti faktormo-
dulu a prislusného podmodulu plyne noetherovskost celého modulu:



1.1.6 Lemma. At M je modul s podmodulem N. Pokud N a M/N jsou no-
etherovské, je noetherovsky i modul M.

Diikaz. Af My je podmodul M. Polozme Ny = My N N. Podle pfedpokladu
existuji ay, ..., an, kterd generuji Ny. Modul (Mo + N)/N je rovnéZ noetherov-
sky; necht je generovan prvky by + N, ..., b, + N, kde by,..., b, € My. Potom
pro kazdé ¢ € My existuji r1,...,r, € R takova, Ze ¢ = > r;b; mod N. Pak
c—> rbilezi v MoN N = Ny. Vidime, ze {a1,...,a,}U{b1,..., by} generuje
M. O

Komutativni okruh R je noetherovsky pravé kdyz je noetherovsky jako R—
modul. Faktorokruhy noetherovskych komutativnich okruhii jsou ziejmé také
noetherovské.

.2 Polynomy nad noetherovskymi okruhy a Gaus-
sovymi obory

V této kapitole budeme pod okruhem rozumét komutativni okruh. Nékdy bu-
deme pouzivat bez blizsitho upozornéni zapis obvykly v komutativni algebre,
kdy (a1, ...,ax) oznacuje idedl generovany prvky as,...,ag. V okruhu hlavnich
idealt se prvky identifikuji se svymi hlavnimi idealy, takze v takovém piipadé
(a1,...,ar) miZze znamenat i nejvétsi spoleény délitel prvki aq,. .., a.

Okruh polynomt R[z1,...,z;] v proménnych x1,...,z; je definovdn zna-
mym zpusobem na mnoziné formalnich souétt a = 3 ac,, . 27" - 3F, kde
€1 >0,...,e5 > 0, pfiCemz ac, . ., # 0 jen v koneéné mnoha pripadech. Defi-
nici formalniho souctu se zde zabyvat nebudeme; z hlediska forméalniho popisu
je nejsnazsi fici, ze polynom a ztotoziiujeme se zobrazenim a : N’g — R, kde

a(gl, cee 7Ek) = Qgq,....e-

Za samoziejmé rovnéz budeme povazovat ztotoznéni R[zy, ..., Tk, Try1] =
(R[z1, ..., 2k])[xk+1]- Upozornéme dale, Ze leckdy se misto x1, ...,z proménné
oznacuji velkymi pismeny, naptiklad Xi, ..., Xj.

Nékteré vlastnosti okruhu R jsou zachovany i pii pfechodu k okruhu poly-
nomt R[z]. Cilem této kapitoly je ukdzat, ze takovymi vlastnostmi je vlastnost
byt noetherovskym okruhem a byt Gaussovym oborem.

1.2.1 Véta (Hilbertova o bazi). Okruh R je noetherovsky prdavé kdyZ je no-
etherovsky okruh R[z].

Dikaz. Ptedpoklddejme, ze okruh R je noetherovsky a okruh R[x] noethe-
rovsky neni. Potom existuje idedl I okruhu R]z], ktery neni koneéné genero-
vany. Mizeme proto vytvorit posloupnost polynomu ag, a1, ..., které lezi v I,
takovou, ze a9 € I N R a Ze a;4+1 je néktery z polynomi nejmensiho stupné
obsazenych v I \ (ag,...,a;). Stupné téchto polynomt zfejmé tvoii neklesajici
posloupnost. Oznac¢me J; ideal okruhu R generovany vedoucimi koeficienty po-
lynomi ayg, . ..,a;. Pak Jy C J; C ..., takze pro né€jaké k > 0 mame Ji 1 = J.
Oznac¢me h stupen polynomu agyi. Vynasobenim polynomi a;, 0 < i < k,



vhodnym jednoclenem 2°, s > 0, dostaneme polynomy @; € I stupné h, jejichz
vedouci koeficienty generuji Ji. Proto existuji rg,...,ry € R takovd, Zze poly-
nom a = Y r;a; € I ma stejny vedouci koeficient jako polynom ay;. Pak ovSem
ak+1 —a padne do I\ (ag, . . ., ax), pfiemz ma mensi stupeti nez ay,1. Tim jsme
obdrzeli hledany spor. O

1.2.2 Dusledek. Je-li R noetherovsky okruh, je jim i Rlx1,. .., zk].

Obratme nyni svou pozornost ke Gaussovym oboriim. Kazdy prvek a Gaus-
sova oboru R lze zapsat jako upi' - - - pi*, kde u je prvek invertibilni a p1, ...,
jsou prvocinitele. Pfitom se predpokladd, Ze prvocinitelé p; a p;, 1 <i < j <k,
nejsou asociovani, tedy ze generuji ruzné hlavni idealy. Zapis je jednoznacny az
na volbu pofadi a zdménu asociovanymi prvociniteli. Mtzeme téz psat

(a) = (p1)" -+ (k).

Tento zépis jiz jednoznaény je (az na potadi), nebot v ném figuruji (po dvou
riizné) hlavni idealy, nikoliv jejich (ne nutné jednoznacéné urcené) generatory.

Je-li p prvoéinitel, tak pro (p) = (p;), 1 < i < k, polozme v,(a) = &;. Pokud
se (p) mezi idedly (p;) nevyskytuje, polozime v,(a) = 0. Hodnoté v,(a) se fika
p—valuace prvku a. Lze ji zjevné pouzit i pro prvky podilového télesa T' Gaussova
oboru R, kde klademe v,(a/b) = v,(a) — v,(b). Korektnost takové definice je
ziejmé. Nenulovy prvek a € T zjevné padne do R pravé kdyz v,(a) > 0 pro
kazdy prvocinitel p. Pokud potfebujeme vyjadrit v,(0), definujeme ho jako oo.

Bud R i nadale Gausstv obor s podilovym télesem 7. Polynom a € R[z] se
nazyvé primitivni, jestlize jeho koeficienty jsou nesoudélné (a tedy generuji R)
a jestlize je nenulovy.

Pro nenulovy polynom a = Y. a;z* € T[z] a pro prvocinitele p polozme
¢p(a) = min{v,(a;); 0 < i < dega}. Vidime, Ze a € R[z| je primitivni pravé
kdyz c,(a) = 0 pro kazdy prvoéinitel p. Zfejmé plati

I.2.3 Lemma. Je-li u € T*, p € R prvodinitel a a € T[z], a # 0, je cp(ua) =
vp(u) + cp(a).

Vidime, ze nenulovy polynom a z T'[z] lezi v R[x] pravé kdyz ¢,(a) > 0 pro
kazdy prvocinitel p.

Pfipomenme, ze pro kazdy homomorfismus okruhu f: R— S existuje jediny
homomorfismus f, : R[z] — S[z], ktery rozsifuje f a zobrazuje z na x. Zde
budeme uvazovat homomorfismus 7, dany pfirozenou projekci 7: R— R/(p), p
prvocinitel.

I.2.4 Lemma (Gaussovo). At a,b € R[z] jsou primitivni. Pak je primitiond i
polynom ab.

Diikaz. Budeme dokazovat, ze pro kazdy prvoéinitel p z platnosti ¢p(a) =0 =
¢p(b) plyne cp(ab) = 0. Okruh R/(p) je obor integrity, a proto je oborem integrity
i okruh R/(p)[z]. Mame m,(ab) = m(a)m;(b), pfi¢emz podminka ¢,(a) = 0 je
shodné s podminkou 7, (a) # 0. Z m,(a) # 0 a 7,(b) # 0 plyne m,(ab) # 0, a
tedy i cp(ab) = 0. O



Diikaz Gaussova lemmatu lze samoziejmé provést i bez faktorizace tivahou
vychézejici ze vzorce pro koeficienty nasobku polynomu.

1.2.5 Dusledek. Pro vsechny nenulové polynomy a,b € T|x] a vechny prvoci-
nitele p € R plati cp(ab) = cp(a) + cp(b)

Diikaz.  Polozme u = [[p~® a v = [[p~® (kde soucin probiha ptes
prvodinitele p, z nichz zddné dva nejsou asociovany). Pak a; = ua i by = vb jsou
primitivni polynomy z R[z], dle lemmatu 1.2.3. Z ¢,(a1b1) = 0 = ¢p(a1) + ¢, (b1)
plyne ¢, (ab)+v,(uv) = cp(a)+vp,(u)+cp(b)+vp(v), odkud ¢, (ab)—cp(a)—cp(b) =
vp(uv) — vp(u) — vy (v) = 0. O

1.2.6 Tvrzeni. Bud R Gausstiv obor a at je T jeho podilové téleso. Ireducibilni
pruky okruhu R[z] jsou jednak vSechny prvocinitele oboru R, jednak vSechny
primitivnd polynomy a € R|z|, které jsou jakoZto polynomy z T[x] ireducibilni.
Ke kazdému ireducibilnimu polynomu b € T[z]| existuje w € T takové, Ze ub je
ireducibilng prvek okruhu Rlx].

Diikaz. Kazdy délitel prvku z R (z hlediska délitelnosti v R[z]) nutné lezi v R,
takZe a € R je ireducibilni prvek okruhu R[x] pravé kdy?z je ireducibilnim prvkem
okruhu R. Ireducibilnimi prvky Gaussova oboru R jsou jeho prvoéinitelé. Situace
prvki z R je tedy zfejma.

At a € R[z] je polynom stupné alesponl jedna. Pak a = wai, kde a1 je
primitivni a u = [] p»(@) pro vhodné prvoéinitele p € R. Neni-li a primitivni,
je u jeho vlastnim délitelem. Muzeme tedy predpokladat, ze a primitivni je.

Pokud a = be pro néjakd b,c € R[z], tak pro kazdy prvodcinitel p podle
disledku 1.2.5 médme 0 = cp(a) = ¢p(b) + ¢p(c), odkud ¢, (b) = ¢p(c) = 0 pro
v8echny prvocinitele p. Je-li a ireducibilni prvek okruhu T'[z] (tedy to, co se bézné
nazyvé ireducibilni polynom), musi byt b nebo ¢ prvek okruhu R = T N R[z],
a z ¢p(b) = cp(c) = 0 plyne, Ze tento prvek je invertibilni (v R a tim i v Rx]),
takZe a je ireducibilni prvek R]x].

Piedpokladejme, Ze a neni v T'[x] ireducibilni polynom. Pak a = be, kde
0 < deg(b) < deg(a) a b,c € T[x]. Polozme u = [[p~*® a v = [[p~(),
podobné jako v dikazu dusledku 1.2.5. Dostaneme opét, ze by = ub i ¢ = vc
jsou primitivni polynomy. Protoze 0 = ¢,(a) = ¢p(b) + ¢p(c) = ¢p(b1) = ¢p(cr)
pro kazdy prvoéinitel p, je vzdy vp(u) +vp(v) = 0, a tedy uv = 1, takze a = b1y
je v R[x] sou¢inem dvou polynomil mensich stupiiti, a tudiz neni jako prvek R|x]
ireducibilni. (]

I.2.7 Tvrzeni. Je-li R Gaussiv obor, je i R[x] Gaussiv obor.

Diikaz. At polynom a déli v R[z] polynom b. Pak vedouci koeficient a déli ve-
douci koeficient b. PFitom deg(a) < deg(b). Je-li deg(a) = deg(b), je a vlastnim
délitelem b pravé kdyz vedouci koeficient a je vlastnim délitelem vedouciho koefi-
cientu b. V nekonecéné posloupnosti délitelt prvka R[x] se musi stupné polynomii
od jistého mista shodovat. Ve zbylé ¢asti posloupnosti musi byt od jistého mista
asociovany vSechny vedouci koeficienty polynomi, a tim i celé polynomy. Proto
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jsou v R[x] Fetézce vlastnich idealtt koneéné. Zbyva ukazat, ze kazdy ireducibilni
prvek a € R[x] je v R[z] prvoéinitelem.

At a déli be, kde b a ¢ jsou polynomy z Rx]. Je-li @ € R, mizeme napiiklad
pouzit dusledek 1.2.5, podle kterého c,(bc) = cq(b) + co(c) > co(a) = 1, takze
cqa(b) > 1 nebo c¢q(c) > 1, odkud plyne, Ze a déli b nebo c.

Pro deg(a) > 1 z ireducibility a v T'[x] plyne, Zze a dé&li b nebo ¢ v T[z].
Piedpokladejme prvou moznost. Pak b = aq, kde ¢ € T[z]. OvSem disledek 1.2.5
dévé cp(b) = cp(q) pro kazdé p, nebot a je podle tvrzeniI.2.6 polynom primitivni.
Z b € R[z] plyne ¢,(q) > 0 pro kazdé p, takze ¢ lezi v R[z]. To znamena, Ze a
déli b nejen v T'[x], ale i v R[z]. O

V predchozich tvahach jsme misto obrati vyjadfujicich nulovost ¢,(a) pro
kazdy prvoéinitel p € R mohli pracovat s invertibilitou prvku c(a) = [] p°(@.
Pro a € R[z] je ovSem c(a) uréeno jednozna¢né az na ndsobek invertibilnim
prvkem. Jednoznaéné urceny je tedy pouze ideél (c(a)). Dusledek 1.2.5 tika, ze
(c(ab)) = (¢(a))(e(b)). Misto c¢(a) se nékdy pise cont(a), kde cont je zkratkou za
content, cesky ,obsah®.

1.3 Komaximalni idedly, prvoidealy, radikal

V této kapitole bude kazdy uvazovany okruh komutativni.

Je dobré si uvédomit, ze na mnozinu vsech idedlti okruhu R lze pohlizet jako
na komutativni monoid s operaci nasobeni idedlt IJ. Jednotkovym prvkem
tohoto monoidu je R; monoid pfitom zadné dalsi invertibilni prvky nema. Na
mnoziné vSech idedld je také definovana aditivni struktura s operaci I + J,
pricemz plati, jak 1ze snadno ovétit, distributivni zakon

I(J+K)=1J+IK.

Obecné mame I'NJ 2 IJ, v nékterych dilezitych situacich, jak nyni nahléd-
neme, vsSak plati rovnost.
O ideélech I a J fekneme, Ze jsou komazimdlni, jestlize I + J = R.

1.3.1 Lemma. Pro komaximdln? idedly plati IJ =1NJ.
Dikaz. Mame INJ =(INJ)I+J)=INJ)I[+INJ)JCJI+I1J=1J.0

Idedly Iy,...,I, se nazyvaji po dvou komazimadlni, pokud I; a I} jsou ko-
maximéalni kdykoliv1l < j < k < n.

1.3.2 Tvrzeni. At Iy,..., I, jsou po dvou komazimdini idedly okruhu R, n > 2.
Potom LN---NI, =11 - I, a komazximdlni je ¢ dvojice idedlu Iy N---N 1,1
al,.

Diikaz. Vyjadiime-li R jako (I1+1,)(Ia+1,) - - - (In—1+1,), dostaneme okamzité
rovnost Iy - - Iy_1 + I, = R. (ZapiSeme-li totiz 1 = 1y jako a; +b;, kde a; € I;
ab; €l,,1<j<n, dostaneme vynasobenim téchto souctt vyjadieni 1z jako
ai...an + ¢, kde ¢ € I,,.) Zbytek plyne indukci zaloZenou na lemmatu 1.3.1. O
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1.3.3 Lemma. A¢ Iy,...,1I, jsou idedly okruhu R. UvaZme homomorfismus
f:R— (R/I) x --- x (R/1I,), ktery zobrazuje kaZdé r na (r + I,...,r + I,).
Pak Ker(f) = I N---NI,. Homomorfismus f je surjektivni pravé kdyZ idedly
Li,..., I, jsou po dvou komazximdlni.

Diikaz. Tvrzeni o jadru je zfejmé. Pro 1 <4 < j < n uvazme prirozenou pro-
jekcim:(R/I) X+ x(R/I,)— ((R/IZ)/ ((IH—IJ-)/IZ-)) X ((R/Ij)/ ((IH—IJ-)/Ij))
= R/(I; + I;) x R/(I; + I;). Protoze wf zobrazuje prvky R na diagonélu uve-
deného soucinu, plyne ze surjektivity f nutné komaximalita I; a I;. Piedpokla-
dejme, Ze pro vSechna 1 <14 < j < n jsou I; a I; komaximalni a dokazme tvrzeni
nejprve pro n = 2.

Chceme ukézat, Ze pro r; € R, i € {1,2}, existuje r € R takové, ze r = r;
mod I;. Vime, ze 1 = a1 + a2 pro a; € I;. Polozme r = rias + rqa;. Pak
r—ry=r—ri(ag +az) =ai(re —r1) € I, a podobné r — ry € Is.

Zbytek dikazu lze provést indukci. Podle indukéniho predpokladu pro I =
L Inqjeg:R/I—(R/I)x - x(R/Ip—1), (r+I1)— (r+I,...,7r+1,_1),
surjektivni homomorfismus. Podle predchozi ¢asti dikazu a tvrzeni 1.3.2 je h:
R— R/I x R/I,, h(r) = (r 4+ I,r + I,,) surjektivni homomorfismus. Protoze
f = (g xidg/s,) o h, je surjektivni i f. O

Z lemmatu 1.3.3 jako dtsledek vyplyva, ze zobrazeni f je isomorfismus pravé
kdyz I, ..., I, jsou komaximalni idealy s nulovym prinikem. Opaény smér této
ekvivalence je zndm jako ¢inskd véta o zbytcich. Vyslovime ji ve tvaru, ktery
poukazuje na nejCastéjsi zpasob aplikace.

I1.3.4 Disledek (Cinska véta o zbytcich). Bud R okruh s idedly Ir, ..., I,.
Jestlize tyto idedly jsou po dvou komazimdlni a maji nulovy prunik, tak pro
vSechna ri,...,r, € R existuje pravé jedno r € R takove, Ze r; = r mod I,
1<i<n. O

Z vypocetniho hlediska nejsou tvrzeni, jez vyuzivaji axiom vybéru (a tedy
potazmo Zornovo lemma) ptili§ cennd. Presto takova tvrzeni maji sviij vyznam
i ve vypocetnim kontextu, nebof mohou slouzit jako teoretické existencéni vo-
ditko, které motivuje k hledani algoritmt. Uvedeme nékolik takovych zakladnich
existencnich tvrzeni.

1.3.5 Lemma. Necht A je podmnozina okruhu R a af I je jeho idedl. Je-li
INA =0, eristuje alespori jeden idedl J D I takovy, Z2e JNA=0aJ NA#D
pro kazdy idedl J' 2 J.

Dikaz.  Uvazme mnozinu vsech idedlt J D I, které spliuji J N A = (. Je-li
(Jo; € A) Fetézec do sebe viazenych idedld takové vlastnosti, mé stejnou
vlastnost i idedl J(Jo; « € A), takze tvrzeni plyne z Zornova lemmatu. (V di-
kazu se predpoklada, ze A je linedrné uspofdadana mnozina, pficemz J, C Jg
pro a < (3.) O

Vlastni idedly jsou ty, které neobsahuji prvek 1. Pokud polozime A = {1},
dostaneme znamy
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1.3.6 Dusledek. Bud I viastni idedl okruhu R. Pak v R existuje maximdini
idedl, ktery I obsahuje.

Multiplikativni mnoZinou okruhu R se mini kazda podmnozina R, kterd je
uzaviend na nasobeni a neobsahuje prvek 0.

1.3.7 Tvrzeni. Bud S multiplikativni mnoZina okruhu R a atf I je idedl tohoto
okruhu, I NS = 0. Pak existuje prvoidedl P D I, ktery splriuje PN S = (.

Dikaz. Pouzijeme lemma 1.3.5 pro A = S a ukdzeme, Ze ideal J dany timto
lemmatem je prvoidedl. At a,a’ € R\ J. Potfebujeme ukézat, ze pak do J
nepadne ani soudin aa’. Z maximality J vyplyvé neprazdnost prinikt SN (J +
Ra) a SN (J+ Ra'). Af tedy p,p’ € J, déle s,s" € S a konecné r,7’" € R jsou
takova, Zze s = p+raas =p +r'd. Pak ss’ = (pp’ +pr'a’ +p'ra) +rr'aa’ lezi
v S, a tedy ne v J. Vyraz v zavorce padne do J, takze musi byt rr'aa’ € J, a
tedy i aa’ & J. O

Za I muzeme zvolit nulovy ideal, takze tvrzeni poskytuje okamzité

1.3.8 Dusledek. Pro kaZdou multiplikativni mnozinu S okruhu R existuje pr-
voidedl P takovy, Ze je PN S = .

Mnoziné vSech prvoidealt okruhu se nékdy rika jeho spektrum. Mnoziné
prvoidealt, které obsahuji dany idedl I se fika varieta I (budeme psat VarI).
Minimadlnim prvkem Var I se rozumi kazdy prvoidedl P € Var I, ktery ma tu
vlastnost, ze pro zadné @ € Var I neni Q C P.

Nésledujici tvrzeni je prikladem pouziti Zornova lemmatu na klesajici fetézec
idealt.

1.3.9 Tvrzeni. Bud I vlastni idedl okruhu R a af je P € VarI. Pak varieta I
obsahuje alespori jeden minimdlni prvek Q takovy, Ze je Q C P.

Diikaz. Tvrzeni bude plynout z Zornova lemmatu, pokud ukézeme zZe priunik
fetézce do sebe viazenych prvoidealti (P,; o € A) z Var I je opét prvoideal. Ze
jde o idedl, ktery obsahuje I, je zfejmé. Oznacéme prunik J a at ab € J. Pokud
a & J, existuje B € A, Zze a € P, pro kazdé a < . Pro takovd o z ab € P,
plyne b € P,, odkud b € P, pro vSechna oo € A, ¢li b € J. O

Nyni se budeme vénovat zakladnim konstrukcim, které vyuzivaji prvoidealy.
Primocarou indukci plyne dobtfe znamé

1.3.10 Lemma. At je P prvoidedl okruhu R a af a1, .. .,ay, jsou prvky R. Je-li
ay---an € P, existuje j, 1 < j <n, takové, Ze a; € P.

Prislusnost prvoidealu do vyjadreni néjakého idedlu jako soucinu jinych ide-
alt (jez casto byvaji mocninami prvoidedl) 1ze mnohdy odvodit z nasledujiciho
jednoduchého lemmatu zdkladniho vyznamu.

1.3.11 Lemma. Budte I, ..., 1, idedly okruhu R. Potom pro prvoidedl P plati
PO LN---N1I, prave kdyz P O Iy ---1,. Tato situace nastane tehdy a jen
tehdy pokud P 2 I; pro nejaké j, 1 < j < n.
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Dikaz. ZPDOILinN---NI, méme PDI;---I,,nebot [ N---NI,DI---I,.
Podobné jednodusse z P 2 I; vyplyva P O I; N --- N I,. Piedpoklddejme
P D I ---I,. Pokud by bylo mozno zvolit a; € I; \ P pro kazdé j, 1 < j <mn,
dostali bychom spor s lemmatem 1.3.10, nebot by bylo a; - - -a,, € P, pficemz
zadny z prvka a; by v P nelezel. Proto musi byt I; C P pro alespoil jedno j,
I<j<n. O

Pro ideél I okruhu R polozme
VI = {a € R; existuje k > 1 takové, ze a® € I}.

Pak jev/T D I a z binomické véty plyne, Ze pro a,b €I mame a + b /1.
Protoze I je ideél, je ideal iv/I. Tomuto idedlu se ¥iké radikdl I a znadi se té7
radR(I) .

Ideal\/0 se nazyva nilradikdl R. Je zjevné, 7e /I je rovno vzoru nilradikalu
okruhu R/ pti projekci modulo T.

1.3.12 Tvrzeni. Bud I vlastni idedl okruhu R. Potom

VI=(\(P; PeVarl).

Diikaz.  Pro prvoidedl P D I a pro a €v/I mame a" € P pro néjaké n > 1,
a tedy a € P, dle lemmatu 1.3.10. Uvazme naopak b € ((P; P € Varl) a
predpoklddejme, ze b & /1. Mnozina S = {b*; k > 1} pak neobsahuje nulu
(nebot 0 v I lezi), takZe jde o multiplikativni mnozinu. Protoze pfedpokldadame
S NI =10, existuje podle tvrzeni 1.3.7 prvoideal P D I, ktery je s S disjunktni.
To znamend b ¢ P, takZe b v uvazovaném pruniku nelezi. Obdrzeli jsme spor.
]

1.3.13 Dausledek. Nilradikdl okruhu R je roven pruniku vsech prvoidedli R.[]

Vedle priniku vSech prvoidedli se ¢asto uvazuje i prinik vSech maximalnich
idealt. Tomuto pruniku se ¥ikd Jacobsondv radikdl a znadi se J(R). Maximalni
idealy jsou prvoidedly, takze okamzité mizeme vyslovit

1.3.14 Tvrzeni. V kaZdém okruhu je nilradikdl obsaZen v Jacobsonové radikdlu.

Prvky Jacobsonova radikalu 1ze snadno charakterizovat. Tuto charakterizaci
lze povazovat za alternativni definici J(R).

1.3.15 Tvrzeni. Prvek a okruhu R lezi v J(R) prdvé kdyZ 1 — ra je pro kazdé
r € R invertibilni prvek R.

Diikaz. Af je 1 —ra pro kazdé r invertibilni a af je M maximé&lni idedl. Kdyby
nebylo a € M, bylo by 1 = ra + m pro néjaké r € R a m € M. Prvky vlastnich
idealti vsak invertibilni nejsou.

Naopak pro a € J(R) méme ra € J(R) pro kazdé r € R a 1 — ra musi byt
invertibilni. Kdyby totiz nebylo, lezelo by 1 — ra v néjakém maximalnim idedlu
M, coz vede ke sporu, nebot pfedpoklddame ra € J(R) C M.

U
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1.4 Volné moduly

Cést obsahu této kapitoly lze beze zmény pienést i na okruhy, jez nejsou komu-
tativni. Je snadné si v§imnout, kde je to mozné.

Pfipomenme, zZe pro libovolné moduly M;, i € I, okruhu R, je mozné uva-
Zovat jejich direkini soucet (sumu) @(M;; @ € I). Prvky této direktni sumy
tvofi podmnozinu kartézského souc¢inu mnozin M;, i € I, jez se sestava ze vSech
prvka (m;; @ € I), které maji m; # 0 jen pro kone¢né mnoho ¢ € I. Kazdy
modul Mj, j € I, lze do M = @(M;; i € I) vnofit tak, ze obrazem m € M; je
ten prvek vj(m) = (m;; ¢ € I), ktery spliiuje m; = m a ma m; = 0 pro 7 # j.
Pfitom obrazy Im(v;) moduld M, j € I, generuji modul M. Pro kazdé j € I je
podmodul N; generovany vSemi Im(v;), které maji ¢ # j, mozno vyjadrit jako

N; ={(m;; i€ I) € M; m; =0},

Zjevné Im(v;) + N; = M a N; NIm(vj) = 0. Neni tézké ovétit, ze takovymi
vztahy lze direktni sumy strukturné popsat:

1.4.1 Tvrzeni. A{ M;, i € I, jsou podmoduly modulu M, které tento modul
generuji. Zobrazeni

MZ@MZ‘HM, (ml)HZml

je surjektivni homomorfismus moduli. Homomorfismus p je izomorfismem mo-
duli @ M; = M prdvé kdyZ pro kazdé j € I je M; N N; =0, kde N; = > (Mjy;
i€ I\{j})

Diikaz. Ovétit, ze p je homomorfismus moduld, necini potize. Protoze moduly
M; generuji M (tedy > M; = M), jde o homomorfismus surjektivni. Prvek (m;;
i € I) padne do jeho jadra pravé kdyz > m; = 0. Uvazme takovy prvek a at
J C I je (konefnd) mnozina vsech i € I, pro kterd m; # 0. Je-li J neprazdna,
mé alesponl dva prvky a pro kazdé j € J je —m; = Zie%i# m; nenulovy
prvek M; N N;. Naopak, z nenulovosti M; N N; zjevné plyne existence takovych
nenulovych m; € M;, i € J C I, ze J je konecéna, obsahuje j, a plati ) ;. ; m; =
0. Vidime, Ze p je injektivni pravé kdyz M; N N; = 0 pro kazdé j € I. O

Kdykoliv v modulu M nalezneme podmoduly M;, i € I, takové, ze >, M; =
MaM;n(M;ie J\{j}) =0 pro kazdé j € I, je M podle tvrzeni 1.4.1
izomorfni @ M;. Je zvykem i v takovém piipadé psat M = @ M;, a nerozliSovat
tak direktni sumu danou konstrukei od direktni sumy strukturni (néktefi autofi
v8ak po fadé hovofi o vnéjsi a vnitini direktni sumé). Chceme-li zjistit, zda
modul M je roven direktni sumé generujicich podmodula M;, byva vétsinou
jednodussi ovéfit, ze > m;, kde m; € M;, je rovno nule jediné tehdy, kdyz
kazdé m; je nulové, nez ovéfovat, ze moduly M; a N; maji pro kazdé ¢ € T
nulovy prinik. Z tvrzeni 1.4.1 plyne, Ze oba postupy jsou mozné.

Direktni sumu @(M;; i € I), ve které se véechny moduly M; rovnaji néjaké-
mu modulu N ozna&ime N (Ize mluvit o direktni mocniné). Zahy objasnime
zvlastni roli modula R(Y).
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Podmnozina X modulu F' se nazyva jeho volnou bdzi, jestlize X generuje F
a jestlize pro kazdy modul M a kazdy vybér prvkl a, € M, x € X, existuje
homomorfismus ¢ : F — M takovy, ze ¢o(x) = a, pro kazdé z € X.

Homomorfismus ¢ je uréen jednozna¢né, nebot X generuje F (definici volné
baze lze alternativné vyslovit také tak, ze misto pozadavku generovani pomoci
X se pozaduje jednoznac¢nost ¢).

Modul se nazyva volny, jestlize v ném lze nalézt alespon jednu volnou bazi.

I.4.2 Lemma. At X;, i € {1,2}, jsou volné bdze moduli F;. Jsou-li mnoZiny
X1 a Xy stejné mohutné, jsou moduly Fy a Fs izomorfni.

Dikaz. Uvazme néjakou bijekei & : X7 — Xy. Pak £ 1ze rozsifit na homomor-
fismus ¢ : Fy — Fy a €71 na ¢ : Fy — Fy. Protoze ¥ a @1 jsou na X; a Xy
po fadé identické, musi jit o identick4 zobrazeni, takze ¢ = 1! je izomorfismus
= F,. O

1.4.3 Lemma. At je X takovd podmnozina modulu F, Ze kazdy prvek F lze
Jjednoznacné vyjddrit ve tvaru ) . y 1o, kde r, € R je nenulové jen pro konecné
mnoho x € X. Potom je X wvolnou bazi modulu F'.

Dikaz. At a;, x € X, jsou prvky modulu M. Definujme ¢ : F — M tak, ze
o> ryx) = > rra,. Definice je korektni, diky jednoznac¢nosti zapisu prvki F.
Ovérit, ze ¢ je homomorfismus, lze zcela pfimocare. O

1.4.4 Tvrzeni. At X je podmnozina modulu F. Je ekvivalentni:
(i) X je volnd bdze F;
(i) kaZdy prvek F lze jednoznacné vyjddrit jako > rpx, v € X ar, € R; a

(iii) existuje izomorfismus F = RX) | ktery zobrazuje kazdé x € X na v,(1)
(kde vy : R — RX) jsou homomorfismy, které vklddaji R do x-té souiad-
nice).

Specidlné plati, ze kazdy modul R je volng, a to pro kazdou mnozinu X.

Dikaz.  Jeli vy, : R — R vloZenim do z-té soufadnice, lze kazdé (ry;
z € X) € RX) zapsat jako 3. 7,v,(1). Tento zépis je jednoznacény. Zbytek
plyne z lemmat 1.4.3 a 1.4.2. O

Trida okruhtt R, pro které plati, ze dva volné moduly jsou izomorfni praveé
kdyz jsou jejich volné baze stejné mohutné, je Siroka, avSak nezahrnuje vSechny
komutativni okruhy. Existuji totiz takové okruhy, Ze lze nad nimi sestrojit mo-
dul, jenz ma vice volnych bazi riiznych mohutnosti. Ukézeme, Ze v piipad€ oborti
integrity je mohutnost volné baze ve volném modulu uréena jednoznacné.

Z popisu volnych modult v lemmatu 1.4.3 okamzité dostavame

1.4.5 Lemma. At R je obor integrity a F volng modul nad R. Pak pro kaZdé
nenulové v € R a kaZdd uw,v € F z ru =rv plyne u = v.
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Bud R i déale obor integrity a at F' je volny modul nad R. Podilové téleso
oboru integrity R ozna¢ime 7. Nasim cilem je takové rozsiteni F', aby v rozsite-
ném modulu bylo definovano skalarni nasobeni prvky 7'. Nase konstrukce bude
specialnim pripadem konstrukce torzniho souc¢inu T'® F'. Provedeme ji explicitné,
nebot na této tirovni se znalost obecného torzniho soucinu nepredpoklada.

Nosicem T'® F' je faktorizace T'x F' ekvivalenci ~, kterou definujeme vztahem

(r1/s1,u1) ~ (r2/s2,u2) < 152Ut = ras1us.

K ovéfeni korektnosti definice ~ pfedpoklddejme r1/s1 = r} /s, tj. r1s}) =
r181. Z T182u1 = r281U2 plyne r1sir]sauy = 81728 U2, odkud 7] sou; = rosius
dle lemmatu 1.4.5.

Relace ~ je zjevné reflexivni a symetricka. Pokud (r1/s1,u1) ~ (r2/sz2, uz) ~
(r3/s3,u3), tak mame 7183u1 = rosjus a roSzug = ryssuz, odkud sariszu; =
§3T1S2U1 = S3T281U2 = S§1T283U2 = S1T3S2U3 = S251T3U3, takze r183U1 = S1T3U3
dle lemmatu 1.4.5, a tedy (r1/s1,u1) ~ (r3/83,u3).

Blok ~ obsahujici prvek (A\,u) € T x F oznadime A ® u.

1.4.6 Lemma. Pro kaZdér € R a kazdé (A\,u) € T X F plati (r\)@u = A®(ru).
Kazdé \ @ u je rovno néjakému (1/s) @ v, kde s € R je nenulové. Pro nenulovd
s,8 € Rav,v' € F je(l/s)@v=(1/s") @' prdvé kdyz s'v = sv'. Koneéné
A®u=0®0 pravé kdyz A =0 nebo u = 0.

Diikaz. At X\ = s/t. Pak (rs/t,u) ~ (s/t,ru), takze (rA\) @ u = A® (ru). Zbytek
se dokaze podobné snadno. O

Na T'® F' definujme operaci s¢itani tak, ze
(1/s)@u+ (1/s)@v=(1/5)® (u+wv).

Z lemmatu 1.4.6 plyne, ze jde o korektné definovanou operaci. Ta je zjevné
asociativni, 0® 0 = (1/s) ® 0 je jeji neutralni prvek a (1/s) ® (—u) je opac¢nym
prvkem prvku (1/s) ® u. Jde tedy o Abelovu grupu. Pfitom pro libovolna u, v €
F a )k eT plati

ARu+ARv=AQ (u+v)alQu+rkRu=A+kK)u.

Prvy vztah je o¢ividny. Pro druhy vyjadiime X jako r/s a k jako r'/s’. Mame
(A@u)+(r@u) = (1/(ss"))@(rs'u) + (1/(ss"))@(r"su) = (1/(ss"))@(rs +r's)u =
(rs' +1r's)/(ss) @u=(A+ k) ®@u.

Na T'® F' definujeme rovnéz skaldrni nasobeni, a to vztahem

KA ®u) = (kA) ® u.
Korektnost definice je opét ocividna. Jisté 1A @ u) = A Q@ u, (k + K)(A ®
u) = KA ®u) + KA ®u), k(k'(A®u)) = (kr')(A ® u), takze zbyva oveétit

EAQu+ N ou') = (k) @u+ (kN) ®u'. To oviem také necini potize, a proto
je T ® F modulem nad T, tedy vektorovym prostorem nad 7.
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Tento vektorovy prostor je samoziejmé rovnéz R-modulem. Mame r(1®u) =
l®ru)a(lou+(1®v) =1® (u+ v), takZe zobrazeni u — 1 ® u je
homomorfismem R-moduld. V jeho jadru lezi pouze uw = 0, a proto muzeme
prvky u a 1®wu ztotoznovat. Volny R-modul F je tedy podmodulem vektorového
prostoru T'® F'.

Je-li x;, i € I, néjakd volnd baze F, tak kazdé A@u =A1®u) € T ® F lze
vyjadiit jako A(1 @ > rix;) = AO_rm(l®a;)) =Y. Ari(1 ® z;), takZe mnozina
{1 ® a;; i € I} vektorovy prostor T'® F generuje. Abychom dokazali, Ze jde o
bézi, staci ovérit, ze z Y A\ (1 ® ;) = 0 plyne nulovost vSech A;, i € I. Najdéme
s € R, s # 0, takové, ze vSechna \; lze vyjadrit jako r;/s, kde r; € R. Potom
SA(lez) =(1/s)® (> rz;) =0, odkud r; = 0 pro véechna i € I, a tedy i
A; = 0 pro vSechna ¢ € I.

Dimenze vektorového prostoru T'® F' je tedy rovna mohutnosti volné baze F'.
Protoze dimenze vektorového prostoru je urcena jednoznacné, mizeme vyslovit

1.4.7 Tvrzeni. A{ F je volny modul nad oborem integrity R. Pak vSechny vol-
né bdze F maji stejnou mohutnost. Ta je rovna dimenzi vektorového prostoru
T® F, kde T znaci podilové téleso oboru R.

Této mohutnosti se ¥ikd hodnost (rank) volného modulu.
Pozdéji vyuzijeme nésledujici pozorovani.

1.4.8 Lemma. At M je podmodul volného R-modulu, kde R je obor integrity
s podilovym télesem T. Pak T @ M = {A®@u; A € T a u € M} je vektorovy
podprostor T ® F'.

Dikaz. Zjevné pro kazdd x,y € T ® M lze nalézt s € R a u,v € M tak, Ze
x=(1/s)@uay=(1/s) ®v. Z toho plyne, ze T ® M je uzavieno na s¢itani.
Uzavfenost na skalarni nasobeni je zfejma. O

Zvlastni pozornost budeme vénovat volnym modulim konecné hodnosti nad
obory hlavnich ideala.
Af R je obor hlavnich idealti a at F' je volny modul nad R koneéné hodnosti

n > 1. Pro volné béze e1,...,e, ae},..., e, apro prvek a € F uvazme idedly

1 n)

(ri,...,rn) =(8) a (ry,...,r) = (), kde a = > rie; =Y riel.

Podobné jako v linedrni algebre sestrojme ¢tvercové matice M a M’ fadu
n nad R tak, aby (e1,...,e,)M = (e],...,el) a (e],...,el )M = (e1,...,en).
Pak je t67 (r1,...,rn)M = (r],...,70) a (r},...,70 )M’ = (r1,...,7). Z toho
plyne, zZe s, jez déli kazdé r;, déli kazdé r}, takze s déli s’. Podobné s déli s, a
proto méme (s) = (s’). Dokézali jsme, ze pro dany prvek a € F, a = > r;e;,
ideal (ry,...,7,) nezavisi na volbé baze ey, ..., e,. Tento idedl se nazyva obsah

(content) prvku a. Budeme ho znaéit C(a).

1.4.9 Tvrzeni. A{ F je volny modul nad oborem hlavnich idedli R a af a € F
je nenulovy, C(a) = (s). Pak existuje volnd bdze ey, ..., e, takovd, Ze a = se;.
Specidlné lze kazZdy nenulovy prvek F vyjddrit jako skaldrni ndsobek prvku, ktery
patri do néjaké volné bdze.
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Dikaz. Pripad n = 1 je jasny a ddle budeme postupovat indukci. At a = > rje;,
1 <i < n. Je-li nékterd z hodnot r; nulova, lze jisté pouzit indukéni predpoklad.
Budte vSechny nenulové. Uvazme b = a — r1e1 = ) .-, 7ie;. Podle indukéniho
piedpokladu existuje f € Y.., Re;, jez padne do nékteré z téch volnych bézi
F, jez soucasné obsahuji e1, a spliiuje b = tf, kde (t) = C(b). Polozme r =11 a
e = e1. Madme r = us a t = vs, pfi¢emz z (s) = (r,t) plyne existence z,y € R
takovych, ze s = ar + yt. Odsud zu + yv = 1. Matice (! ~¥) mé determinant
rovny 1 a je voditkem pro konstrukci volné béze s prvky ¢ = ue +vf a f/ =
—ye+xf. Méme se’ =re+tf =a,e=xe’ —vf' a f=ye +uf. O

1.4.10 Tvrzeni. At M je podmodul volného R-modulu F, ktery je konecné
hodnosti n. At R je oborem hlavnich idedli. Mezi viemi idedly C(a), a € M,
ezistuje nejuétsi.

Dikaz. Vyberme ¢ € M takové, Ze mezi uvazovanymi ideély je C(c) maximélni.
To moZné je, nebot R je noetherovsky okruh, takze M je noetherovsky modul. At
€1,...,en je takova volnd baze M, ze ¢ = seq, kde C(c) = (s) (viz tvrzeni 1.4.9).
Ukézeme, ze pro kazdé b = > r;e; z M je C(b) = (r1,...,7mn) C C(c). Ovéfeni
této inkluze ma dva kroky — v prvém ovéfime, ze 71 € (s) a v druhém, ze kazdé
r;, i > 2, padne to (s).

Af (t) = (r1,s) aat t = ari4ys. Pak ab+yc = te1 +(D ;55 xrie;) € M, odkud
C(e) = (s) C (t) C C(xb + yc). To dava (s) = (t) a rq € (s), diky maximalité
(s) = C(c). Je tedy 1 = sz pro néjaké z € R, takze seq + (D ,5,7i€;) =
b+ (1 — 2)sey lezi v M. Z maximality (s) a vztahu (s) € C(b + (1 — 2)se;)
dostéavame rovnost (s) = C(b+ (1 — z)sey), takze kazdé r;, i > 2, déli s. O

V dalsi kapitole ukézeme, jak lze tvrzeni 1.4.9 pouzit pro charakterizaci ko-
necné generovanych modult nad obory hlavnich ideald. Tuto kapitolu zakonéime
jednou vyznamnou obecnou vlastnosti volnych moduld.

1.4.11 Tvrzeni. Af R je komutativni okruh a N at je podmodul modulu M.
Pokud je M/N volng modul, lze nalézt podmodul F = M/N modulu M takovy,
Ze M =F&N.

Diikaz. Uvazme B C M takové, ze {b + N; b € B} je volnou béazi modulu
M/N. Ozna¢me p homomorfismus M/N — M takovy, ze u(b+ N) = b pro
kazdé b € B. Vztah u(> rpy(b+ N)) € N lze téz zapsat jako Y ryb € N nebo
jako > ry(b+ N) = N. OvSem N = 0,7/n, takze z posledniho vyjadieni plyne
ry, = 0 pro kazdé b € B, nebot modul M/N je volny. Dokdzali jsme jednak
Im(u) NN = 0, jednak Kerp = 0. Modul Im(u) je tedy volny a vzhledem k
tomu, ze B, jez v Im(u) lezi, spolu s N generuje M, miizeme polozit F' = Im(u).
O
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1.6 Konecné generované moduly obora hlavnich
ideald

1.5.1 Lemma. Konecné generované moduly nad noetherovskymi okruhy jsou
noetherovske.

Dikaz. Konecéné generované moduly jsou obrazy kone¢né generovanych volnych
modulfi. Je-li R noetherovsky okruh, tak volny modul R*, k > 1, mé& podmodul
izomorfni RF~1 a ptislusny faktormodul je izomorfni R. Postupujeme-li indukei,
miizeme piedpokladat, ze R¥~! je noetherovsky, a tim padem je noetherovsky i
RF (viz lemma 1.1.6). Homomorfni obrazy noetherovskych modult jsou noethe-
rovské. (]

Af R je komutativni okruh a M modul nad R. Modul M nazveme cyklicky
prave kdyz existuje a € M takové, ze M = Ra. Zobrazeni R — M, r — ra, je
pak surjektivnim homomorfismem moduli a jeho jadro je néjaky ideal, feknéme
I. Kazdy cyklicky modul je proto izomorfni R/I, pro n&jaky idedl I, a kazdy
modul takového tvaru je cyklicky.

Homomorfismus R — M, r — ra, lze zkonstruovat pro kazdé a € M, bez
ohledu na to, zda je M cyklicky nebo ne. Jadro tohoto homomorfismu je ideél
{r € R; ra = 0}, ktery budeme znaéit Ann(a). Obecné pro B C M je anihildtor
Anng(B) = Ann(B) definovan jako {r € R; rb = 0 pro kazdé b € B}, a je to
vzdy ideal.

Proa,be M ar,s € Rzra=0asb=0 plyne rs(a +b) = 0. Je-li R obor
integrity, tak z r # 0 a s # 0 plyne rs # 0. Odsud vidime, Ze

7(M) ={a € M; Anng(a) # 0}

je v pripadé obort integrity podmodulem M. Tomuto podmodulu se #iké torzni
¢ast. Modul M se nazyva torzni pravé kdyz je roven své torzni ¢asti. Naopak
M nazveme beztorzni pokud 7(M) = 0.

1.5.2 Lemma. At je M modul nad oborem integrity R a af 7(M) je jeho torzni
édst. Potom je modul M /T(M) beztorzni.

Diikaz. Uvazme a € M a nenulové r € R takové, ze r(a + 7(M)) C 7(M). To

znamend ra € 7(M), takZe existuje nenulové s € R, jeZ spliiuje s(ra) = 0. Tudiz
sr € Ann(a), takze a € 7(M). O

Pro idedl I komutativniho okruhu R a pro R-modul M je {a € M; ra = 0 pro
kazdé r € I} jisté podmodul M. Oznacime-li tento N1 a oznacime-li N;, j > 0,
analogicky definovany podmodul vzhledem k idedlu I7, bude Ny C Ny C .. ..
Modul N = [J(N;; j > 0) oznac¢ime 77(M). Je tedy

(M) = {a € M; existuje j > 1, ze ra = 0 pro kazdé r € I'}.

Idedly 77(M) jsme definovali pro obecny komutativni okruh R, zde je vSak
budeme pouzivat pouze v pfipadé, kdy R je obor integrity a I jeho vlastni ideél.
Pak jisté 77 (M) C 7(M).
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1.5.3 Tvrzeni. A{ R je obor hlavnich idedli a af P je mnoZina viech jeho
prvoidedli. Pak pro kazdy torzni R-modul M plati

M:@(TP(M); Pe?).

Dikaz. Uvazme u € M nenulové. Pak Ann(u) = (r) pro né&jaké r = pi* ... p*,
k > 1, kde p; jsou prvoéinitelé a ¢; > 1, 1 < i < k. Polozme s; = r/p{’,
1 < i < k. Jelikoz sq,..., s jsou nesoudélnd, mame 1 = Y z;s; pro néjaké
v € Ry 1<i<k Tudizu=1 -u=7) xsu. Oviem x;5;u € 7(,,)(M), nebot
Pt (xi8;u) = z;ru = 0. Dokazali jsme, ze moduly 7,(M) generuji M.

Af p je prvocinitel a at w € M lezi v priniku modulu 7, (M) a modulu
S(rp(M); P € P\ (p)). Pak existuje nenulové r € R, které je nesoudélné s p a
spliiuje ru = 0. Soucasné je p°u = 0 pro néjaké ¢ > 1. Protoze existuji x,y € R
takové, ze xp® + yr = 1, mame u = (zp°® + yr)u = 0. Uvazovany prunik je tudiz
nulovy. O

1.5.4 Tvrzeni. A{ R je obor hlavnich idedli a at M je konecné generovany
beztorzni modul nad R. Potom je M wvolny modul.

Dikaz.  Uvazme néjaky surjektivni homomorfismus ¢ : F — M, kde F je
volny modul nad R hodnosti n. Pfedpokladejme, Ze n je nejmensi mozné. Je-li
Ker(p) = 0, tak FF = M a M je volny. Predpokladejme Ker(yp) # 0. Podle

tvrzeni 1.4.9 existuje volna baze ey, ..., e, modulu F' a nenulové r € R takové,
ze re; € Ker(p). To znamend ¢(re1) = ro(e1) = 0, odkud ¢(eq) = 0, nebot R
je beztorzni. Pak ovéem @(es), ..., ¢(e,) generuji M a n neni nejmensi mozné.
|

Jako dtsledek jdouci mimo hlavni smér tohoto oddilu zminme

1.5.5 Dusledek. At R je obor hlavnich idedli a af M je podmodul volného
R-modulu F' konecné hodnosti n. Potom je M wvolny R—-modul hodnosti < n.

Dikaz. Modul F' je noetherovsky, podle lemmat 1.1.4 a 1.5.1, a proto je no-
etherovsky i modul M, podle lemma I.1.6. To znamend, ze modul M je konecné
generovany, a tedy volny, podle tvrzeni 1.5.4. Omezeni jeho hodnosti vyplyva z
lemma 1.4.8 a tvrzeni 1.4.7 (]

1.5.6 Dusledek. At R je obor hlavnich idedli a af M je konecné generovany
modul nad R. Potom ezistuje volny modul F' takovy, Ze M = F & T(M).

Diikaz. Lze spojit lemma 1.5.1, lemma 1.5.2, tvrzeni 1.5.4 a tvrzeni 1.4.11. O

Podle dusledku 1.5.6 a tvrzeni 1.5.3 proto pro charakterizaci kone¢né gene-
rovanych R-moduli, kde R je obor hlavnich idealt, potfebujeme znat strukturu
kone¢né generovanych podmodultt 7p(M), kde P je prvoidedl. Diive nez za-
¢neme Tesit tento tkol, u¢inime malé obecné pozorovani.

Je-li I takovy ideal okruhu R, Ze pro dany R-modul M plati IM = 0 (tedy
I C Ann(M)), lze M chapat také jako R/I-modul, kde (r + I)a = ra pro
vSechna r € R, a € M. Je-li R komutativni a I maximéalni, dostaneme tak
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na M strukturu vektorového prostoru. V oboru hlavnich idedlt jsou prvoidealy
maximalni, takze z PM = 0 vyplyva M = @(M;; ¢ € I), kde M; = R/P
jsou jednodimenzionélni podprostory M chapaného jako vektorovy prostor nad
R/ P, které jsou odvozeny z né&jaké béze tohoto vektorového prostoru.

Méjme tedy R obor hlavnich idealt a at P je prvoidedl R. Uvazme prvocinitel
p takovy, ze P = (p). Na chvili budeme p-modulem nazyvat kazdy R-modul M
takovy, Ze 7(,)(M) = M. Jinymi slovy, M je p-modul pravé kdyz pro kazdé
u € M existuje ¢ > 1 takové, ze p'u = 0. Nejmensi takové i se nazyva vyskou
(nebo p-vyskou) prvku w. Prvky vysky < i zjevné tvoii podmodul M. Je-li
M generovan prvky gi,...,9, a k je nejvyssi z vysek téchto prvka, ma kazdy
prvek M vysku nejvyse k (¢ili plati p*u = 0 pro kazdé v € M). Prvkem vysky
0 je pouze nulovy prvek M. Prvky vysky < 1 tvoii podmodul, kterému se
fikd dolnd vrstva (sokl). Dolni vrstvu miizeme chépat jako vektorovy prostor
nad télesem R/(p). Znadi se Soc(M). (Obecné je Soc(M) podmodul generovany
vSemi jednoduchymi podmoduly. Modul je jednoduchy, nema-li vlastni nenulové
podmoduly.)

1.5.7 Lemma. Pro p-modul M a v € M plati uR = ruR kdykoliv r € R nent
délitelné p. V takovém pripadé maji u i ru stejné p-vysky.

Diikaz.  Af u mé vysku k. Existuji 2,y € R takova, ze ap® + yr = 1. To zna-
mend, Ze ruR O yruR = (1 — xp¥)uR, coz se shoduje s uR, nebot zpFur = 0
pro kazdé r € R. Jisté plati i uR D ruR, takze uR = ruR, a tudiz u = s(ru)
pro néjaké s € R. To, ze u a ru maji stejné vysky, je nyni jiz zfejmé. O

1.5.8 Lemma. KaZdy konecné generovany p-modul lze vyjadrit jako direktni
sumu cyklickych moduli w1 R & --- & ueR, kde pro kazdé j, 1 < j < t, existuje
m =m; > 1 takové, Ze u;R = R/(p™).

Dikaz. Af M; znac¢i podmodul M tvofeny prvky vysky < i. Bud k nejmensi
takové, ze My, = M. Je-li k = 0, je M nulovy modul, je-li k = 1, je M roven své
dolni vrstvé My = Soc(M). Piipad k > 1 dokézeme indukci dle k.

Modul M/Mj; je kone¢né generovany a kazdy jeho prvek je vysky < k — 1.
Podle indukéniho predpokladu existuji uq,...,uy € M takova, ze M/M; =
@D (u; + M1)R, kde u; + My ma v M/M; vyskun;, 1 <n; <k—1.Zp" (u; +
My) = M;j plyne p"itlu; = 0, takze vidime, Ze u; ma v M vysku n; + 1,
1< <.

Uvazme podmodul N modulu M, ktery je generovan prvky ui,...,uy. K
tomu, abychom dokézali N = @ u,;R, je tieba ovéfit, ze ze ) r;u; = 0 plyne
rup = - = rpup = 0. Af r; = plix;, kde p nedéli z;, a at > rju; = 0.
Potom er(uj + Ml) = M, takze Tl(ul + Ml) = ... = Tt/(ut/ + Ml) = M;.
To znamend h; > n; > 1 pro kazdé j, 1 < j < t' (Cinitel x; na vysku u; + M
v R/M; vliv nem4, podle lemmatu 1.5.7 a p;»l"fluj ¢ M; diky volbé n;).

Prokazdé j jen; > 1, aprotoihjgel. Vztah ) rju; = 0lze tudiz zapsat jako
P (P~ g )uy) = 0, takae Yo (p" g )uy € Myado(pli~ ) (uy+My) = M.
Odsud p" =tz (ug +Mq) = -« = (p" ~Lay ) (up + M) = My, atedy hj—1 > n;
pro kazdé j, 1 < j < t'. Proto h; > n; +1 arju; = phizju; = 0.
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At Ny je néjaky doplnék NNM; = Ny v M;. Takovy doplnék existuje, nebot
M 1ze chapat jako vektorovy prostor nad R/(p). Pak NN Ny = NNNoNM; =
NlﬂNO:0aN—|—N0:N+N1+N0:N+M1 ZM TudiiN:Nl@No,a
zbytek je jiz jasny. O

Nyni vyslovime snadné obecné lemma.

1.5.9 Lemma. Budte M = @(M;; i € I) modul a N = @(N;; ¢ € I) takovy
jeho podmodul, Ze N; C M; pro kazdé i € I. Potom M/N = @(M;/N;; i€ I).

Dikaz.  Vyjdeme od homomorfismu ¢ : M — @(M;/N;), o(us; i € I) =
(u;+ Ny i € I). Jeho jadro jsou vSechny prvky (u;) takové, Ze u; € N; pro kazdé
i € I. To znamen4, ze Ker(p) = N, a zbytek plyne z 1. véty o izomorfismu. O

I1.5.10 Lemma. At M = N1 & --- & N, = N{ & --- ® N/, jsou dvé vyjdd-
rent konecné generovaného p-modulu M jako direkini sumy cyklickych moduli.
Predpokladejme N; = R/(p™i), 1 < j <t, a N} = R/(pm;‘), 1< <¥, addle
atmy >mg>--->my>1am)y>mh>...m;>1. Potomt=1t amj:m;-,
1<j<t.

Diikaz. Budeme postupovat obdobné jako v dikazu lemmatu 1.5.8, ale z opac-
ného konce. Dolni vrstva Soc(M) je ziejmé rovna direktni sumé Soc(N1)® - - - @
Soc(Ny). Odsud ¢ = ¢/, nebot jde o dimenzi R/(p)-modulu Soc(M). Podle lem-
matu 1.5.9 je M/Soc(M) = N/Soc(N1) @ --- & N/Soc(N;). Cyklicky modul
N/Soc(N) je generovan prvky vysky m; — 1, takze lemma snadno plyne indukei
dle maxima m;, 1 <j <t. [l

Spojenim tvrzeni 1.5.3, disledku 1.5.6, lemmatu 1.5.8 a lemmatu 1.5.10 do-
stavame hlavni tvrzeni této kapitoly.

1.5.11 Véta. At M je konecné generovany modul nad oborem hlavnich idedli
R. Pak existuji po dvou ruzné prvoidedly P; a moduly M;, 1 <i < m, Ze

M=M®&- - -&M,®F,
kde F' je volny modul hodnosti hg > 0 a pro kazdé i, 1 < i < m, je
M;=Nijp® - ® Ny, hi 21,
kde Ni;, 1 < j < hj, je cyklicky modul izomorfni R/Pf”, pricems
tin > tio > - > tip, > 1.

Cisla m, ho,hi,...,hm a tij, 1 <i<mal<j< hy, jsou urcena jedno-
2Znacne.

1.6 Podmoduly volnych moduld v oborech hlavnich
ideald

Uvedme nejprve nésledujici jednoduché lemma
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1.6.1 Lemma. At M je modul nad okruhem R. Budte N, U a 'V jeho podmoduly
takové, 226 U CV, UNN=VNN a(U+ N)/N=(V+N)/N. PakU =V.

Dikaz. Pro kazdé v € V exitujen € N, zev+n =u € U C V. Tudiz
n=u—v€eEUNN=VNN,takzev=u—neV. O

Prvnim cilem oddilu je popsat podmoduly volného modulu F' koneéné hod-
nosti n nad oborem hlavnich idealt R. Takovy podmodul je beztorzni a kone¢né
generovany, podle lemmatu 1.5.1, a proto je téz volny, podle tvrzeni 1.5.4. Popis
vSech takovych podmoduld, ktery podame, bude ovSem jeho volnost impliko-
vat primo, nezavisle na vysledcich oddilu I.5. Dokazeme totiz, ze v F' 1ze nalézt

volnou bazi ey, ..., e, aprvky r1,...,r, € R takové, ze dany podmodul je gene-
rovan riey, ..., nén. Nenulové prvky z tohoto seznamu ziejmé tvoii volnou bazi
podmodulu. P¥itom uvidime, Ze 71, ..., r, lze volit tak, aby r1|ra, ..., rn_1|7n.

Dtikaz se bude opirat o tvrzeni 1.4.9 a 1.4.10.

1.6.2 Véta. At R je obor hlavnich idedli, F volny R-modul konecné hodnosti
n a M C F. Pak existuji jednoznacné urcen€ idedly Iy O I3 O --- D I, okruhu
R takové, Ze po nekterou volnou bdzi ey, ..., e, modulu F plati

M:Ilel +"'+Inen-

Dikaz.  Zvolme ey a I tak, ze I; je nejvétsi ze vSech ideald C(a), a € M,
a ze ey C M, kde C(e;) = R. Takova volba je podle tvrzeni 1.4.10 a 1.4.9
moznd (pfipomenme, ze vztah C(e1) = R je podle tvrzeni 1.4.10 ekvivalentni
predpokladu, Ze e; je prvek néjaké volné béze.) Je-li n = 1, je kazdé b € F tvaru
rey, pficemz z b € M plyne r € C(b) C I, takze Irey = M. Pro n = 1 tedy
hledany rozklad existuje; dale budeme postupovat indukci.

Uvazme modul F' = F/Re; a jeho podmodul M’ = (M + Rey)/Res.
Podle indukéniho predpokladu existuji idedly I O --- O I, okruhu R a prvky
€2,...,en € F takové, 7ze ey = es + Rey, ..., €, = e, + Re; je volnd baze
modulu F' a M' = Iyel, +--- + I,el,. Jsouli r; € R, 2 < i < n, takova, ze
Y isoTi€i € Rey, jerg =--- =1, =0, nebot €5,..., e, je volna baze F’.

Vidime, Ze e1,...,e, je volnd baze F. UvaZzme nyni n&jaké j, 2 < j < n,
aat I; = (r) a Iy = (s). Protoze re; + Reqx € M’', musi existovat f € Re; Ze
re; + f € M. Ovsem z C(re; + f) C I vyplyva existence z,y € R takovych, ze
r=xsa f=uyse. Jetedy I; CI; are; € M.

Vidime, ze je I1 2 I D ... I, aze U = > Ije; C M. Jisté U N Re; =
M N Rey = I1e1 a (U—I— Rel)/Rel =M = (M+ Rel)/Rel. Proto U = M, dle
lemmatu 1.6.1. Existence pozadovaného vyjadieni M je dokazana.

Jednoznacnost vyzaduje nasledujici tivahu. Af & < n je nejvétsi takové, Ze
I, = 1. Pak {a € M; C(a) = I} zjevné lezi v I1(Re1+- - -+ Rey), a navic tento
podmodul generuje. Ideal I; je od M odvozen jednozna¢nym zptisobem, takze
je jednozna¢né urcéen i podmodul My = I1(Rey + - -+ Rey) = Ler + - - -+ L1ey.
Tento podmodul je volny (napiiklad proto, Ze idedl I je hlavni) a k je jeho
hodnost (ta je uréena jednozna¢né podle tvrzeni 1.4.7). Soucasné F; = Re; +
.-+ + Rey, je rovno {a € F; Iya € M1 }.
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Je-li tedy M = Iie} + --- + I e}, konkurenéni vyjiddfeni modulu M, bude
L=I=-=1I,M = Leée +...It¢;, a i = Rej +---+ Re}. Modul
(M + F1)/Fy je podmodulem volného modulu F/Fy, ktery mé volné baze jak
ert1 + I, ... en + Fy, tak e 4 F1,... e, + Fy. Pritom (M + Fy)/Fy lze
vyjadrit jako

Tepr(err + F1) + -+ In(en + Fi) = Iy (€hgr + F1) £ 4 I (ep + F),
takze z indukéniho predpokladu dostdvame I; = I7 pro kazdé j, k <j <n. O

Vsechny idedly I; jsou hlavni, at napiiklad I; = r;R. Pak lze kazdy prvek
M zapsat jako ) a;rje;, kde a; € R je urCeno jednoznac¢né kdykoliv r; # 0.
Proto z véty 1.6.2 okamzité vyplyva jiz dfive naznacené charakterizace volnych
podmoduli:

1.6.3 Dusledek. At R je obor hlavnich idedli, at F je volny modul nad R,
ktery md konecnou hodnost n, a at M je jeho podmodul. Pak lze nalézt volnou

bdzi e1,...,en, modulu F a prvky r1,...,m, € R takové, Ze ri|ra, ..., rp_1|rn
a M = > Rrie;. AL k je nejuyssi takové, Ze v, # 0, kde 0 < k < n. Pak
riei,...,rgeg tvort volnou bdzi modulu M.

Pripomenme jesté jedno jednoduché lemma obecné povahy.

1.6.4 Lemma. At M = @, ; M; je modul nad okruhem R, s podmodulem
N =@,c; Ni, kde N; € M; pro véechna i € 1. Pak (m;; i € I)+ N +— (m; + N;
i € I) urcuje izomorfismus M/N = @, ; M;/N;.

Dikaz. Vyjdéme z izomorfismu (m;;i € I) — (m; + N; i € I). Jeho jadro je
rovno N, takze lemma plyne z 1. véty o izomorfismu. (|

1.6.5 Dusledek. A¢ M je koneéné generovany R-modul, kde R je obor hlavnich
idedli. Pak existuji vlastni idedly Iy O I 2 --- D I, D 0 takové, Ze M =
R/ & - @ R/I,.

Diikaz. Modul M je obrazem volného modulu F' kone¢né hodnosti n. Zvolme
n minimalni mozné a pro néjaky surjektivni homorfismus ¢ : F — M najdéme
idedly I; D I,, a volnou bazi eq, ..., e, tak, ze Kerp = )" I;e;. Jejich existence
plyne z véty 1.6.2. Je-li I; = R, je M = (> _,~, Rej), coz je ve sporu s volbou
n. Proto je I; idedl vlastni a podle 1. véty o izomorfismu a podle lemmatu 1.6.4
méame M = F/Kerp = @ R/I;. O

Je nasnadé ocekavat, ze modul M urcéuje posloupnost 1 2 Is O --- D I,
jednoznacné. Tak tomu skutecné je. Diikaz neni obtizny, ale vyzaduje zavedeni
nékolika mala pfedbéznych pojmid. Bylo by také mozné jednoznac¢nost idedlt
odvodit z véty 1.5.11. Dame vSak pfednost piimému dikazu.

Je-li M modul nad komutativnim okruhem R a J je idedl R, je

JM ={au; a€ Jaue M}
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jisté podmodul M. Pokud M = @(M;; i € I), tak ziejmé JM = @P(JM;;
iel).

Zapiseme-li vztah x = yz~! (platny napifklad v n&jakém komutativnim té&-
lese) jako x = y : 2z, mdme x = y : 2 & xz = y. Rozsifenim tohoto vztahu na
podmnoziny A a B modulu M nad komutativnim okruhem R dostaneme tuto
definici:

(A:B)={reR; rBC A}.

Zde nas bude zajimat situace, kdy modul M je roven R. Pfipomenme, ze pod-
moduly R se shoduji s idedly R.

1.6.6 Lemma. A7 R je komutativni okruh s idedly I o J. Pak (I : J) je idedl,
ktery obsahuge I. Pritom (I : J) = R prdvé kdyz J C I. Ddle plati (I : J) = (I :
[+J), aje-li J hlavnd idedl, tak t€2 J(R/I) = R/(I : J).

Dikaz. Ovérit, ze (I : J) je idedl, je snadné. Pro a € I je jisté aJ C I, takze
(I:J) D 1I. Rovnost (I :J)= R nastava pravé kdyz 1 € (I : J), tedy J C I.
Proa € R je aJ C I pravé kdyz a(I + J) C I, aproto (I : J) = (I : I+ J).
Predpokladejme, ze J = uR. Homomorfismus R — J(R/I), r — ur + I, ma
jadro tvoreno vSemi r € R, ze ru € I. To jsou ovSem praveé ta r € R, jez spliuji
rdJ C 1. U

1.6.7 Lemma. At I je nenulovy idedl oboru hlavnich idedli R. Pro kaZdyj idedl
J2OIplati I =J(I:J). Proidedly Jy 21 aJy 21 mdme (I :J1) =(1:J3)
prave kdyz J, = Ja.

Dikaz. At J =bR al =aR.Z bR D aR plyne existence ¢ € R, Zze a = be.
Jisté ar = (bR)(cR), pfiGemz cR C (I : J). Je-li naopak u € (I : J), musi byt
ub = ar pro n&jaké r € R, odkud ub = ber a u = cr, takze cR = (I : J).

Je-li J = bpR, kde a = by, k € {1,2},tak J1 = o & c;R=cR < (I:
Jl) = (I : Jg) O

1.6.8 V&ta. Bud M konecné generovany modul nad oborem hlavnich idedli R.
Pak ezistuji jednoznacné urcen€ vlastni idedly Iy 2 Iy O --- D I, D 0 takové, Ze
M~=R/IL&---®R/I,.

Dikaz. Existence plyne z dtsledku 1.6.5. At jestée M < R/J1®---® R/ J,,, kde
J1 D J2 D D Jy 20 jsou také vlastni idedly R. Budeme postupovat indukci
dle n + m. Pfipady n = 0 ¢ m = 0 netfeba uvazovat, nebot oba nastanou
pravé kdyz M je nulovy modul. Jelikoz Ann(R/I) = I, je R/I = R/J prévé
kdyz I = J (to samoziejmé plati pro kazdy okruh). Mtizeme tedy predpoklddat
m >nam > 2. Polozme I = J; a J = J;. Podle lemmatu 1.6.6 je

IM=R/(I,: )& &R/(I,: ) a
IM=R/(J1i: )& - ®R/(Jm:I).
Protoze (I; : I) = R, mame dva rozklady modulu I M, které dohromady maji

méné nez n + m nenulovych komponent. (Pfitom ztejmé (I; : I) 2 ... D (I, : I)
a(J1:I) 2D+ D (Jy:I).) Lze na né tudiz vztdhnout indukéni pfedpoklad,
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takze I M musi mit méné nez m nenulovych komponent. To podle lemmatu 1.6.6
znamend I C J; = J. Vidime, Ze J je nejvétsi ze vSech idedld I, 1 <r < mn, a
Js, 1 < s < m. Zvolme P O J maximalni ideal. Pak

PM>2P/L&---®P/I,2P/Ji & & P/Jn.
Z lemmatu 1.6.4 mame
M/PM = (R/I)(P/1) @ -+ & (R/1,)/(P/1,) = (R/P)" = (R/P)".

Odsud n = m, nebot toto ¢islo je dimenzi vektorového prostoru M/PM nad
télesem (R/P).

Vime-li, zZe n = m, tak mizeme podobnou tvahou jako vyse analyzovat
modul JM, a dostaneme J C I. Je tedy I = J, takze Js C I pro kazdé s,
1 < s < m. Z vyse uvedenych vyjadieni I M tedy podle indukéniho pfedpokladu
plyne, ze I, = I pravé kdyz Ji, = I, pficemz nejvyssi takové k < n udava pocet
nulovych komponent v téchto vyjadfenich.

Déle podle indukéniho predpokladu (I, : I) = (J,. : I) pro kazdé r, k <r <
n, a tedy I, = J, dle lemmatu 1.6.7. O
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Il Zaklady Galoisovy teorie

1.1 Rekapitulace zakladnich poznatku

Télesem vzdy budeme rozumét téleso komutativni. Homomorfismus f:7 — R
télesa T' do netrivialniho okruhu R je vzdy injektivni. Specialné jsou proto injek-
tivni i veskeré endomorfismy télesa 1. Mezi nimi méa zvlastni postaveni Frobe-
nitv endomorfismus x — P, ktery je definovan v pripadé kladné charakteristiky
p>0.

Charakteristika p udava az na isomorfismus prvotéleso P, tedy nejmensi pod-
téleso télesa T'. Prvotéleso je isomorfni p-prvkovému télesu F,, v pripadé p > 0,
a télesu racionélnich ¢isel Q v piipadé p = 0. Jedingm endomorfismem prvotélesa
P je identita 1p (pfipad kladné charakteristiky je zfejmy, pro f € End(Q)
nejprve odvodime f(i) =i pro i € Z, odsud f(1/5) = 1/j pro j nenulové, a tedy
fGi/g) =1/3).

Vsechna podtélesa daného télesa T' tvori uzavérovy systém. Tento uzavérovy
systém muze obsahovat méné mnozin nez uzavérovy systém vsSech podokruhti
T. Je-li F' podtéleso a M podmnozina 7', budeme nejmensi podokruh obsahujici
F U M oznalovat F[M], zatimco nejmensi takové podtéleso ozna¢ime F(M).

Pro homomorfismus okruht f:R— S definujeme homomorfismus f,: R[z] —
Slx], ktery rozsifuje f tak, aby platilo f,(z) = z. P¥itom R[z] oznacuje okruh
polynomt v proménné z. Je-li R = T téleso, je tento okruh eukleidovskym
oborem integrity. Je-li f: RS isomorfismus okruht, je jim i f,:R[z]=S|x].

Jsou-li R C S komutativni okruhy a « je prvek S, tak j,:R[x]— .S oznaduje
dosazovaci homomorfismus. Pro f: R— S homomorfismus komutativnich okruhi
a a € R mame fjo = jt(q)fe- Z této rovnosti naptiklad vyplyva, Ze pokud «
je kofenem polynomu a (tedy j,(a) = 0), tak je f(«) koFenem polynomu f,(a).
Specialné vidime, ze isomorfismy f komutativnich okruhii zobrazuji mnozinu
kofentt a na mnozinu kofentt f;(a).

Jsou-li T' < U télesa, nazveme o € U algebraicky, pokud je o kofen néjakého
a € T[z]. VSechny polynomy, jeZ maji za kofen «, tvofi idedl v T'[x] a monicky
generator tohoto idealu se nazyva minimdlni polynom prvku o nad T'. Téleso U
1ze chéapat jako vektorovy prostor nad T, jeho dimenze dimp(U) se znadi [U : T
a mluvi se o stupni U nad T. Pro a € U algebraicky plati, ze je T(a) = T[a] a
ze [T () : T] se shoduje se stupném minimélniho polynomu (je-li tento roven k,
tvoif 1, a, ..., a*~! bazi U nad T). Pfitom a € U je algebraicky nad T prave
kdyz T'(«) je nad T koneéného stupné.

V pripadé viazenych téles T' < U se mluvi o U jako o rozsiteni T. Mame-li
T<U<V,je[V:UJU:T)=[V :T)], pfic¢emz bazi V nad T lze sestrojit jako
souciny ab, kde a probihd bazi V nad U, b probiha bazi U nad T. Rozsireni U
nad T se nazyva algebraicke, je-li kazdy prvek U algebraicky nad 7. Rozsifeni
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konec¢ného stupné je vzdy algebraické a pro mnozinu M prvkt z U, které jsou
algebraické nad T, plati T(M) = T[M]. Navic je T(M) nad T algebraické roz-
Sifeni, takze ma smysl mluvit o algebraickém uzdvéru T. Prvky U, které nejsou
nad T algebraické, se nazyvaji transcendentni. Téleso T je algebraicky uzavrené,
pokud nema vlastni algebraické rozsiteni. Rekneme-li, Ze U je algebraicky uzavér
T, minime tim, ze U je algebraicky uzaviené algebraické rozsiteni 7.

At T < U jsou télesa a at a € T[z]. Je-li U = T(«) pro néjaky kofen o
polynomu a, nazveme U kofenovym nadtélesem T. Je-li U = T(ay, . .., ak), kde
a1, ..., a € U jsou kofeny a, pfi¢emz a se v U[z] rozklad4 na linedrni ¢initele,
nazyva se U rozkladové nadtéleso T.

Je-li f:52=T isomorfismus téles, pficemz S < U a T < V jsou takova, ze
U= S(a), V=T(8), kde « je kofen ireducibilniho polynomu a € S[z] a § je
kofen f,(a) € T[z], tak existuje jediny isomorfismus g:U 2V, ktery rozsituje f
a zobrazi o na .

Uvedené tvrzeni o jednoznacnosti kofenovych nadtéles ireducibilnich poly-
nomu se ¢asto uvadi ve tvaru, kdy U a V jsou kofenova nadtélesa téhoz po-
lynomu a € T'[z], pficemZ se dokazuje existence T-isomorfismu U = V. Rozdil
je pouze v tom, zda se ztotoznéni S a T popisuje pomoci isomorfismu f, nebo
zda se predpoklada explicitni shoda obou téles. Pfechazeni mezi obéma zptsoby
vyjadfeni by na této trovni jiz nemélo ¢init potize. Pro jistotu zopakujme, ze
homomorfismus téles f:U — V se nazyva T-homomorfismus, pokud U i V jsou
roz$ifeni télesa T, pfidemz f(t) =t pro kazdé t € T.

7 jednoznacnosti kofenovych nadtéles snadno vyplyva i jednoznacnost roz-
kladovych nadtéles. To znamena, Ze pro kazda dvé rozkladova nadtélesa U a
V polynomu a € T'[z] existuje T-isomorfismus g:U = V. Toto tvrzeni se Gasto
dopliiuje pfipominkou, ze g prevadi kofeny v U na kofeny ve V, a to véetné
jejich Cetnosti. Stoji za to si uvédomit, ze tento dodatek p¥imo vyplyva z toho,
ze g.:U[z] =2 V[z] je isomorfismus, jenz je na T'[z] identitou (isomorfismy kopiruji
vztahy délitelnosti).

Je-li a € T'[z] ireducibilni polynom nad télesem T, je aT'[z] maximalni ideél
okruhu T'[z], takze T'[z]/aT[z] je téleso. Ptitom t — t + aT'[z] poskytuje ztotoz-
néni T s podtélesem takto zkonstruovaného télesa a x + aT'[z] je pak kofenem
polynomu a € T[z]. Tuto konstrukci lze provést opakovang, z éehoz vyplyva
existence rozkladovych nadtéles. Pokud soubézné provedeme konstrukci rozkla-
dového nadtélesa pro vSechna ireducibilni a € T'[z], ziskdme téleso algebraicky
uzaviené. Soubéznou konstrukci vSak nelze provést konstruktivné, takze ke kon-
strukci algebraicky uzavienych téles pouzivame Zornovo lemma. Jednoznacnost
(T-isomorfismus) dvou algebraickych uzévért télesa T' snadno vyjde ze spojeni
Zornova lemmatu a jednoznacnosti rozkladovych nadtéles.

Dilezité je, ze kazdy homomorfismus f:U — V', kde U a V jsou podtélesa
algebraicky uzavifeného télesa K (které je algebraické jak nad U, tak nad V),
lze rozsifit na automorfismus télesa K. Veskeré tvahy o T-homomorfismech
algebraickych rozsifeni télesa T lze proto konat uvniti néjakého algebraického
uzévéru K télesa T

Za znamou budeme rovnéz povazovat strukturu konec¢nych téles jakozto roz-
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kladovych téles polynomu 2P" — 2. Koneéné téleso Fadu p* budeme znadcit Fpe.
Multiplikativni struktura koneénych téles je dana skutecnosti, ze kazda konecna
podgrupa G multiplikativni grupy T télesa T je cyklicka.

Predpokladame také znalost struktury podilovych téles oborti integrity, zna-
lost derivace polynomu a a souvislost derivace s pfitomnosti vicenasobnych ko-
fent.

11.2 Stupen separability a separabilni rozsifeni

I1.2.1 Lemma. AT < U <V < K jsou algebraickd rozsitend téles, pricems K
je algebraicky uzaviené. At ¥ je mnozina viech U-homomorfismiV do K a ® je
mnoZzina vech T-homomorfismi U do K. Pro kazdé ¢ € ® uvazme prdvé jeden
T -automorfismus @ télesa K, ktery rozsituje . Potom {@y; o € ® a 1 € U}
je rovno mnozin€ vsech T-homomorfismi V do K. Jsou-li 1, p2 € ® a 1,
Yo €Y, tak z P11 = Patha plyne o1 = p2 a Y1 = Po.

Dikaz. At p:V — K je T-homomorfismus. Ozna¢me ¢ jeho zizeni na U— K.
Pak ¢ padne do ® a ¢y = ¢ 'p je U-homomorfismus V — K, tedy ¢ € V.
Z p191 = @212 plyne, ze pro kazdé u € U je p1(u) = o1(u) = g1¢h1(u) = ¢p2(u),
takze i o1 = pa a P = Ys. [l

Af T < U je algebraické rozsifeni téles a at K je n&jaky algebraicky uzaveér
U. Z univerzalnich vlastnosti algebraického uzavéru plyne, ze struktura 7T-homo-
morfismi U— K nezavisi na volbé K. Specialné na volbé K nezavisi mohutnost
(pocet) takovych T-homomorfismi. Tuto mohutnost nazyvidme stupen separa-
bility U nad T. Z lemmatu I1.2.1 okamzité plyne

I1.2.2 Diusledek. A{ T < U <V jsou algebraickd rozsireni téles. Stupern se-
parability V. nad T je roven soucinu stupné separability V nad U se stupném

separability U nad T'. (]

Je-i U =T(as,...,a1) a U < K, tak je kazdy T-homomorfismus f:U— K
uréen svymi hodnotami na ay, ..., aj. Jsou-li tyto prvky koreny néjakého poly-
nomu a € T[], tak jsou f(a1), ..., f(ax) rovnéz kofeny polynomu a. Z tohoto

faktu plyne fada dtsledkt. Je-li napfiklad U = T'(«), « algebraicky nad T, K
algebraicky uzavér U, a minimalni polynom «, je poc¢et T-homomorfismi U— K
omezen poctem kofend a v K. Nase ivahy vedou k

I1.2.3 Lemma. At T < U poskytuje rozsiteni konecného stupné a at s je jeho
stuperi separability. Potom je s < [U : T|. Je-li navic a € U takové, Ze jeho
minimdlni polynom a je stupnén a md v algebraickém uzdvéru pravé k korend,
tak plati s < [U : T)k/n.

Dikaz. Je-li U = T(0) pro né&jaké 3, tak je s < [U : T dle tvah vySe. Vztah
s < [U : T 1ze tudiz dokdzat indukei dle [U : T'] pomoci disledku I1.2.2. Stupeit
separability T'(«) nad T je roven k, takZze podle disledku I1.2.2 a prvé ¢éasti
tvrzeni mame s < k[U : T'(«)]. Proto sta¢i uvazit, ze [U : T| = [U : T'(o)][T(«x) :
T)a[T(a):T]=n. O
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Bud T téleso. Polynom a € T'[z] se nazyva separabilni, jestlize v algebraickém
uzévéru T nema vicenasobné kofeny. Je-li T' < U, tak se prvek a € U nazyva
separabilni, jestlize o je kofenem néjakého separabilniho polynomu a € T'[z] (coz
nastane pravé kdyZ minimdlni polynom « je separabilni). Rozsifeni U télesa T
se nazyva separabilni, je-li kazdy prvek a € U separabilni.

I1.2.4 Tvrzeni. AT < U je rozsireni téles konecného stupné. Pak je ekviva-
lentnt

(i) U="Tlay,...,ar pro ai,...,ar € U separabilni;
(i1) stupen separability U nad T je roven [U : T); a
(iii) U je separabilni rozsireni T

Dikaz. Pro U = T'(«) je stupeil separability roven po¢tu kofent m,,. Proto (ii)
plyne z (i) indukeci dle stupné [U : T']. Podobné (iii) plyne z (ii), nebot existence
neseparabilniho prvku stupen separability snizuje, dle lemmatu lemma II.2.3.
Implikace (iii) = (i) je trividlni. O

Adjunkci separabilniho prvku tedy vzdy dostaneme separabilni rozsifeni.
Indukci nahlédneme, ze adjunkci kone¢ného poctu separabilnich prvkia rovnéz
obdrzime separabilni rozsifeni. Pfipomenme si zndmy induktivni princip:

I1.2.5 Lemma. A¢jsouT < U télesa a ot U = T (M) pro néjaké M C U. Pak
pro kaZdé a € U existuje koneénd mnozina M, C M takovd, Ze o« € T(M,,). O

Nyni je jiz patrné, ze vSechny prvky a € U separabilni nad 7', kde T' C U,
tvoii podtéleso U. Rik4 se mu separabilni uzdvér T v U.

I1.2.6 Tvrzeni. At T < U <V jsou takovd télesa, Ze je U separabilni nad T
a 'V separabilni nad U. Potom je V separabilni nad T'.

Diikaz. Uvazme o € V a at M je mnozina koeficientti separabilniho polynomu
a € Ulx], jehoz kofenem je a. Polozme Uy = T(M) a Vi = Ui(a). Pak T <
Uy < V1 poskytuje rozsiteni konecéného stupné, pricemz separabilita V3 nad T
plyne z tvrzeni 11.2.4 a disledku I1.2.2. t

I1.2.7 Tvrzeni. At T je téleso a atf a € T[x] je ireducibilni polynom, ktery
nent separabilni. Potom je T kladné charakteristiky p > 0, néktery z koeficientd
a nelezi v obrazu Frobeniova endomorfismu a existuje b € T'[x] takové, Ze a(x) =
b(xP).

Dikaz. Polynom a neni separabilni, a proto mé spolecny kofen s polynomem
a’ € T[z]. Je-li ' # 0, je NSD(a,a’) vlastnim délitelem a, coz je ve sporu
s ireducibilitou a. Proto je o’ = 0, odkud zfejmym zpiisobem plyne, Ze a(x) =
b(zP), kde p > 0 je charakteristika 7. Mnozina koeficientd a i b se shoduje.
Pokud b = Y b;z’, kde b; = ¢! pro kazdé i > 0, tak b(zP) = (3 ¢;z")P, coz je
opét ve sporu s ireducibilitou. Diikaz je u konce. O
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Téleso T se nazyva perfektni ma-li bud charakteristiku nula, nebo méa-li
charakteristiku p > 0 a Frobeniiv endomorfismus je automorfismem.

Je patrné, ze konecna télesa jsou perfektni, a ze perfektni jsou i télesa alge-
braicky uzavfena.

Z tvrzeni 11.2.7 okamzité plyne:

11.2.8 Dusledek. KazZdé algebraické rozsireni perfektniho télesa je rozsiteni
separabilng. O

AL T < U jsou télesa. O prvku a € U fekneme, Ze je antiseparabilni, pokud
je algebraicky a T'(«) ma nad T stupen separability 1. Pojmy separability a
antiseparability vykazuji strukturni pribuznost. Napiiklad vSechny antisepara-
bilni prvky tvoifi podtéleso U (takzvany antiseparabilni uzdvér). Antiseparabil-
nimi prvky se vSak zde zabyvat nebudeme.

11.3 Jednoducha, normalni a Galoisova rozsireni

Rozsifeni U télesa T se nazyva jednoduché, jestlize U = T'(«) pro né&jaky prvek
a € U, ktery je nad T algebraicky.

Pro algebraické rozsifeni U té&lesa T oznacuje Gal(U,T) grupu vSech T-
automorfism@ U — U. Rik4 se ji Galoisova grupa U nad T. Je-li G podgrupa
Aut(U), tak je Fix(U,G) = {u € U; g(u) = u pro kazdé g € G} podtéle-
sem U. V dalsi kapitole ukazeme, Ze za urcitych okolnosti panuje, pro dané U,
jednoznaény vztah mezi grupami Gal(U,V), T C V C U, a télesy Fix(U, G),
G < Gal(U,T).

11.3.1 Véta. Kazdé separabilni rozsitent téles konecného stupné je jednoduché.

Diikaz. At U je konefnym separabilnim rozsifenim télesa T'. Je-li T' konec¢né
téleso, je 1 U konecné téleso, takZze véta plyne z cykliénosti U*. At je tedy
T nekoneéné. Predpoklddejme, ze a € U je zvoleno tak, aby [T'(«) : T] bylo
maximalni mozné, a ze je § € U \ T'(«). Polozime V = T'(«, ) a dokdZeme, Ze
V je jednoduché rozsifeni T' (tim bude dosaZzeno sporu s maximalitou [T'(«) :
T)). At je K néjaky algebraicky uzévér V a at f1, ..., fn jsou vSechny T-
homomorfismy V — K. Ze separability V plyne, ze n = [V : T| > [T(«) : T].
Je-li1 <i < j<n,tak je fi(o) # fj(a) nebo f;(B) # f;(B), nebot f; i f; jsou
plné uréeny obrazy a a . Nalezneme-li ¢t € T takové, ze pro 1 < i < j < n je
vzdy fi(a +1t08) # fi(a +t3), bude dikaz u konce, nebot stupen separability
T (o + t5) bude > n, odkud T'(« + t3) = V. Pozadované nerovnosti lze zapsat
jako [T, ;((fj(e) — fi(a)) + t(f;(B) — fi(B)) # 0. Nahradime-li ¢ proménnou
x, dostaneme nenulovy polynom z U[z]. Ozna¢me ho napiiklad b. Protoze T je
nekoneéné, musi existovat t € T' takové, zZe je b(t) # 0. O

I1.3.2 Véta. At je U téleso a at je G < Aut(U) grupa koneéného tddu n.
Polozme T' = Fix(U,G). Potom je U separabilni rozsiteni T stupné n a G =

Gal(U, T).
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Diikaz. Uvazme « € U a mnozinu G(«) v8ech jeho obrazli automorfismy z G
(tedy orbitu a p¥i plisobeni G na U). Protoze G obsahuje identitu, je a € G(«).
Polozme ba = [[3eq(a)(® — B). Pro kazdé g € G je g(G(a)) = G(a), takze
9z (ba) = [[(x — g(B)) = [[(x — B) = ba, odkud b, € T[z]. Polynom b, je
separabilni, takze U je separabilni rozsifeni T'.

Ukazeme, ze jde o rozsifeni kone¢ného stupné. Kdyby tomu tak nebylo, lezela
by v U kone¢né rozsifeni T' stupné piesahujicitho jakoukoliv zadanou mez. Af
V C U je konecné rozsiteni T', které je stupné k > n. Podle véty I1.3.1 je V
mozné pro néjaké v € V vyjadiit jako T'(vy). Minimalni polynom v nad T by
délil polynom b, ktery je stupné n, a sdm by byl stupné k. To neni mozné, a
proto je stupenn U nad T konecny.

Podle véty I1.3.1 existuje « € U, ze U = T(«). At b = b, a at a € T[z] je
minimalni polynom prvku . Pak st(a) = n > |G(«a)| = st(b) > st(a). Vidime,
ze a = b. Pocéet T-homomorfismu télesa U do algebraického uzavéru K je roven
n, z ¢ehoz vyplyva, ze kazdy se shoduje s néjakym g € G. Proto musi byt
G = Gal(U,T). O

Uvazme télesa T < U < K, kde K je algebraicky uzavér U. O U fekneme,
ze je mormdlni rozsireni T, je-li to takové algebraické rozsireni, ze pro kazdy
T-homomorfismus f: U — K plati f(U) = U. (Jinak feeno, kazdy takovy
homomorfismus se shoduje s T-automorfismem U'.)

Normalni separabilni rozsifeni kone¢ného stupné se nazyva Galoisovo.

11.3.3 Twvrzeni. Rozkladovd nadtélesa polynomi jsou mormalni. Rozkladovd
nadteélesa separabilnich polynomd jsou Galoisova.

Dikaz. At U > T je rozkladové nadtéleso polynomu a € T[z] a at K je
algebraicky uzavér U. Ozna¢me M mnozinu vSech kofeni a. Pak kazdy T-
homomorfismus f:U — K permutuje M, takze f(M) = M, a odsud f(U) ="U.
Je-li a separabilni, jsou jeho kofeny separabilni prvky a U je separabilni dle
tvrzeni 11.2.4. O

11.3.4 Tvrzeni. Kazdé Galoisovo rozsiteni U > T je rozkladovym nadtélesem
néjakého separabilniho polynomu. Tento polynom lze vzdy volit ireducibilni.

Dikaz. Podle véty 11.3.1 mame U = T(a) pro néjaky separabilni prvek a.
At je a jeho minimalni polynom. Pak [U : T] je rovno stupni a, pfi¢emz a mé
vesmeés ruzné koteny. Je-li 8 takovy kofen, 5 € K, kde K je algebraicky uzaveér
U, pak existuje T-homomorfismus f:7T(a) — T(5), f(a) = 8. Z normality U
plyne T(8) = U, a tedy 8 € U. U

Podobné jako se definuje rozkladové nadtéleso polynomu a € T[z], 1ze de-
finovat rozkladové nadtéleso mnoZiny polynomi M C Tlz]. P¥itom U > T je
takovym nadtélesem pravé kdyz kazdy a € M se v U rozkldda na kofenové ¢i-
nitele a soucasné U = T[M], kde M je mnozina vSech kofent véech polynomii
z M.

I1.3.5 Tvrzeni. Rozsiieni téles U > T je normdalni pravé kdyZ existuje mnoZina
polynomi M C T'[z] takovd, Ze U je rozkladovgm nadtélesem M.
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Ditkaz. At je K algebraicky uzévér U. Piedpokladejme nejprve, ze je U nor-
malni rozsifeni T. Pro kazdé o € U uvazme minimalni polynom a € T[z].
Kdyby se a nerozkladalo v U na kofenové ¢initele, bylo by mozné sestrojit T-
homomorfismus f:T'(a)—T(3), kde 8 € U\ T. Protoze takovy homomorfismus
lze rozsifit na T-homomorfiusmus g: U — K, g(a) = 3, dostali bychom spor
s normalitou. Vidime, ze za M lze zvolit mnozinu vSech minimalnich polynomu
prvki «, kde o probiha U.

At je naopak U rozkladové nadtéleso M. Uvazme T-homomorfismus f:U — K
a ozna¢me M mnozinu vSech kofent vSech polynomt a € M. Pfitom M =
U{Mq;a € M}, kde M, je mnoZina vSech kofentt polynomu a. Je t¥eba ukézat
f(M) = M. To oviem okamzité vyplyva z f(M,) = M,, coz pro kazdé a € M
zjevné plati. O

11.3.6 Tvrzeni. At je T < U rozsiteni a af V se sklddd ze viech o € U,
ktera jsou algebraickda nad T a jejichZ minimadlni polynomy se nad U rozklddaji
na korenové cinitele. Potom je V podtéleso U, které je mejvétsim normdlnim
rozsirenim T, jez je obsazené v U.

Dikaz. Polozme Vi = T(V) a at M C T[x] je mnozina vSech minimdlnich
polynomt a € T'[z] takovych prvki a € U, Ze a se v U[z| rozklada na kofenové
¢initele. Pak V' se shoduje s mnozinou kofent polynomt a € M, takze V) je
normdlni podle tvrzen{ I11.3.5. Je-li 3 € V; a b € T[z] je minim4lni polynom
0, tak z normality Vi vyplyva, ze b se nad Vi rozklada na kofenové cinitele.
Proto je 8 € V, takze Vi3 = V. Dokéazali jsme, ze V je normdalni rozsifeni 7.
Je-li W > T jiné normalni rozsifeni a W < U, tak jisté kazdy prvek a € W
poskytuje miniméln{ polynom a € T'[xz], ktery se v W[xz] rozkldda na kofenové
¢initele. Proto v € V, odkud W < V. O

Téleso V' popsané v tvrzeni I1.3.6 se nazyva normdalni uzavér T' v U. Nésle-
dujici tvrzeni se tyka libovolného rozsiteni 7' < U.
I1.3.7 Tvrzeni. At U je téleso.
(i) Pro T < U je Fix(U,Gal(U,T)) > T.
(ii) Pro G < Aut(U) je Gal(U,Fix(U, G)) > G.

Dikaz. Jellit € T a f € Gal(U,T), tak f(t) =t. Je-li g € G a u € Fix(U, G),
je g(u) = u. O

Ve vété 11.3.2 jsme nahlédli, ze v pripadé konecné grupy G dokonce mame
Gal(U,Fix(U,@)) = G. Podobnou rovnost dostavame i v ¢asti (i) pfedchoziho
tvrzeni v pripadé, ze U je Galoisovo rozsiteni T

I1.3.8 Véta. At je U Galoisovo rozsiteni T. Potom Fix(U,Gal(U,T)) =T.

Diikaz. Polozme S = Fix(U, Gal(U,T)). Podle 11.3.7(i) je S > T, takze staci
ukédzat [U : S| = [U : T]. Podle véty 11.3.2 je U separabilni roz§ifeni S stupné
n = |Gal(U,T)|. Protoze U je normalni a separabilni rozsiteni T', plati |U : T'| =
|Gal(U,T)| = n. O
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V této kapitole jsme dokézali vétSinu skute¢nosti potfebnych pro formulaci
hlavni véty Galoisovy teorie. Jesté pfipojime jedno snadné pozorovani, které
rovnéz pouzijeme.

I1.3.9 Lemma. Af je U téleso a af je G < Aut(U). Potom pro kaZdé f €
Aut(U) mdme Fix(U, fGf~Y) = f(Fix(U, Q)).

Diikaz. Prou € Fix(U,G) ag € G mame (fgf 1) (f(u)) = fg(u) = f(u), takze
f(Fix(U,Q)) < Fix(U, fGf~1). Tataz nerovnost pouzita pro fGf~! a f~1 dava
FUFIx(U, fGf 1) < Fix(U, - (fGf~Y)f) = Fix(U, G), tedy Fix(U, fGf~Y)
< F(Fix(U, G)). 0

11.4 Galoisova korespondence

Uvazme uspofddané mnoziny (A, <) a (B, <) a zobrazeni a:A— B a §:B— A,
jez jsou antimonotonni (pro aj,as € A z a; < az plyne a(a1) > «a(az), a pro
b1,ba € Bz by < by plyne 5(b1) > 3(b2)) a jez pro viechna a € A a b € B splituji
Ba(a) > a, afB(b) > b. Dvojici («, 8) téchto vlastnosti nazveme Galoisovou
korespondenct uspofadanych mnozin (4, <) a (B, <). (Pfitom uspofddanim zde
rozumime ¢asteéné usporadani.)

Uvedme zakladni obecné vlastnosti Galoisovy korespondence.

11.4.1 Lemma. Zobrazeni o a [ poskytuji vzajemné inverzni bijekce mmnoZin

Im(B) a Im(w).

Dikaz.  Pro a € A mame fa(a) > a, odkud afa(a) < ala). Soudasné
af(ala)) > ala), nebot a(a) € B. Je tedy afa(a) = a(a) pro kazdé a € A, a
podobné Saf(b) = b pro kazdé b € B. O

11.4.2 Dusledek. Jsou-li a a (B surjektioni, jsou « i (3 bijektivni zobrazend.
Pokud jsou (A, <) a (B, <) v takovém piipadé svazy, tak jsou o a 3 vzdjemné
inverzni antiisomorfismy téchto svazi. O

At U je rozsifeni télesa T. Budeme-li chdpat A jako mnozinu vSech mezitéles
V, T <V < U, a B jako mnozinu v8ech podgrup Gal(U,T), dostavdme podle
tvrzeni I1.3.7 Galoisovu korespondenci, jestlize polozime a(V) = Gal(U,V) a
B(H) = Fix(U, H). Zakladni véta Galoisovy teorie se vztahuje k této situaci
v pfipadé, ze U je Galoisovo rozsifeni T'.

I1.4.3 Véta. At U je Galoisovo rozsiteni télesa T. Potom zobrazeni V +—
Gal(U,V) a H — Fix(U, H) jsou antiisomorfismy svazu vsech mezitéles V,
T <V <U, a svazu vsech podgrup grupy Gal(U,T). V tomto antiisomorfismu
odpovidaji normdlni rozsiteni T normdlnim podgrupdm Gal(U,T).

Diikaz. Podle tvah pfedchazejicich dokazované tvrzeni skuteéné bézi o Galoi-
sovu korespondenci. Podle véty I1.3.2 je kazd4 podgrupa Gal(U,T) Galoisovou
grupou néjakého mezitélesa, a podobneé z véty 11.3.8 vyplyva, ze kazdé mezitéleso
se shoduje s pevnymi body néjaké podgrupy. Zbyva dokazat ¢ast o normalité.
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Je-li V< U takové, ze V' je nad T normadlni, tak pro kazdé g € Gal(U,T)
méme g(V) = V. Pro h € Gal(U, V) potom pro kazdé v € V plati g1 (v) € V,
hg=1(v) = g7 1(v) a tedy ghg~!(v) = v. Odsud Gal(U,V) < Gal(U, T).

Naopak, je-li H < Gal(U,T) a f € Gal(U,T), tak podle lemmatu II.3.9
méme Fix(U, H) = Fix(U, fHf~') = f(Fix(U, H)). To znamen4, ze kazdé f €
Gal(U,T) zobrazi Fix(U, H) na Fix(U, H). Z normality U nad T tim padem
vyplyvé i normalita Fix(U, H) nad T. O

1.5 Stopa, norma, diskriminant

Uvazme nyni rozsiteni U télesa T, které je konecného stupné n. Je-li e =
(e1,...,en) néjakad baze U, kde U chapeme jako vektorovy prostor nad T, pii-
slusi kazdému o € U matice M.(«), jez vyjadfuje ndsobeni u — cu chapané
jako linedrni zobrazeni vektorového prostoru U. Mame tedy M.(a) = (a;;), kde
pro kazdé j, 1 < j < n, je aej =, aje;.

Determinant M. («) je nezavisly na volbé baze e. Nazyva se normou a v U
nad 7', a znaci se Nyjr(a). Podobné i stopa M, (a) (soucet prvkii na diagonéle),
je nezavisla na volbé baze. Mluvime o stopé o v U nad T'; znacime Try ().

Nezéavislost stopy a determinantu na volbé baze je mozno objasnit také z ne-
zavislosti charakteristického polynomu linedrniho zobrazeni. Na volbé baze e
totiz nezavisi det(zl, — M¢(a)), kde x je proménna a I,, jednotkova diagonalni
matice. Determinant poskytuje monicky polynom stupné n, feknéme Y a;x.
Nazyva se charakteristicky polynom o v U nad T'. Pritom stopa odpovidé ko-
eficientu u "1, ¢li a1 = — Tryjr(a). Podobné norma odpovida absolut-
nimu ¢lenu charakteristického polynomu, nebot ten je roven det(—M.(«)) =
(=1)"det(M()). Je tedy ag = (—1)"Ny|7(a).

Hledejme nyni souvislosti charakteristického a minimalniho polynomu. V pfi-
padé, ze U = T(«), miizeme uvazovat bazi 1, a, ..., a1 Jeli a = 3 a;2°
minimalni polynom, tak aa™ ! = —a,_1a" ! —a,_20"" 2 —--- — a1 — ag,
takze pro vypocet charakteristického polynomu je tfeba uvazit matici

T o --- 0 ag

o -1 --- 0 as

0 o --- =x Ap—9

0 0O -+ =1 z4+an_1

Ozna¢ime-li jeji determinant d(ao, . . . , an—1), vidime, Ze rozvojem dostavame

pro n > 1 vztah d(ag,...,an—1) = zd(a1,...,an—1) + (=1)" "1 (=1)""lag =
ag + xzd(ay,...,an—1). Protoze pfipad n = 1 dava d(a,—1) = « 4+ an—1, indukei
lehce ovéiime d(ag,...,a,_1) = " + an_12" 1 + - + ap. Dokézali jsme, ze

charakteristicky a minimdlni polynom se v p¥ipadé U = T'(«) rovnaji. ‘
V pifpadé, kdy [T'(a) : T] = k < n, miizeme uvazit bazi s prvky tvaru e;a’,
kde 0 <i<k,1<j<d,d=[U:T(a)].Zaleja’) =eja*! vyplyva, ze matice
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xl, — M.(a) je sloZena z d matic vySe uvedeného tvaru, které jsou umistény na
diagondle. Mtizeme tedy vyslovit

I1.5.1 Tvrzeni. At je T < U rozsiveni koneéného stupné n a af je o« € U
prvek s minimdlnim polynomem a = Y. a;x’ a charakteristickym polynomem
c =Y ca'. Potom ¢ = a%, kde d = [U : T(«)]. Ddle Nyjr(a) = (—1)"co =
(-1)"ad = (NT(a)‘T(a))d a Tryp(a) = —cp—1 = d Trpayr(a). O

Jestlize U je algebraické rozsifeni télesa T a a € T'[x] je minimalni polynom
prvku a € U, tak kazdy kofen a v algebraickém uzavéru U télesa U je mozné
vyjadfit jako g(a), kde g € Homp (T (a), U). Piedpokladejme [U : T'(a)] = d a af
je U separabilni rozsifeni T'. Potom existuje, podle tvrzeni I1.2.2, pro kazdy kofen
3 polynomu a pravé d homomorfismii ¢ € Homy (U, U) takovych, Ze g(a) = f3.
Vidime, ze a? = [[(z — g(«)), kde g probih4 Homz(U, U). Spojenim s tvrzenim
I1.5.1 tudiz dostavame:

I1.5.2 Tvrzeni. At U > T je separabilni rozsitent télesa a ot ¢ € T|x] je cha-
rakteristicky polynom prvku o € U. Pak ¢ = [[(z — g(c)), Nyjr(a) = [[g(a)
a Tryr(a) = Y g(a), kde g probihd vsechny T-homomorfismy U—U, U alge-
braicky uzdaver U. |

Determinant sou¢inu dvou matic je soucin jejich determinantti, stopa souctu
dvou matic je soucet jejich stop. Proto je Ny grupovym homomorfismem
U*—T* a Tryp grupovym homomorfismem U(4)— T'(+). Jejich skladdnim
v pfipadé vlozenych téles T' < U < V ziskdvame opét normy a stopy, coz doka-
Zeme nyni pro separabilni rozsifeni. (Tvrzeni plati i pro neseparabilni rozsifeni.
Dtikaz neni tézky, ale vyzaduje popis antiseparabilnich rozsifeni, ktery jsme
pominuli.)

I1.5.3 Tvrzeni. At T < U <V je véZ koneénych separabilnich rozsiveni. Pak
Try | = Tryir Tryjp a Nyir = NyirNy o

Diikaz.  Prvky Homz(V, V) vyjadiime jako v tvrzeni I1.2.1 sloZenimi fg, kde
f € Homp(U,V), g € Homy(V,V) a f je néjaké pevné dané rozsifeni f do
Autr (V. V). Pak 3" fg = 3, f(32,9) = X,(fTrvip) = X4 (f Trvpy) =
Try|r Trv|u, a podobné [ fg =[], f(II, 9) =I;(fNviv) = NyrNyjp. O

Za zminku rovnéz stoji, ze pro ¢t € T v ptipadé T < U, [U : T| = n, mame
Nyjr(t) =t a Tryp(t) = nt. To vyplyva napiiklad z tvrzeni IL.5.1, nebot ¢t ma
minimalni polynom z —t. Pro a € U je zjevné Try|p(ta) = t Tryr(a), takze
Tryr:U—T je mozno chépat jako linedrni formu nad 7'.

I11.5.4 Lemma. Nad libovolnym télesem je determinant matice

1 a; o - af?
1 az o3 -+ ot
1 a, a2 an—1

roven [ [, ;(a; — a;).
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Dikaz. Jednéa se o takzvany Vandermondiv determinant. Oznac¢me jeho hod-
notu V(ay,...,a,). Odettenim ag-ndsobku kazdého sloupce, ktery neni po-
sledni, od sloupce nasledujiciho, dostaneme vztah

Viag,...,an) = (a2 —ar)(ag —aq) ... (an — a1)V(ag, ..., an),
ze kterého jiz dokazovany vztah snadno plyne. O
Af U je separabilni rozsifeni T stupné n. Pro ay,...,a, € U definujeme
diskriminant A(ou, . . ., ay,) jako determinant symetrické matice (Tryp(asa;)).
Nejcastéji bude ag, ..., a, bazi U nad T. Snadno lze totiz nahlédnout, ze dis-
kriminant je roven nule, jsou-li o, ..., o, linedrné zavislé.

I1.5.5 Lemma. Af Homr(U,U) = {g1,...,gn}. Oznacéme M matici (g;(c;)).
Pak MTM je rovna matici (Tryr(aiey)) a Ao, ..., o) = (det M)

Diikaz. Na pozici (i,j) se v. MTM nachézi hodnota Y, gi(i)gr(c;). Ta je
rovna ) g (aiay) = Tryp (i), dle tvrzeni I11.5.2. Zbytek je zfejmy. O

Pokud je U separabilni rozsifeni kone¢ného stupné n, lze zvolit bazi 1, ~,
..., ¥, nebot U = T(v) pro n&jaké v € U. Matice M z lemmatu I1.5.5 ma
v i-tém Fadku 1, g;(7), (9:(7))?, ..., (g:(7))" !, takZe podle lemmatu II.5.4
je jeji determinant roven [] j>¢(9j (v) — gi(7))- Odsud vyplyva, ze diskriminant
A(1,75,...,9"1) je nenulovy.

K pfechodu mezi diskriminanty réiznych bazi je dobré si uvédomit, ze zobra-
zeni (a, 3) — Tryp(af) je symetrickou bilinearni formou. Vskutku, fixovinim
jedné slozky zjevné dostavame linearni formu, a vice neni tfeba.

Je-li h bilinedrni forma na vektorovém prostoru V- a H = (h(e;, e;)) je jeji
matice vici bézi ey, ..., e,, tak je matice (h(b;,b;)) vzhledem k bazi by, ..., b,
rovna PTHP, kde P = (p;;), bj = >_ pije;. Forma h je nedegenerovand, jestlize
determinant jeji matice je vii¢i nékteré béazi (a tim viici viem bazim) nenulovy
(matici H je totiz moZné chapat jako matici linedrniho zobrazeni v — h(—,v)
z V do dudlniho vektorového prostoru).

Mizeme tedy tyto avahy uzaviit:

11.5.6 Tvrzeni. At je T < U separabilni rozsitens stupné n. Pak je zobrazeni
(a, B) = Try|r(aB) nedegenerovanou symetrickou bilinedrni formou U x U—T.
Jsou-li a1, ..., an a P, ..., Bn dvé€ bdze U nad T, B; = > pija; a P = (psj),
je ABi, ..., Bn) = (det P)2A(aq, ..., ap) # 0. O
I1.5.7 Tvrzeni. Af U = T(v) je separabilni rozsiveni T stupné n. Pak
ANy, .Y lze vyjddrit jednak jako T](g(y) — h(%))?, kde g,h probihaji
Homz(U,U), g # h, jednak jako (—1)(Z)NU‘T(a’('y)), kde a je minimdlni poly-
nom vy nad T.

Diikaz. Af g1, ..., gn jsou viechny T-homomorfismy U— U. Z tvah za lemma-
tem I1.5.5 vime, Ze uvazovany diskriminant je roven [, ,(g;(v) — g:(7))?. Tuto
hodnotu je téZ mozno zapsat jako

DG [Jle(0) — g7

i#]
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Z a=1T[;(z = gi(v)) vyplyva a'(g:(7)) = [1;(9:(v) — g;(7)), kde i # j. Proto je
Nyjr(a' (7)) = a'(g1(7)) - - - a'(gn(v)) rovno Zl_[lv;,éj(gj(ﬂr) —9i(7)). O

Je-li U rozsiteni T stupné n a a, ..., oy jsou prvky U, lze diskriminant
A(ai,...,a,) definovat jako determinant matice (Try p(cicj)) bez ohledu na
to, zda jde o béazi, ¢i nikoliv. OvSem v pfipadé, Ze nejde o bazi, jsou ag, ...,
o, linedrné zavislé nad T a dostéavame A(aq, ..., a,) = 0 (napiiklad z toho, Ze
(a, B) = Try|r(aB) je bilinedrni).

11.6 Algebraicka nezavislost a stupen transcendence

Necht T'C U jsou do sebe viazend komutativni télesa.

I1.6.1 Lemma. Pro kaZdou mnoZinu M C U plati, Ze téleso T(M) se sklddd

p’l"(i’l)é ze vsech prvkﬁ p(alv e 'aan)/Q(ﬁla cee aﬂn); Q(ﬂlv s 7677,) 7é 0; kde p,q €
Tlx1,...,2n] pro néjaké n < |M| a kde a;, 3; € M, 1 <i <n.

Diikaz. Lze postupovat pfimo nebo pouzit toho, ze T'(M) je obrazem podilového
télesa okruhu T'[M]. Tento okruh je roven mnoziné vSech hodnot p(a, ..., ay).
O

MnozZinu M C U nazveme algebraicky nezdvislou (nad T'), jestlize pro zadné
po dvou rizné as,...,a, € M neexistuje nenulové p € T'[z1,...,x,] takové, ze
plag,...,a,) =0.

Prvek 8 € U nazveme algebraicky zdvisly (nad T) na M C U, jestlize 3 je
nad T'(M) algebraicky.

I1.6.2 Lemma. Mnozina M C U je algebraicky nezdvisld prdvé kdyz pro kazdé
B € M plati, Ze 3 nent algebraicky zdvisly na M \ {5}.

Dikaz. Uvazme f € M a predpokladejme, ze (8 je algebraicky zavisly na
M’ = M \ {3}. Pak existuje nenulovy polynom s koeficienty v T'(M’), jehoz je
0 kotenem. Kazdy z téchto koeficienth mé podle lemmatu I1.6.1 tvar zlomku,
jehoz ¢itatel 1 jmenovatel jsou prvky T[M’]. Vynasobime-li polynom souc¢inem
jmenovatelti zminénych zlomk, obdrzime polynom s koeficienty v T'[M’]. Odsud
jiz plyne, Ze pro vhodné n > 0 a vhodna po dvou rtizné aq, .. ., «a, € M’ existuje
g € T[x1,...,xn1] takové, ze g(ay,...,an,8) =0, g #0.

Je-li naopak mozno najit takovy polynom, pficemz n je nejmensi mozné,
bude (3 algebraicky nad T'(M’). Mizeme piedpoklddat, Ze je 8 # 0 a Ze g neni
tvaru Tn4+191, kde g1 € T[x1, ..., Tnt1]. Uvazme g jako polynom v z,11 s koefi-
cienty v T'[x1, ..., x,]. Kdyby kazdy z téchto koeficientdi po dosazeni oy, . .., ap
dal nulu, musel by kazdy z téchto koeficienti byt roven nule, nebot n je voleno
miniméalni. Pak by bylo g = 0, coz je spor. Po dosazeni «ay,...,«a, tedy z g
vznikne nenulovy polynom nad T'(M') s kofenem S. O

Mnozinu My C U nazveme algebraicky zdvislou (nad T') na My C U, jestlize
kazdy prvek M, je algebraicky zavisly na M;.
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I1.6.3 Lemma. At jsou M; podmnoZiny U, 1 < i < 3. Je-li M3 algebraicky
zavisld na My a My algebraicky zavisld na My, je Ms algebraicky zdvisld na M.

Diikaz. Zvolme B € Ms. Pak existuji aq, ..., ar € M, takové, ze 3 je algebraické
nad T'(a1, ..., ag). Stupné [T (M) (a1, ..., o) : T(My)] a [T(M1)(B, a1, ..., a)
: T(Miy)(oq,...,a)] jsou koneéné, a proto je koneény i stupen [T'(M1)(5) :
T(Ml)] S [T(Ml)(ﬁ,al,...,ak) T(Ml)] O

Mnoziny M, My C U nazveme algebraicky ekvivalentni (nad T'), jestlize My
je algebraicky zavislda na M; a M; je algebraicky zavisld na Ms. Z lemmatu
I1.6.3 vidime, ze vztah byt algebraicky ekvivalentni je skutecné ekvivalenci na
podmnozinach U.

Vsimnéme si, ze pro M; C My vzdy plati, ze M; je algebraicky zavisla na
M.

11.6.4 Lemma. Pro kazdé M C U lze nalézt My, C M algebraicky nezdvisle,
jez je algebraicky ekvivalentni M. Je-li My C M mnoZina algebraicky nezdvisld,
lze My zvolit tak, aby platilo My C M.

Diikaz. Sjednocenim fetézce do sebe viazenych algebraicky nezavislych mnozin
ziskdme opét algebraicky nezavislou mnozinu. Proto z Zornova lemmatu plyne
existence maximélni algebraicky nezévislé mnoziny M; C M (kterd pfipadné
obsahuje Mp). Je-li § € M\ My, tak mnozina M; U{3} jiz algebraicky nezavisla
neni. Pfisludny polynom negujici algebraickou nezavislost mnoziny M; U {3}
vyjadiuje i algebraickou zavislost 3 na M;, nebot M; algebraicky nezévislé je.
g

Jsou-li M; a M algebraicky ekvivalentni podmnoziny U a jsou-li M3 C M;
a My C M, jejich algebraicky ekvivalentni algebraicky nezavislé podmnoziny,
budou M3 a My, jak ukdzeme, stejné mohutnosti. Dikaz probiha podobné jako
u vektorovych prostort, pricemz algebraicka nezavislost odpovida linearni ne-
zavislosti. Jeho zakladem je niZze uvedené lemma o vymeéne.

Uvahy o systémech mnozin, pro které je definovana nezavislost tak, aby
platilo lemma o vyméné, vedou k teorii matroidii. Tu zde rozvijet nebudeme;
kdybychom tak vsak uéinili, obdrzeli bychom fadu disledkt lemmatu o vyméné
(napiiklad stejnou mohutnost algebraicky ekvivalentnich algebraicky nezavis-
Iych mnozin) z této teorie piimo.

Na misté je otazka, cemu pfi korelaci algebraické a linedrni nezavislosti od-
povida vektorovy prostor. Uvédomme si, ze vektorovy prostor je nejvétsi mno-
Zina linedrné ekvivalentni své mnoziné generatorti. Nejveétsi mnozina algebraicky
ekvivalentni mnoziné M C U je algebraicky uzévér T'(M) v U (podtéleso U slo-
Zené ze vSech prvki algebraickych nad T'(M)). Vektorovym podprostorim tedy
odpovidaji podtélesa U, jez jsou v U (relativng) algebraicky uzaviena.

I1.6.5 Lemma (o vyméné). At My C U je algebraicky nezdvisla mnoZina,
kterd je algebraicky zdvisld na Ms C U. At « je prvek My, ktery neni prvkem
Ms. Pak existuje 8 € Ma \ My takové, Ze (Mz \ {8}) U {a} je algebraicky
ekvivalentni M.
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Diikaz. 7 lemmatu I1.6.4 plyne, ze tvrzeni staci dokézat pro piipad, kdy je Mo
algebraicky nezévislé. Pfedpokladejme tak a pouzijme lemma II.6.2 na mno-
zinu My U {a}. Prvek a je na M; algebraicky zavisly, a proto existuji po dvou
riizné (i, ..., 3, € Ms takové, Ze pro néjaké nenulové g € T|x1,...,Tni1] je
9(B1,- .-, Bn, ) = 0. Zvolme n > 0 miniméalni mozné a ozna¢me g; verzi g chapa-
nou jako polynom v z; s koeficienty v T'[z1, ..., %1, Tit1,- - -, Tnt1]. Oznadme
jesté h; € Ulx;] ten polynom, ktery vznikne z g; dosazenim f1,...,03, a a do
jeho koeficientli (ne vSak do x;). Z minimality n a z nezdvislosti My vyplyva,
ze dosazenim do nenulového koeficientu g; dostaneme nenulovy koeficient h;. Ze
stejného diivodu mame degg; > 0, a proto i degh; = degg; > 0. Vidime, ze §;
je algebraicky zavislé na (1,...,B8i-1, Bi+1,- - ., @ Soucasné nemohou vSechna
B; padnout do M7, nebot tato mnozina je algebraicky nezdvisla. Vyberme tedy
B; € My \ M; a polozme 3 = f3;. Dikaz je u konce. O

11.6.6 Tvrzeni. UvaZme do sebe vrazend komutativni télesa T C U. At M, C U
je nad T algebraicky nezdvisld mnoZina a af M, je algebraicky zdvislé nad T na
My C U. Potom mohutnost My neprevysuje mohutnost M.

Dikaz.  Je-li M; kone¢né nebo spocetné, muzeme podle lemmatu o vyméné
I1.6.5 nahradit néjakou podmnozinu My mnozinou M;, a z toho dokazovany
vztah vyplyne. Vidime, ze zbyva vyresit pripad, kdy jsou M; i Ms nekonecné.
Pro tento pripad uvazime néjaké zobrazeni z M; do mnoziny vSech konecnych
podmnozin Ms (ta je stejné mohutnosti jako Ms), které pfifazuje o € M; ta-
kové {01, ..., 0k} C My, Ze « je algebraicky zavislé na {01, ..., O;}. Mohutnost
obrazu popsaného zobrazeni bude rovna mohutnosti M;, pokud dokazeme, zZe
kazdy blok jadra zobrazeni je konecny. Jsou-li ovsem ag,...,a, € M; alge-
braicky zavisla na {31, ..., 3k}, je n < k podle prvé ¢asti ditkazu. O

I1.6.7 Dusledek. NechtT C U jsou komutativni télesa. Kazdé dvé podmnoZiny
U, které jsou nad T’ algebraicky ekvivalenini a algebraicky nezavislé, maji stejnou
mohutnost.

Z dtisledku I1.6.7 plyne, ze shodnou mohutnost maji vSechny algebraicky
nezavislé mnoziny M, jez jsou algebraicky ekvivalentni télesu U. Podle lem-
matu I1.6.4 takové mnoziny existuji. Jsou to praveé ty algebraicky nezavislé mno-
Ziny, pro které je U algebraickym rozsitenim 7'(M). Takovym mnozindm se k4
transcendentni bdze (nad T'). Spoleénd mohutnost vSech transcendentnich bazi
se nazyva stuperi transcendence U nad T. Budeme ho znaéit [U : Ty,

11.6.8 Tvrzeni. Necht T C U C V jsou do sebe vrazend komutativni télesa.
Potom [V : T)ep = [V : Ulr + [U : Tty

Dikaz. Necht B je transcendentni béze V nad U a A transcendentni baze U
nad T. Nejprve si v§imneme, Ze je AN B = (), nebot z algebraické nezavislosti
B nad U plyne BNU = 0. At nyni g € T[z1,...,2:)[y1,-..,ym] je takové,
Ze pro néjaka po dvou ruznd aq,...,a, € A a po dvou riznd (,...,0, € B
plati g(a1,...,an,B1,...,3m) = 0. Polynom g méa koeficienty v T[z1,...,2,].
Z algebraické nezévislosti A vyplyva, Ze dosazenim «g,...,«, do nenulového
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koeficientu g dostaneme nenulovy prvek U. Dosazenim do vSech koeficientii tudiz
vznikne polynom h € Ulyi, ..., ym], ktery bude nulovy pravé kdyz byl nulovy
polynom g. Ovsem h = 0 plyne z algebraické nezavislosti B.

Zbyva ukazat, ze V je na AU B algebraicky zavislé nad T. Protoze V je
algebraické nad U(B), staél ukdzat, ze U(B) je nad T algebraicky zavislé na
AU B, dle lemmatu I1.6.3. Mnozina vSech prvku algebraicky zavislych na AU B
nad T tvori téleso, a proto staci ovérit, ze U je algebraicky zavislé na AU B. To
je ovSem ziejmé, nebot A je transcendentni baze U nad T. O

11.7 Hilbertova véta o nulach

Bud R komutativni okruh. Okruh S spolu s homomorfismem f: R — S se
nazyva R-algebra. Homomorfismu f se rikd strukturni a Casto se explicitné
nespecifikuje. To je pravda zejména tehdy, je-li f injektivni a R lze pfirozenym
zptisobem ztotoznit s néjakym podokruhem S. Je-li R téleso, je f injektivni
vzdy.

Ekvivalentné lze R—algebru S definovat jako okruh, ktery je soucasné R-
modulem a spliiuje r - (st) = (r - s)t pro v8echna r € R a s,t € S (zde -
znadi skalarni ndsobeni, pfi¢emz nasobeni v okruhu se nevyznacuje). Pfi takové
definici se strukturni homomorfismus f ziskd vztahem f(r) =r - 1g. Je zfejmé,
ze f(ri+7r2) = f(r1)+ f(r2) pro vSechna r1,re € R; vztah f(rira) = f(r1)f(r2)
plyne z (rir2) -lg =711 - (r2 - 1g) = r1 - (1g(r2 - 1g)) = (r1 - 1s)(r2 - 1g). Je-li
naopak R-algebra zaddna homomorfismem f, polozime r - s = f(r)s. Ovéfit, ze
S je pak R-modulem, je snadné. Pfitom r- (st) = f(r)(st) = (f(r)s)-t = (r-s)t.

Pojmy jako homomorfismus R-algeber nebo R—podalgebra generovana pod-
mnozinou M C S je tfeba chapat tak, ze jde o sou¢asny homomorfismus okruht
a R—moduld, resp. Ze se jednd o nejmensi podokruh S obsahujici M, ktery je
soucasné R—podmodulem. Lze-li mnozinu M zvolit kone¢nou, fekneme, ze okruh
S je konecné generovany jako R—-algebra.

Okruhové generovani odpovida s¢itani soucinti generatord. Pfi generovani
ve smyslu R—algebry se jesté nasobi prvky R. V komutativnich R-algebrach
(jiné zde studovat nebudeme) jde tedy vlastné o dosazovani do polynomi (vice
proménnych) s koeficienty v R. Proto je nasledujici lemma ziejmé.

I1.7.1 Lemma. At S je komutativni R-algebra se strukturnim homomorfismem
f:R— S. Pak S je jako R—algebra konecné generované prdvé kdyZ je f pro
nékteré n > 0 mozno rozsirit na surjektivni homomorfismus g:R[x1, ..., xp]— S.

O

Z Hilbertovy véty o bazi okamzité plyne

I1.7.2 Dusledek. Je-li R noetherovsky okruh, je kazdd konecné generovand
komutativni R—algebra rovnéz noetherovskym okruhem. O

Jsou-li §7 C S5 do sebe viazené komutativni okruhy, lze samoziejmé S5
chapat jako komutativni S;—algebru.
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I1.7.3 Tvrzeni. At S; C Sy jsou do sebe vrazené komutativni R-algebry.
Jestlize A generuje Sy jako R—algebru a B generuje So jako Si—algebru, tak
AU B generuje So jako R—algebru.

Dikaz. Kazdy prvek S, je po dosazeni prvki z B hodnotou néjakého polynomu
s koeficienty v S7. Tyto koeficienty lze vSak ziskat dosazenim prvka z A do
polynomt s koeficienty v R. O

Jsou-li A a B v pfedchozim tvrzeni kone¢na, bude Sy konecné generovanou
R-algebrou. V dalsich tivahach nahradime pozadavek, aby S2 bylo kone¢né gene-
rovano jako Sy—algebra, silnéj$im pozadavkem, aby S3 bylo kone¢né generované
jako S1—modul. To umozni do nasich tvah zahrnout aspekt dédi¢nosti.

I1.7.4 Dusledek. Af Sy C S1 C Ss jsou do sebe vrazené komutativni R—
algebry, pricemZ R je noetherovsky komutativni okruh. Predpokladejme, Ze Sy
je konecné generovand R—algebra a Ze Sy je konecné generované jako So—modul.
Potom je S1 konecné generovanou R—algebrou.

Diikaz. Podle dasledku I1.7.2 je Sy noetherovsky okruh. Konecéné generované
moduly nad noetherovskymi okruhy jsou noetherovské, a proto je nad Sp i modul
S1 noetherovsky (je totiz podmodulem noetherovského Sp—modulu Ss), a tim
padem konecné generovany, takze lze pouzit tvrzeni I1.7.3. (]

I1.7.5 Tvrzeni. At S; C Sy jsou do sebe viazené komutativni R-algebry, pri-
cemz So je jako S1—modul konecné generované. Je-li R noetherovsky komutativni
okruh a je-li So jako R—algebra koneéné generované, je konecné generovanou R—
algebrou i S7.

Dikaz. Budeme hledat Sy, jez by vyhovovalo pfedpokladim disledku I1.7.4.
Budiz M koneéné mnozina, jeZz generuje Sy jako S;—modul a obsahuje 1. Af je
dale C' kone¢na mnozina, kterd generuje S jakozto R—algebru. Pro kazdé c € C
am € M uvazme vyjadieni cm = Y cy; Semm'm', kde Semm: € S1. Za Sp
zvolime R—podalgebru S7 generovanou mnozinou vsech hodnot sem, . Oznaéme
Ss ten Sp—podmodul Sy, ktery je generovan M. Podle disledku I1.7.4 staci
ovérit, ze plati S5 = S3. Kazdy prvek Ss odpovida néjaké hodnoté polynomu
nad R po dosazeni prvkl z C. Protoze S3 je (mimo jiné) R-modul, staéi ovérit,
ze do Ss padne kazdé ¢1...ck, k > 1, kde ¢; jsou (ne nutné rtzné) prvky C.
PoloZzme ¢ = ¢; a a = ¢2...c, a postupujme indukci dle k. Pro £ > 1 mame
a € Ss z indukéniho pfedpokladu a pro k = 1 mame a = 1 € S5 z volby M.
Proto S3 = S5 bude platit, jestlize z a € S3 a ¢ € C vzdy obdrzime ac € Ss. Je-1i
a=>Smm, kde s,, € So, m € M, je ac = sipem. OvSem ecm =Y Semm:m’
do S3 zjevné padne. O

I1.7.6 Lemma. Bud K komutativni téleso a at n > 1. Pak K(x1,...,z,) nent
jako K —algebra konecné generované.

Dikaz. Postupujme sporem a pfedpokladejme, ze g1, ..., gr jsou generdtory.
Téleso K (x1,...,x,) chdpeme jako podilové té&leso okruhu K{z1,...,z,], takze
gi = pi/q; pro néjakd p;,q; € K[zy,...,x,]. Okruh Klxy,...,z,] je Gaussiv
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a je to vlastni podokruh K(z1,...,z,). Existuje tedy alespoii jedno ¢; stupné
> 1. Vyjadfeme (g1 - - - qx + 1)~! jako polynomialni hodnotu s koeficienty v K
po dosazeni hodnot p;/¢;. Vhodnym vyndsobenim obou stran tohoto vyjadfeni
dostaneme rovnost

(Q1-'-Qk+1)a=q?~"q£’“,

pro n&jaké a € K|[z1,...,x,]. Polynom q; - - - qx + 1 je stupné alesponi 1 a zaddny
z polynomtl ¢; s nim nemé spoleény délitel stupné > 1. To je ovSem spor se
skutecnosti, ze K[z1,...,x,] je Gaussiv. O

Bud K i nadale komutativni téleso. Kone¢né generované komutativni K-
algebry se (nékdy) nazyvaji afinni K—algebry. U afinnich algeber budeme im-
plicitné predpokladat, ze obsahuji téleso K.

11.7.7 Tvrzeni. Afinni K-algebra je télesem prdvé kdyz je rozsirenim K ko-
necného stupné.

Dikaz. Uvazme afinnni K-algebru S a predpokladejme, Ze bézi o téleso. Je
tedy S = K[M] pro n&jakou koneénou M C S. Transcendentn{ stupeti S nad
K je tudiz kone¢ny. Ozna¢me B néjakou transcendentni bazi S nad K. Téleso
S = K[M] = K(B)[M] je nad K(B) algebraické koneéného stupné a S je
jako K (B)-modul (tedy jako vektorovy prostor nad télesem K(B)) konecné
generované. Podle tvrzeni I1.7.5 je afinni K-algebrou i téleso K(B). To podle
lemmatu I1.7.6 znamené, ze B je mnozina prazdné. O

Pfipomenme, ze kulatymi zavorkami oznacujeme v Gaussovych okruzich
ideal generovany prvky (¢i idedly) uvedenymi v zavorkéch.

I1.7.8 Lemma. UvaZme proky aq,...,a, € K. Idedl (x1 —aq,...,Tn — Q) je
v K[z1,...,2,] mazimdlni. Pritom a € K[z1,...,2,] v tomto idedlu leZi prdvé
kdyz a(oq, ..., a,) = 0.

Diikaz. Polynomy x; — «; jsou monické a okruhy K|xy,...,2;-1] jsou obory
integrity, 1 < ¢ < n. Chépeme-li a € K[xy,...,2,] jako polynom v x, nad
Klx1,...,2Zp—1], miZeme a vyjadiit standardnim délenim se zbytkem ve tvaru
an(Tn—0n)+bn_1,kde ay, € K[z1,...,25] aby_1 € K[z1,...,2n_1]. Indukénim
postupem tedy zjevné obdrzime existenci takovych a; € Klxq,...,2;], 1 <i <
n,ze a=0+> a(z; —«;), kde 8 € K. O

I1.7.9 Véta (Hilbertova o nulach). Necht K je algebraicky uzaviené komu-
tativni téleso a af S = Klx1,...,x,] pro néjaké n > 1. Potom:

(i) Idedl M okruhu S je mazimdini prdavé kdyZ existuji oy, . .., ap, € K takovd,
ze
M=(x1 — a1, ...,Tn — Qp);

(i) Pro kaZdy vlastni idedl J okruhu S je mnoZina spoleéngch nul

V(J) ={(a1,...,an) € K" g(a1,...,an) =0 pro vSechna g € J}
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neprdzdnd a \/J je rovno

{9 € K[r1,...,2,]; glaa,...,an) =0 pro vSechna (a1,...,a,) € V(J)}.

Dikaz. At M je maximélni ideal S. Pak S/M je téleso, které je afinni K-
algebrou . Pfitom K jako podokruh S/M je ddno vnofenim K — S/M, a —
a + M. Toto vnofeni je ovSem isomorfismem, nebot K je algebraicky uzaviené
a S/M je podle tvrzeni I1.7.7 algebraickym rozsifenim K. Specidlné je popsané
vnofeni surjektivnim homomorfismem, takze pro kazdé x;, 1 < i < n, existuje
a; € K takové, Ze x; — a;; € M. Vidime, ze M obsahuje ideél (1 — a1, ..., @, —
ap). Z lemmatu 11.7.8 plyne, ze M je tomuto idedlu rovno.

Bud J néjaky vlastni ideal S. Je-li (aq,...,a,) € V(J), tak J podle lem-
matu I1.7.8 lezi v (x — a1,...,2 — ay,), a naopak. Jinymi slovy, spole¢né nuly
J jsou uréeny maximalnimi idealy S, které obsahuji J. Je-li a* € J pro né&jaké
a € S ak > 1, shoduji se nuly polynomu a* s nulami polynomu a, nebot S je
oborem integrity. K dikazu (i7) je proto tfeba ovéfit, ze kazdé a € S, které se
nuluje na V(J), padne do v/J.

Polynom 1 — a nemé s J Zadnou spolecnou nulu, takze z ¢asti (i) plyne, Ze
je (J;1—a) =J+ (1 —a)S rovno S. Toto pozorovani viak pouzijeme pouze
jako motivaéni, budeme potfebovat totiz podobny vztah ,s jednim stupném
volnosti navic“. Uvazime okruh S[x,11] (ktery ztotoziiujeme s K[z1,...,Znt1])
a v ném ideédly JS[xn41] a (1 — axyy1)S[@ny1]. Predpoklddejme, Ze nejsou ko-
maximéalni. Pak jsou obsazeny v néjakém idedlu maximalnim, a proto existuje
(a1, .., an, 3) € K" takové, ze (aq,...,an) € V(J)al—a(as,...,a,)8 = 0.
Z prvé podminky ovSem méme a(as, ..., a,) = 0, a protoze 0 # 1, musi zminéné
idealy byt komaximéalni.

Okruh S je noetherovsky, takze J je generovano koneéné mnoha polynomy,
feknéme g1, ..., gr. Z dokazané komaximality plyne existence takovych prvki

q1,---,qr & q z S[Tnt1], Ze
1= () agi) + (1 - azpia)a.

Uvazme homomorfismus ¢:S[xp+1]— K (21, ..., 2y), ktery je na S identicky
a zobrazuje z,+1 na 1/a (o a miZeme zjevné pfedpoklddat, Ze je nenulové). Z
predchozi rovnosti mame

1=¢(1) = O da:)g) +0=">_ ¢(a:)g:-

Pfitom kazdé ¢(gq;) je mozné vyjadfiit ve tvaru b;/a®, kde b; € S, e; > 0.
Vhodnym vynéasobenim vztahu pak dostaneme rovnost

a’f = Z blgla
pro né&jaké f > 1 a néjaké b; € S. Dokazali jsme a €v/J. (]

I1.7.10 Dusledek. Bud K algebraicky uzaviené komutativni téleso. KaZdy pr-
voidedl okruhu S = K[z1,...,x,] je roven priniku mazimdlnich idedld S.
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Il Celistvost, mfize a Dedekindovy
okruhy

111.1 Determinanty

Pro determinanty matic nad komutativnimi okruhy plati vétsina vztaht zna-
mych z linedrni algebry. Protoze vSak tyto vztahy byly vysloveny s ohledem na
aplikace ve vektorovych prostorech formou odpovidajici ivodnimu vysokoskol-
skému kurzu, jevi se vhodné je zde nabidnout k zopakovani v obecnéjsi formeé a
se zkracenymi dikazy.

At R je komutativni okruh. Mnozinu vSech n x m matic budeme znadit
M, m(R). Tuto mnozinu lze poklddat za R-modul. V pf¥ipadé n = m je mozno
matice nésobit a dostdvame maticovy okruh M, ,(R). Je-li A € M, ,(R), tak
do M,, ,(R) padne i matice transponovand, kterou znacime AT.

Determinant matice A = (a;;) se definuje vztahem

det A= " (sgn0) a15(1)  Ano(n)-

oES,

Pro kazdé o € S,, je sgno = sgno !, takze z rovnosti
1,0(1) " Cn,o(n) = Go=1(1),1" " Qo=1(n),n

bezprostiedné dostavame det A = det AT.

Lisi-li se matice A, B, C pouze v jednom fadku, pficemz tento fadek v C
je souctem odpovidajicich fadka v A a B, pak zjevné det C = det A + det B.
Podobné pro sloupce.

Za samoziejmy budeme rovnéz povazovat vztah det B = r det A v pfipadé,
kdy B vznikne z A tak, Ze prvky jistého fadku jsou nahrazeny svymi r-nasobky.

IT1.1.1 Lemma. At A € M,, ,(R) md s-ty a r-ty sloupec (tddek) shodny. Pak
det A =0.

Diikaz. Je-li 7 € S,, libovolna transpozice, tak plati

det A = Z Sgna((al,o(l) T an,o(n)) - (al,‘ro'(l) e an,ra(n)))a
gEA,

kde A, je alternujici grupa sudych permutaci. Zvolime-li 7 = (r s), bude a; ,(;
TOVIO a; ;o (;) Pro kazdé i, 1 <7 < n. O

7 ptedchoziho jiz plyne, zZe prictenim nésobku daného sloupce k sloupci
odlisnému se hodnota determinantu nezméni — totéz plati pro radky.
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Odsud vyplyvé, ze vyménou dvou ruznych fadka (sloupcti) se hodnota de-
terminantu zméni na hodnotu opacnou.

Pro kazdé s a t, kde 1 < s,t < n, definujeme k matici A = (a;;) € M, »(R)
matici Ay jako (n — 1) x (n — 1) matici, jez vznikne vypusténim s-tého fadku
a t-tého sloupce.

Matice Adj A = (di;) € M, n(R), kde d;; = (—1)""7 det A;; se nazyva ad-
junkt matice A. Uvedena definice se pouzivd pro n > 1. Pro n = 1 se klade
AdjA = I;. (Obecné I, zde znadi n X n matici s jednickami na diagondle a
nulami mimo diagonélu.)

IT1.1.2 Lemma. Af je v matici A € M, »,(R), n > 1, nahrazen s-ty Fddek
radkem (0,...,0,1,0,...,0), kde 1 se nachdzi na t-té pozici. Determinant takto
pozménéné matice je roven (—1)5Tt det Ag.

Dikaz. Je tfeba n — s transpozic k presunu s—tého fadku na n—-ty a n — ¢
transpozic k pfesunu {—tého sloupce na n—ty. Vznikla matice ma determinant
shodny s matici Ag. O

IT1.1.3 Tvrzeni. Atn >1a A = (a;;) € My n(R). Pak pro kazdé s, 1 < s < n,
plati

det A = Z asj(—l)sﬂ det Ay, a det A = Zais(—l)sﬂ det A;s.
J i

Dikaz. Stacéi dokazat pouze prvy vztah. Nahradime-li A soustavou n matic,
z nichZ j-t4 mé na misté (s, j) hodnotu a,; a mé nuly na ostatnich mistech j—
tého fadku (zatimco v jinych fadcich se s A shoduje), bude det A roven souctu
determinanti téchto matic. Zbytek plyne z lemmatu I11.1.2. O

Symbol d4; se nize pouZiva ve standardnim vyznamu (65 = 1 pokud s = ¢,
jinak ds; = 0).

III.1.4 Dusledek. Afn > 1 aat A= (a;j) € My n(R). Pro1 < s,t <n mdme

Zasj(—l)tﬂ det fltj =fdgdetA a Zais(—l)t” det A;; = 4 det A.
j i

Dikaz. Pro s =t je zde reprodukovano predchozi tvrzeni. To lze pouzit i pro
s # t, nebot v takovém p¥ipadé je soucet shodny s rozvojem podle t—tého fadku
matice, ktera vznikne z A nadhradou t—tého fadku s—tym rfadkem. Determinant
takové matice je vSak podle lemma III.1.1 roven nule. O

IT1.1.5 Tvrzeni. A{ je A € M, ,(R) a at B je adjunkt matice A. Potom
AB = BA = (det A)L,,.

Diikaz. Pripad n = 1 je jasny, nebot pak B = I;. V matici AB méme na misté
(s,t) hodnotu 3" as;(—1)7T" det A;; = 5: det A. V matici BA méme na misté
(s,t) hodnotu Y (—1)""*det A;sa;y = s det A. Vztah tedy plyne z disledku
I1I.1.4. U

47



111.2 Celistva rozsireni

Nejprve pfipomeneme, co se rozumi zna¢enim (A : B), které bylo zavedeno jiz
diive, véetné motivace tohoto znaceni. V télese je x = yz~! pravé kdyz zz = y.
Pigeme-li yz~ ! jako y : 2, tak xz = y pravé kdyz y : z = x. Zaménime-li rovnost
za inkluzi a uvazujeme-li na misto prvkl y a z mnoziny A a B, dostaneme
definici

(A:B)={reR; rBC A}.

Pfitom R je komutativni okruh a A i B jsou podmnozZiny néjakého R—modulu
M. Castym je pritom p¥ipad, kdy M = R.

I11.2.1 Lemma. Je-li A podmodul R-modulu M, je (A : B) idedl R, pro
libovolné B C M.

Dikaz. Prou,v € (A:B)ar € Rméame prob € B jak (u+v)b =ub+vb € A,
tak (ru)b = r(ub) € A. O

Je-li U C R, tak se misto U N (A : B) piSe téz (A :y B). O idedlu (0 : B) se
mluvi jako o anihildtoru B a oznacuje se téz Ann(B).

II1.2.2 Tvrzeni. AY R C S jsou komutativni okruhy a atf M je S—-modul, ktery
je jako R-modul koneéné generovany n prvky, kde n > 1. At I je idedl R a af
s € S je takové, Ze sM C IM. Potom existuji a; € I', 1 < i < n, takové, Ze
s"+a1s" P+ 4 a,_15+a, € (0:5 M) = Ann(M).

Diikaz. At g1, ..., gn jsou generdtory M jakozto R-modulu. Pro j € {1,...,n}
uvazme matici indukovanou translaci s, tedy uvazme b;; € I takova, ze

sgi =Y _bijg;.
J

Pro B = (b;;) méme (sI, — B)(g1,.-.,9n)T = 0. Polozme C' = sI,, — B a at D je
adjunkt C. Podle tvrzeni I11.1.5 je DC = (det O)I,,, takze z DC (g1, ...,9,)T =0
plyne (det C')g; = 0 pro kazdé i, 1 < i < n. Dokézali jsme, ze det C € (0 :5 M).

Existence a; € I' takovych ze det C = s + a;s" "1 + - - + a,, plyne pifmo z
definice C. (]

At R je podokruh komutativniho okruhu S, a af s € S. Rekneme, zZe s je
celistvé nad R praveé kdyz existuje h > 1 a rg,7r1,...,r,—1 € R takova, ze

st 18" s+ = 0.

Celistvé prvky jsou tedy kofeny monickych polynomi z R|x].

Rekneme, Ze S je celistvé nad R, pokud je kazdy prvek S celistvy nad R.
Homomorfismus komutativnich okruhi f: Ry — Ry nazveme celistvy, je-li Rs
celistvé nad Im(f).

I11.2.3 Tvrzeni. Atf R je Gausstiv obor integrity a at T je jeho podilové téleso.
Je-li u € T prvek celistvy nad R, je u € R.
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Diikaz. A€ uh +r,_ju ™+ -+ rutrg = 0. Vyjadiime u jako s/t tak, aby
s,t € R byla nesoudélna. Potom st rp_1sh 4 st 4 rgth = 0, takze
kazdy ireducibilni délitel ¢ musi byt délitelem s. Z jejich nesoudélnosti plyne
invertibilita ¢. U

Jsou-li R C S C T komutativni okruhy, pficemz ai,...,a, € S generuji S
jako R-modul a b1,...,b,, € T generuji T jako S—modul, tak {a;b;; 1 <14 <
n a 1 <j <m} zjevné generuje T jako R—modul.

II1.2.4 Tvrzeni. Af R je podokruh komutativniho okruhu S a af jeu € S. Je
ekvivalentni:

(i) u je celistvé nad R;

(ii) R[u] je podokruh S, ktery je koneéné generovany jako R—modul;

(iii) ezistuje podokruh S, ktery je konecné generovany jako R—modul a obsahuje
Rfu];

(iv) ezistuje vérny R[u]-modul, ktery je jako R—modul konecné generovany.

Diikaz.  Implikace (ii)=-(iii) a (iii)=>(iv) jsou trividlni. Jestlize pro vhodna
70,715 -+, Th1 € R plati u +rp_qu "t 4+ -+ ru 1o = 0, tak je R[u] =
{>o<icn tiu’s t; € R}, takze R[u] je jako R-modul koneéné generovin mnozinou
{1,u,...,u""1}. Odsud (i)=(ii) a zbyva dokazat (iv)=>(i).

At tedy je M vérny R[u]-modul, ktery je generovany n prvky. Pouzijeme
tvrzeni II1.2.2 tak, ze S = R[u] a I = R. Mdme uM C M = RM, takze
u” + au” '+ - 4+ ap_1u + a, padne pro vhodné a; € R do anihilatoru M.
Vérnost M znamend, Ze tento anihildtor obsahuje pouze prvek 0. ]

II1.2.5 Tvrzeni. Afje R podokruh komutativniho okruhu S a af uy,...,u, € S
jsou celistvd nad R. Potom Rluy, ..., uy] je podokruh S, ktery je nad R celistvy
a ktery je jakozZto R—modul konecné generovany.

Diikaz.  Pfimocarym postupem indukci ovéfime, ze R[uq,...,u,] je jakozto
R-modul konecné generované. Stadi si uvédomit, ze pro i, 1 < i < n, je
u; celistvé nad Rluq,...,u;—1], takie R[uq,...,u;] je jakozto Rluq,...,u;—1]—
modul konecné generované. Z indukéniho kroku lze ziskat konecnou genero-
vanost R[ui,...,u;—1] jakozto R—modulu. Spojenim obou vztaht dostaneme
koneénou generovanost Rluq, ..., u;] nad R.

Je-li u € Rlua, ..., uy], tak je Rlu,...,u,] mozné chipat jako R[u]-modul.
Ten je samoziejmé vérny a celistvost u nad R plyne z tvrzeni I11.2.4. (]

I11.2.6 Dusledek. Af R C S jsou komutativni okruhy. Pak mnoZina viech
u € S, jez jsou celistvé nad R, tvori podokruh S obsahujici R.

Diikaz. At u,v € S jsou prvky celistvé nad R. Podle tvrzeni I11.2.5 je R[u,v]
podokruh S, ktery se sklada pouze z celistvych prvka. Protoze u + v, uv i —v
lezi v R[u,v], musi byt také celistvé. O

Podokruhu vsech celistvych prvkt z disledku II1.2.6 se rika celistvy uzdver
Rv S.
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II1.2.7 Tvrzeni. At jsou R C S C T komutativni okruhy, pricemZ S je celistvé
nad R. Je-lit € T celistvé nad S, je t celistvé nad R.

Dikaz. Uvazme t € T takové, ze th + g 1th 1+ i+ 51t +59 =0 pro
vhodn4 s, s1,...,8,—1 € S. Pak je ¢ celistvé nad C = R][so, $1,...,5n-1] a C[t]
je kone¢né generované nad R, a tudiz je C[t] koneéné generovany R-modul,
ktery je vérnym R[t]-modulem. Z tvrzeni II1.2.4 proto plyne, Ze prvek ¢ je nad
R celistvy. O

II1.2.8 Dusledek. Af jsou R € S C T komutativni okruhy, pticemZ S je
celistvé nad R. Celistvy uzdver R vT je pak shodny s celistvym uzdvérem S v
T. Specidlné plati, Ze T je celistvé nad S prdvé kdyz je celistvé nad R. (]

I11.2.9 Tvrzeni. At je R C T, kde T je téleso a R je okruh. At je U rozsirent
T a at je a € U celistvé nad R. Pak jsou nad R celistvé jak viechny koeficienty
minimdlntho polynomu a € T[z] prvku «, tak vsechny koveny tohoto polynomu,
kterée lezi v U.

Dikaz. Tvrzeni zjevné sta¢i dokadzat pro pripad, kdy U je rozkladovym nad-
télesem minimalniho polynomu prvku « nad 7. Muzeme tedy predpokladat, ze
U je algebraickym rozsifenim T a ze U je algebraicky uzavér U. Vime, Ze o je
kofenem néjakého monického polynomu ¢ € R[z] C T'[x]. Proto a déli c. Je-li
B € U né&jaky jiny kofen a, existuje g € Homr (U, U) takové, ze g(a) = 3. Pak
je ovSem 3 kofen g, (c) = ¢, takze 3 je celistvé nad R. ProtoZe koeficienty a leZi
v podokruhu U, ktery je generovan kofeny a, musi byt podle diisledku II1.2.6
tyto koeficienty celistvé. O

I11.2.10 Dusledek. Afje R C T, kde T je téleso a R je okruh. At je U rozsirent
T konecného stupné a at je a € U celistvé nad R. Pak Nyp(a) i Tryr(a) jsou
nad R celistve.

Dikaz. Podle tvrzeni I1.5.1 Ize normu i stopu prvku odvodit z koeficientt
minimalniho polynomu. O

II1.2.11 Tvrzeni. Af R C S jsou obory integrity, pricemZ S je celistvé nad R.
Okruh S je télesem prdvée kdyz R je télesem.

Diikaz. 'V oborech integrity lze pro celistvé prvky s # 0 zjevné nalézt ro, ...,
rn1 € R tak, 7e s" +rp_18" L+ - +ris+79 =0an # 0. Ze zapisu
s(s" Y 4+ 7r,_18" "2 4+ ... 4+ 1) = 1o plyne invertibilita s, je-li 7o invertibilni.
Naopak, je-li S téleso a € R nenulové, je r—! celistvé a z 7" 4+ rp,_1r~ =1 4+
ot rr g =0plynert = —(rp_1 +- -+ 2+ rer ) € R O

Tvrzeni I11.2.11 je celkem prosté, avsak ma dtlezity dusledek.

I11.2.12 Tvrzeni. A{ R C S jsou komutativni okruhy, piicemZ S je celistvé
nad R. Idedl I okruhu S je mazimdlni prdvé kdyz I N R je mazimdlni v R.

Diikaz. Okruh R/RNI = (R + I)/I lze uvedenym ztotoznénim povazovat za
podokruh S/I. P¥itom S/I je nad (R + I)/I celistvy. Tyto okruhy jsou télesa
prave kdyz idealy I a RN I jsou v .S a R po fadé maximalni. O
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111.3 Celistvé uzaviené obory integrity

Jsou-li R C S komutativni okruhy takové, ze R je rovno svému celistvému uzé-
véru v S, nazyvame R v S celistvé uzaviené. Obor integrity se nazyva celistvé
uzavreny, je-li celistvé uzavieny ve svém podilovém télese. Z tvrzeni I111.2.3 vy-
plyva, ze Gaussovy obory integrity jsou vzdy celistvé uzaviené.

Z tvrzeni I11.2.9 a disledku II1.2.10 mtizeme okamzité odvodit:

II1.3.1 Tvrzeni. At je T podilové téleso celistvé uzavieného oboru integrity R
a at U > T je algebraické rozsiient téles. Pak minimdind polynom me 1 kaZdého
celistvého proku o € U padne do R[z]. Je-li U nad T koneéného stupné, tak
také plati, Ze v R lezi jak Ny r(a), tak Tryp(a). O

Uvazme nyni situaci, kdy R je celistvé uzavieny obor integrity, 1" jeho podi-
lové téleso, U separabilni rozsifeni T" kone¢ného stupné n a S celistvy uzdvér R
vU.

Pfipomenme, ze R* a S* oznacuji prislusnou multiplikativni grupu inverti-
bilnich prvka (grupu jednotek).

IT1.3.2 Tvrzeni. Pro kazdé o € S je Nyjp(a) € R a Tryjp(a) € R. Navic
a € S* prave kdyZ Nyr(o) € R*.

Dikaz. Norma i stopa padne do T dle dusledku 2.10. Je-li a5 =1, kde ai §
jsou z S, tak Ny|r(a)Nyr(8) = 1. At je naopak Nyjr(a) € R*. Invertibilita
a v S pak vyplyva z toho, ze Nyjr(a) = « Hg g(a), kde g probiha neidentické
T-homomorfismy U — U (zjevné staéi ukéazat, ze [] ,9(a) lezi v S. To oviem

plyne z toho, ze g(«) € S pro kazdé g). O
I11.3.3 Lemma. Pro libovolnd ai,...,ap € U existuje r € R takové, Ze
ray,...,rag € 5.

Diikaz.  Je snadné si uvédomit, ze staci lemma dokazat pouze pro k = 1.
Polozme a = a3 a zapiSme jeho minimdlni polynom a € T'[z] ve tvaru

2"+ (r1/s1)x" 4 (ra1/Sno1)x 4 (Pn/sn),

kde r;,s; € R, 1 < i < n. Toto vyjadfeni muzeme upravit tak, aby platilo
$1=---=8, =8 € R*. Pak

(s2)" + (r18%)(sz)" 4 (rp_15" Dz + (rps™ ) =0,
z ¢ehoz vyplyva, ze sa je celistvé, a tedy sa € S. O

Vidime, ze je-li ay,...,a, néjakd baze U nad T, tak rasq,...,ra, je pro
vhodné r € R bazi U nad T, jez se sklada pouze z prvka S. Baze ay,...,q,
télesa U nad T se nazyva celistvd, jestlize aq, . .., o, lezi v S a kazdy prvek S lze
vyjadiit jako > r;cu, kde r; € R. Je zfejmé, Ze takové vyjadieni je jednoznacné.
Obecné nemusi celistvé baze existovat. Zahy vsak nahlédneme, Ze existuji, je-li
R obor integrity hlavnich ideald.
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I11.3.4 Tvrzeni. At aj,...,a, € S tvofi bdzi U nad T, a of d = A(ay,.. .,
ap). Potom je dS C Ray + -+ + Ray,.

Dikaz. At Tr znaci Try|p. Vyjadiime o € U jako ) t;ay, kde t; € T.
Pak pro kazdé § € U je Tr(af) = Y, t; Tr(e;). Nechdme-li 5 probihat «;,
1 < j < n, nahlédneme, Ze t1,...,t, jsou TeSenim linedrni soustavy rovnic
Tr(awy) = >, Tr(ovaj)z;. Je-li a € S, padnou stopy Tr(ac;) do R. Determi-
nant soustavy je roven d # 0 a podle Cramerova pravidla jsou feSeni ¢; tvaru
r;/d, kde r; € R je determinant matice, v niZ je i—ty sloupec nahrazen sloupcem
(Tr(aay),. .., Tr(aay,))t. Vidime tedy, ze da = Y ra; € S. O

I11.3.5 Lemma. Mnozina M C U je S—modul. Pro kazdé p € U* je uM C U
ronéz S—modul a a — pa je izomorfismus S—moduli M = yM.

Diikaz. Mnozina pM je zjevné uzaviend na souciny a nasobky prvky S. Naso-
beni prvkem p je slucitelné jak se s¢itanim, tak se skalarnim nasobenim, takze
jde o homomorfismus. Jeho jadro je ovSem trividlni. O

Je dobré si uvédomit, ze kazdy S—-modul je soucasné R—-modulem, a kazdy
izomorfismus S—modult je soucasné izomorfismem R-moduli. Podmoduly S-
modulu jsou také R—podmoduly, takze S—modul, ktery je jako R—modul noethe-
rovsky, je noetherovsky i jako S—modul. Proto z tvrzeni IT1.3.4 a lemmatu I11.3.5
snadno dokazeme

I11.3.6 Dusledek. Je-li obor R noetherovsky, je noetherovsky i obor S.

Diikaz. Podle lemmatu I11.3.5 staci dokazat, ze je noetherovsky R—modul dS,
kde d je jako v tvrzeni I11.3.4. Podle tohoto tvrzeni tomu tak vskutku je, nebot
dS je podmodulem noetherovského R—modulu (viz lemmata I1.1.6 a 1.5.1). O

Predchozi dusledek vyuzijeme az pozdéji. Nyni budeme, jak jsme jiz vysSe
naznacili, studovat situaci, kdy R je obor hlavnich ideald.

IT1.3.7 Tvrzeni. At je R obor hlavnich idedli. Pak md U celistvou bdzi.

Diikaz. Necht aq,...,a, € S tvoii bazi U nad T. Podle tvrzeni I11.3.4 je
dS C Rag+- -+ Rap, kde d = A(ag, ..., ay). Ovem Ray+- -+ Ray, = Y, Ray
je R—modul, ve kterém aj,..., «a, je volnou bazi. Proto je dS rovnéz volny
R-modul hodnosti < n (jak plyne z dtsledku 1.5.5 nebo z dusledku 1.6.3).
Podle lemmatu II1.3.5 plati dS 2 S. ProtoZe S obsahuje volny R—modul ) Ra;
hodnosti n, je S = dS hodnosti > n, takze hodnost R—modulu S je pfesné n. [J

II1.3.8 Vé&ta. At je R obor integrity hlavnich idedli. KaZdy nenulovy konec-
né generovany S—podmodul télesa U je volngm R-modulem hodnosti [U : T).
Specidlné ma U celistvou bdzi.

Ditkaz. Af M je nenulovy koneéné generovany S—modul, ktery lezi v U, a at
Wi, e je néjaké mnozina jeho generatord. Uvazme nenulové r» € R takové,
7e rjy, ..., i, padne do S. Jeho existence plyne z lemmatu I11.3.3. Pak M =
rM C S, takze M je volny modul hodnosti nanejvys n = [U : T)]. Zvolime-li
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nenulové ¢ € M, obdrzime S = So C M, takze M obsahuje volny R—modul
hodnosti > n. Hodnost M je tedy rovna n. O

V teorii ¢isel se ¢asto pracuje se situaci, kdy R = Z a T = Q. Pak U je
mozné chapat jako podtéleso algebraického uzavéru Q, a ten je mozno pokladat
za podtéleso C. Jingmi slovy Q je téleso viech algebraickych ¢isel. Misto U se v
této situaci pise vétsinou K. Mame Q < K < Q, nebot K je nad Q koneéného
stupné. Pfitom o K hovofime jako o c¢iselném télese (number field). Celistvy
uzéaver Z v K se znaci Zx a mame Zy = ZQOK. Prvkam Z@ se Tika algebraickd
celd ¢isla (algebraic integers).

Uvazme nyni néjaky konecné generovany Zx-modul M C K. Podle I11.3.8
mé strukturu volné abelovské grupy hodnosti n = [K : Q] a mtZeme ho vy-
jadrit jako Zay @ -+ ® Zay, kde a1, ..., a, je néjakd jeho volnd baze. Je-
li B1, ..., Bn néjaka jind jeho volna baze a P prechodovd matice vyjadiu-
jici B; jako celociselné kombinace a;, musi byt P i P~! matice celoéiselné,
z ¢ehoz vyplyva, ze jejich determinant je roven +1. Podle tvrzeni I1.5.6 je
NP1y ..., Pn) = (det P)2A(ay,. .., ap), takze vidime, ze hodnota diskriminantu
A(aq, ..., qn) je nezdvisld na volbé baze. Misto A(aq, ..., q,) proto mizeme
psat pouze A(M).

Je-li M’ O M dalsi kone¢né generovany Zx—modul obsazeny v K, miizeme
najit bazi as, ..., a, modulu M’ a kladné ¢&isla rq, ..., 7, tak, Ze riaq, ...,
T'nuy, je baze modulu M (to plyne napiiklad z lemmatu 1.6.3). Pak r =7y -« -1,
je rovno |M'/M| = |M’ : M| a pfechodovd matice P (viz tvrzeni I1.5.6) mé
determinant rovny r. Mizeme vyslovit:

II1.3.9 Tvrzeni. Af K je &iselné téleso a af M C M' C K jsou konecné
generované nenulové Z g —moduly. Potom je index |M' : M| koneény a A(M) =

M’ : M|2PA(M'). O
II1.3.10 Dusledek. Afaq,...,a, € Zk, kde K je éiselné téleso stupné n. Pak
a1, ..., Qn twofi celistvou bdzi prdvé kdyZ |A(aq, . .., an)| je kladné a nejmenst
MozZne. [l

111.4 Dedekindovy obory integrity

Okruh S nazveme Dedekindovym oborem, jde-li o celistvé uzavieny noetherovsky
obor integrity, ve kterém je kazdy prvoidedl maximalnim idealem.

II1.4.1 Véta. A¢ R je Dedekindiv obor, T jeho podilové téleso a U separabilni
rozsiteni T' konecného stupné. Potom celistvy uzdvér S oboru R v U je rovnéz
Dedekindiv obor. Specidlné plati, Ze Zk je Dedekindiv obor pro libovolné ciselné
teleso K.

Diikaz. 7 dutsledku I11.3.6 plyne, Ze S je noetherovské. Je-li P prvoidedl S, je
PNR prvoidedl R. Tento providedl je maximalni, protoze R je Dedekindtiv obor.
Podle tvrzeni I11.2.12 je proto maximélni i P v S. Z lemma II1.3.3 plyne, ze U
je podilové téleso S. Pouzijeme-li dtsledek I11.2.8 tak, Zze na misté T uvazujeme
U, vidime, ze S musi byt v U celistvé uzaviené. ([
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I11.4.2 Lemma. Pro kaZdy nenulovy idedl I noetherovského komutativniho
okruhu R existuji prvoidedly Py, ..., P, takové, Ze I O Py --- P,.

Diikaz. Je-li mnozina ideald1, pro které lemma neplati, neprazdna, existuje mezi
nimi néjaky maximalni vzhledem k inkluzi, nebot R je noetherovsky. Oznacme
ho I. Ten jisté neni prvoidedlem, a proto existuji idedly A 2 I a B 2 I takové,
7e AB C I. Kazdy z idedla A a B obsahuje soucin prvoideali, a proto takovy
soucin obsahuje i I. Dosahli jsme sporu. O

Uvazme nyni néjaky Dedekindtiv obor R a at T oznacuje jeho podilové téleso.

I11.4.3 Lemma. A{ P je prvoidedl Dedekindova oboru R. Poloime P~1 =
(R :7 P). Potom je kazdy nenulovy idedl A okruhu R vlastni podmnoZinou
mnoziny

AP~ = {Zaipi; a; €A ap € P71}

Diikaz. Mame P~! = {t € T; tP C R}, takie R C P~! a A je jisté podmno-
Zinou popsané mnoziny. Je tfeba dokazat, Ze je to vlastni podmnozina. Nejprve
ukéZeme, 7e R je vlastni podmnozina R-modulu P!

Af a je nenulovy prvek P a at Py---P. C aR C P, kde P, ..., P. jsou
prvoidedly R a r je nejmensi mozné. Protoze P je prvoidedl, tak je né€ktery
z Py, ..., P. obsazen v P. Mluzeme proto pfedpoklddat P C P. Protoze P,
je maximalni, musi byt P; = P. Z minimality r vyplyva, ze Ps--- P, neni
obsazeno v aR. Uvazme b € (Py--- P,) \ aR. Pak a~'b ¢ R. Na druhé strané
bP =bP; C Py--- P. C aR, takze (a—'b)P C R, z ¢ehoZ plyne a~ b € P~1\ R.

At a1, ..., a, je systém generatortt A jako R-modulu (pfipomernime, Ze
A je konecné generované, protoze R je noetherovské). Budeme ptredpokladat
AP~! = A a ukézeme, Ze tento predpoklad vede ke sporu. Pro kazdé u € P!
uvazime matici U € M, ,(R), kterd vyjadiuje translaci u: A — A, a — ua,
viéi generatortim o, . .., a,. Je tedy (uay,...,ua,)T = Ulaq,...,an)7T, takze
pro V =ul, — U mame V(ay,...,a,)T = 0. Uvdzime-li adjunkt matice V, tak
z tvrzeni I11.1.5 vyplyva, Ze (det V)a; = 0 pro kazdé ¢, 1 < i < n. VSe probiha
v télese T, takze det V = 0 a u je kofenem monického polynomu det(zI,, — U).
Z toho plyne u € R, takze P~! = R, a to je spor s prvou ¢asti dfikazu. O

Oznaceni P~! pro (R :7 P) = {t € T; tP C R} budeme pouzivat i nadale.
Také mnozinu {>_ a;p;; a; € A a p; € P~} budeme i dale znacit AP~t. Je-li
AC P, je AP~! zjevné ideal R.

I11.4.4 Véta. Kazdy vlastni idedl I Dedekindova oboru R lze jednoznacné, aZ
na poradi, vyjdadrit jako soucin prvoidedli P - - - P,.

Diikaz. Nejprve dokazeme, ze PP~! je rovno R. Prokazdét € P! je tP C R,
takze PP~! C R. Protoze PP~! je R—modul, musi to byt ideal R. Jelikoz 1 €
P~! a P je maximalni, mdme dvé moznosti: bud PP~! = P, nebo PP~! = R.
Prva moznost je vSak vyloucena lemmatem I11.4.3, volime-li A = P.

Bud nyni I néjaky vlastni nenulovy ideal, ktery nelze vyjadrit jako soudin
prvoidealu. Okruh R je noetherovsky, a proto lze I zvolit tak, aby bylo vzhledem
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k uvedené vlastnosti maximélni. Pak I C P pro néjaky prvoidedl P. Z I =
IR=I(P7'P)=(IP Y)YP,P#1alIP~!C PP ! plyne, ze IP~! je vlastni
idedl R. Soucasné I je vlastni idedl R, podle lemmatu I11.4.3. Protoze I bylo
voleno jako maximalni co do nemoznosti vyjadfeni souc¢inem prvoidealti, musi
byt IP~' = P, ... P, pro vhodné prvoideély Pi,..., P.. To ale vede ke sporu,
nebof pak [ = [IR=(IP~Y )P =P, --- P, P.

Zbyvé dokézat jednoznac¢nost dekompozice. At [ = PP, = Q1+ Q.
Budeme postupovat indukci dle r + s > 2. Protoze Q1 --- Qs C P;, musi byt
@; C Pi pro néjaké j, 1 < j <'s, nebot P; je prvoideal. Odsud Q; = P; a lze
predpokladat j = 1. Polozme P = Q; = P;,adéleat P’ = P,...P. pror > 2
an P’ = R pro r = 1. Podobné budiz Q' = Q> ...Qs, je-li s > 2, a Q' = R je-li
s=1.Pak P = RP' = P~Y(PP') = P~1(PQ’) = Q', takze lze pouzit indukéni
predpoklad. O

Af je i nadéle R Dedekindtiv obor integrity a at je T" jeho podilové téleso. Lo-
menym idedlem T se rozumi kazdy nenulovy konecné generovany R-podmodul
T.

I11.4.5 Lemma. Nenulovyj R—podmodul A télesa T je lomenym idedlem prdvé
kdyz existuje c € R, ¢ # 0, takové, Ze cA je idedl R.

Dikaz.  Jsou-li p1/qi, ..., pr/qr generdtory R—modulu A C T, je q1---qxA
rovnéz R-modul. VSechny prvky tohoto R-modulu padnou do R, takze jde
o idedl R.

Je-li naopak cA idedl R, tak je cA kone¢né generovany R-modul (to plyne
z toho, Ze R je noetherovsky). Zobrazen{ a — ca je isomorfismus R-modulti A
a cA, a proto je i A kone¢né generovany. O

Nenulovym idedltim R se fika, jsou-li pojednavany soubézné s lomenymi ide-
aly, také idedly celistvé. Jsou-li A a B celistvé idedly, je AB = {>_ra;b;; r; €
R,a; € A a b; € B} rovnéz celistvy idedl. Viechny celistvé idedly tvoii ko-
mutativni monoid, ktery mé za podmonoid mnozinu vSech hlavnich celistvych
idedlu.

Pfi stejné definici souinu je AB lomeny ideédl, pokud A i B jsou lomené
idealy. Lomené idealy proto tvori komutativni monoid, pficemz celistvé idealy
jsou jeho podmonoid. Jednotkou je opét R.

Pokud A je nenulovy R-podmodul 7T, tak jei A™! = (R :x A) = {b €
T; bA C R} podmodulem 7. Pro kazdé a € A je aA™! C R, takie A~! je
podle II1.4.5 lomenym idedlem. Soudasné mame AA~! C R, takze k diikazu
nasledujiciho tvrzeni stac¢i ovéfit opacnou inkluzi.

I11.4.6 Tvrzeni. A{T je podilové téleso Dedekindova oboru integrity R. Potom
je monoid I vsech lomengch idedli T grupa.

Diikaz. Pozadované vlastnosti A~! dokaZzeme postupné pro A = P celistvy
prvoidedl, pro A = P - - - Py celistvy ideél, ktery je souc¢inem prvoideald Py, .. .,
Py, a koneéné pro A obecny lomeny ideél, kde cA je celistvy pro néjaké ¢ € R,

c#0.
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Je-li A = P,je P~'P = R, nebot P! P je ideél R, ktery obsahuje maximalni
idedl P jako vlastni podmnozinu (viz lemma II1.4.3). Je-li A = P --- Py, tak
je B= Pt ~Pk’1 inverzni prvek A. To znamen4, Ze je BA = R, a proto je
B C A7, takze sta¢i ukdzat A1 C B. Pro b € A~! mame bA C R, odkud
bAB C RB = B. Jelikoz AB = R, dostaneme b € B, jak tieba.

At je nyni A obecny lomeny ideal, cA C R. Pak (cA)~! = {b € T; bcA C
Ry =cHbeT; bAC R} =c 1A71 takie (cA)"leAd = R dava (c71A71)(cA)
=A"'A=R. O

Pro a € R nenulové, je (aR)~! = a~'R. To znamen4, Ze pro b/c € T, kde
b,c € R, mame (b/c)R = (bR)/(cR). Hlavni lomené idedly aR, a € T*, jsou tedy
v Jg rovny podildm hlavnich celistvych ideali.

Je-li A obecny lomeny idedl, tak pro néjaké ¢ € R je cA celistvy ideal, takze
z cA = (¢cR)A plyne, ze kazdy lomeny idedl je roven podilu dvou celistvych,
pricemz za jmenovatel 1ze vidy zvolit ideal hlavni.

I11.4.7 Tvrzeni. Kazdy lomeny idedl lze aZ na potadi jednoznacné vyjdadrit
jako soucin Pj*---P*, kde P; je prvoidedl a r; # 0, 1 < i < k, pFicemZ pro

Diikaz. Pokud bude P{* --- P;* = Py* - - P;*, tak pfevedenim zapornych expo-
nentti na druhou stranu rovnice dostaneme dvé ruzna vyjadreni celistvého ide-
alu. Jednoznacnost jeho vyjadfeni plyne z véty I11.4.4, takze musi byt r; = s1,
ceey T = Sk O

I11.4.8 Dusledek. Grupa Jr je isomorfni volné abelovské grupé s bdzi tvorenou
vsemi prvoidedly. O

MnoZinu vSech hlavnich lomenych idedlt ozna¢ime Pp (principal fractional
ideals). Je to podgrupa Jr, kterd je zjevné izomorfni grupé T*/R*. Kvocient
Cly = 1 /Pr se nazyva tridovd grupa (class group).

Pro hlavni lomené idedly mame aR = R pravé kdyz a je invertibilni prvek
R, tedy a € R*. Ptirozenym zpusobem tudiz dostavame exaktni posloupnost

1—-R"—T"—Jpr — Clyr — 1.

Popsat strukturu Clp néjakym obecnym zpusobem se nezda byt mozné. Rov-
nost Cly = 1 nastava praveé kdyz kazdy lomeny idedl T je hlavni, tedy pravé kdyz
kazdy ideal R je hlavni. Jinymi slovy, Clp = 1 pravé kdyz je R obor integrity.

Je-li T c¢iselné téleso a R obor integrity vSech algebraickych celych ¢isel ob-
sazenych v T, je T generovano R (existuje celistva béze), takZe ho lze ztotoznit
s podilovym télesem R. V takovém piipad€ je tfidova grupa vzdy konecna. Di-
kaz tohoto faktu se opira o tzv. Minkowského teorii, které se téz iiké , geometrie
Cisel®.
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LS  Mrize

AL V znadi redlny vektorovy prostor koneéné dimenze n. Podgrupu L Abelovy
grupy V(+, —,0) nazveme m#i%i, pokud existuji ey, ..., e, € V linedrné nezi-
vislé a takové, ze

L:{Zkiei; ki€ Z, kdelgigm}.

M¥iz se nazyva uplnd, je-li n = m. Mnozina {ey,...,e,} neni uréena jed-
noznacné, ale ¢islo m je grupou L jednoznacné dano. Je rovno jednak dimenzi
podprostoru, ktery generuje L, jednak velikosti volné baze volné Abelovy grupy,
kterou L je.

Zakladng burikou miiZe (vl bazi ey, ..., e;,) nazveme mnozinu

{inei; 0< N\ <1, kdelgigm}.

(V angli¢ting se tato mnozina nazjva ,fundamental mesh“. Zvoleny pieklad
prozrazuje bezradnost, jak nalozit se slovem , mesh“. Toto slovo se zda v nasem
kontextu odkazovat na vyznam ,prazdny prostor uvnitt draténé konstrukce,
¢ili na néco jako je naSe pytlacké oko.)

Topologie V' prenesend z euklidovského prostoru R™ neni zavisla na volbé
béaze V. Vektorovy prostor V' mtizeme proto v dalsim povazovat za topologicky
prostor. Podgrupa D Abelovy grupy V(+,—,0) se nazyva diskréini, je-li jeji
kazdy bod izolovany (mé okoli, ve kterém neni zZadny dalsi prvek D).

I11.5.1 Lemma. Diskrétni podgrupa D vektorového prostoru V tvori uzavrenou
podmnozZinu V.

Dikaz. Predpokladejme, Ze existuje z € V'\ D, jez lezi v uzavéru D. Dokazeme,
ze kazdé okoli U bodu 0 (ktery samoziejmé v D lezi) obsahuje néjaky nenulovy
prvek D.

Pro U zvolme U’ C U tak, aby z a,b € U’ vzdy plynulo a — b € U. Déle
vybereme z1, 22 € (x + U’') N D, 21 # x2. Pak 21 — 29 € D a soudasné

x1—xo = (v1 —x) — (x2 —x) € U.
O

II1.5.2 Tvrzeni. NechtV je konecné rozmérny redlny vektorovy prostor. Pod-
grupa V (4, —,0) je diskrétni pravé kdyz je ve V. miizi.

Dikaz.  Je ziejmé, ze kazda mfiz je diskrétni podgrupou V. Uvazme na-
opak néjakou diskrétni podgrupu D Abelovy grupy V(+,—,0) a vybereme
€1,...,em € D takové, Ze jde o vektory linedrné nezavislé, pficemz m je ma-
ximalni mozné. Podgrupa L C D generovand témito vektory je miizi. A{ B
oznacuje jeji zékladni buitkku vidi ey, ..., e,,. Pro kazdé d € D zvolme a4y € L a
bg € B, 7ze d = aq + bg. Takova agq a by musi existovat, nebot D lezi ve vektoro-
vém prostoru, ktery generuji ey, ..., e,. Mame by =d —aq € BN D pro kazdé
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d € D a mnozina S = {bg; d € D} je podle lemmatu III.5.1 bez hromadného
bodu. Protoze S lezi uvnit¥ kompaktni mnoziny, musi S byt mnozina kone¢na.
Méme D = L+ S, takZe index |D : L| = ¢ je koneény. Grupa D je proto konecné
generovana a ma néjakou volnou bézi fi, ..., f.. Podgrupa grupy D generovana
qf1,---,qfr je rovnéz volna hodnosti 7, takze z ¢D C L dostavame r < m. Rov-
nost r = m pak plyne z toho, Ze r musi byt rovno alesponi dimenzi vektorového
podprostoru, ktery D generuje. Dokézali jsme, Ze r je rovno dimenzi tohoto
podprostoru, a proto jsou fi,..., f, nutné vektory linearné nezavislé. Grupa D
je vskutku mrizi. O

I11.5.3 Lemma. At L je mviZ ve V. M¥#iZ L je tplnd prdvé kdyZ lze nalézt
omezenou mnoZinu B CV takovou, Ze V =J(a + B; a € L).

Diikaz. At L je miiz, generovand linedrné nezavislou mnozinou ey, ..., e, € V.
Je-lin =m = dimV, lze za B zvolit zdkladni bunku L. Predpokladejme tedy
naopak, ze existuje B omezené takové, ze mnoziny a + B pokryvaji celé V.
Zvolme néjaké = € V. Cilem bude ukazat, ze x lezi ve vektorovém podpros-
toru generovaném ej,...,e,. Tento podprostor oznac¢ime U. Je to uzaviena
podmnozina V, a ke kazdému ix, ¢ > 1 celé, lze nalézt a; € U a b; € B takova,
ze iz = a; + b;. Tudiz = i~ ta; + i~ 'b; a limita posloupnosti i~!b; je rovna
nule, nebot b; € B a B je omezend mnozina. Tim paddem je x roven limité
posloupnosti i ~!a;. Kazdy prvek posloupnosti lezi v U, takze z uzavienosti U

vyplyva x € U. ]

Kazd4 baze e = {ey,...,e,} vektorového prostoru V poskytuje positivné
definitni bilinedrni formu (u,v) = > «;0;, kde u = > aje; a v = Bie;. Zto-
toznéni u = > ase; s (aq,...,a,) € R™ dovoluje tuto bilinedrni formu chépat

jako standardni skalarni souc¢in. Podobné miizeme skrze toto ztotoznéni prenést
na V Lebesgueovu miru. Budeme ji znacit vol, nebo jen wvol.

Je znamo, ze pro rovnobéznostén A s vrcholy a;, + a;, + --- + a;,, kde
pro dand ay,...,a, € V probihd i¢;,...,4; vSechny celociselné posloupnosti, jez
spliuji 1 <13 < --- < i < n, plati

vol(A) = |det({ai, a;))|"/ = | det(as;)|,

kde a; = 3 aije; (oznacime-li totiz matici (a;;) jako P a matici ({a;,a;)) jako
S, tak plati S = PTP).

Je-li a = {ay,as,...,a,} baze, tak pro kazdou M C V métitelnou plati
vol, (M) = vol(A)~Lvol(M). Budeme-li porovnavat vol(M;) a vol(Ms), kde M;
i Ms jsou méritelné mnoziny, neni nutné specifikovat volbu baze e, nebot pii
jiné volbé se vol(Mji) i vol(Mz) méni o tyz linedrni faktor. (V tomto smyslu je
tfeba chapat znéni obou nize uvedenych tvrzeni.)

I11.5.4 Lemma. At{ L je dplnd miiZ ve V a af a = {a1,...,an} a b =
{b1,...,bn} jsou dvé takové bdze, Ze L = {> k;a;; ki € Z} = {>_ kibi; k; € Z}.
Oznacéme po Tadé A a B zdkladni buriky L vici bdzim a a b. Potom vol(A) =
vol(B).
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Diikaz. Bud T pfechodovéa matice od a k b, a at S je pfechodova matice od b
k a. Protoze a i b poskytuji m¥fiz L, musi byt obé matice celo¢iselné. Soucasné
je ST =TS = I,, takze |det S| = |detT| = 1, a tedy vol,(M) = voly(M)
pro kazdé méfitelné M. Specidlné 1 = vol,(A) = voly(B) = vol,(B). Zbytek je
ziejmy. O

Spole¢na hodnota vol(A) a vol(B) se obvykle oznacuje vol(L).

V dalsim pouzijeme téz fakt, ze konvexni mnoziny jsou méfitelné. O M C V
fekneme, Ze je to mnozina stredové soumernd, pokud pro kazdé x € M plati
—x e M.

IT1.5.5 Véta (Minkowského o m¥iZovém bodé&). At L je dplnd miiZ v redl-
ném vektorovém prostoru dimenze n. Potom kaZda stredove soumeérnd konvexni
mnozina M C 'V, kterd splnuje

vol(M) > 2™vol(L),
obsahuje alesport jeden nenulovy mrizZovy bod.

Dikaz. Budeme dokazovat, ze z vol(M) > 2"vol(L) plyne existence x1,xo € L
takovych, ze (z1 + 1/2M) N (z2 +1/2M) # 0 a 21 # z2.

Piedpokladejme opak a at A je zékladni butika L. Mnoziny AN(x+(1/2)M),
x € L, jsou tedy po dvou disjunktni, takze vol(L) > >, vol(AN(x+1/2M)).
Posunutim o —z pfejde AN (z + (1/2)M) na (A — x) N (1/2)M; tyto mnoziny
maji stejnou velikost. Plati totiz V = J(x + A; x € L) = U(4A —x; = € L).
S ohledem na |J((4A —x) N (1/2)M; = € L) = (1/2)M tedy mame vol(L) >
Swol((A—2z)N(1/2)M) > vol((1/2)M) = 1/2™vol(M), coz je spor.

At tedy z1 + (1/2)y1 = 22 + 1/2(y2), kde 21 # 22, a y1,92 € M. Pak
y=x1 —x2 = (1/2)y2 — (1/2)y; lezi ve stfedu tsecky spojujici yo a —y1, takze
jey € M. SouCasné y =x1 — x2 € L. O
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111.6 Rozsifeni Dedekindovych oboru

I11.6.1 Lemma. At R je Dedekindiv obor a af P je prvoidedl R. Potom je
R/ P téleso a pro kazdé i > 0 je P'/ P vektorovym prostorem nad R/ P, jehoZ
dimenze je rovna jedné.

Diikaz. Vyjdeme z toho, ze P?/ P! je R—modul. Protoze P- Pt = Pitl tak
je tento modul moZno chapat jako (R/P)-modul. Pfitom R/P je komutativni
téleso, nebof P je maximélni ideél.

Podle II1.4.4 mame P® # Pl Zvolme a € P\ P! a polozme A =
aR + P! Nagim cilem je ukidzat A = P’. Pfedpoklddejme Pt C A C P’ a
vynasobme vsechny idedly tohoto fetézce lomenym idedlem P~*. Podle tvrzeni
111.4.6 je P C A- P~% C R. Lomeny idedl, ktery lezi v R, je (celistvym) idedlem
R. Obdrzeli jsme spor s maximalitou P. O

V kapitole I11.4 jsme dokazali, ze Zk je Dedekindiv obor pro kazdé ¢iselné
téleso K. Uvahy v diikazu pouzité lze zobecnit na p¥ipad, kdy R je Dedekindiiv
obor (potom je R, mimo jiné, celistvé uzaviené ve svém podilovém télese T),
U je separabilni rozsiteni T kone¢ného stupné a S je celistvy uzavér R v U.
Uvidime, zZe pak je i S Dedekindtiv obor. Tak tomu je dokonce i v pfipadé, kdy
se nepredpoklada separabilita U nad T'; to vsak zde dokazovat nebudeme.

Oznaceni R, S, T a U budeme v uvedeném vyznamu pouzivat i nadéle.
Hlavnim cilem této kapitoly ovSsem neni ditkaz toho, ze S je Dedekinduv obor,
nybrz vztahy prvoidedlt p C R a prvoideala P C S, které p obsahuji. Dosazené
vysledky se samoziejmé aplikuji zejména na pfipady R = Z a S = Zg. Pro
spravné uchopeni vztahi logické zavislosti se vSak zda byt vhodné je dokazat
v odpovidajicim stupni obecnosti.

I11.6.2 Lemma. Okruh S je noetherovsky R—modul. Pro kaZdé o € U lze nalézt
nenulové v € R takové, Ze ra € S.

Dikaz. Existence r € R je dokazana v tvahach pfed tvrzenim III.3.4, pfi-
¢emz z tvrzeni I11.3.4 vyplyva, ze S C (Rag + -+ Ra,)d ' = R(d tag) + - +
R(d 'ay), kde g, ..., a, € S tvoii néjakou bazi U nad T a d = A(aq, ..., )
je diskriminant. Vidime, Ze S je podmodul kone¢né generovaného (a tedy no-
etherovského) R—modulu, a proto bézi rovnéz o noetherovsky R—modul. O

I11.6.3 Lemma. Celistvy uzdveér S Dedekindova oboru R v télese U, které
je separabilnim rozsitenim konecného stupné podilového telesa T oboru R, je
rovnéz Dedekindiv obor.

Dikaz. 7 lemmatu I11.6.2 vidime, ze U je mozné povazovat za podilové téleso
S a ze S je noetherovsky okruh. Z dusledku II1.2.8 plyne, ze S je rovné svému
celistvému uzavéru v U. Proto je S v U celistvé uzaviené. Zbyva dokazat, ze
nenulové prvoidedly jsou maximalni.

At je tedy P nenulovy prvoidedl S, a at p = P N R. Z Zornova lemmatu
plyne existence J O P, J maximéalni ideal S. Nasim cilem je dokazat J = P, tedy
dovést ke sporu existenci a € J\ P.
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Vime, ze J N R je providedl R, takze J N R = p. Indukci dle m dokézeme,
7e pro kazdy polynom > 7;2™ ¢ € R[x] stupné m z v = >_r;a™ " € P plyne
r; € p, 0 < i < m. Pfipad m = 0 je zfejmy, budiz m > 1 a uvazme v — ry, =
a(Xriam=1=%) € J. Mdme r,, =y — (y —rm) € JN R = p, takze v —r,,, €P a
z a & P plyne Y. r;a™ 17" € P, 0 < i < m — 1. Podle indukéniho piedpokladu
padnou vSechna 7; do p. Tim je indukce dokoncena a kyZeny spor obdrzime,
zvolime-li za > r;2™~% minimalni polynom s kofenem a. Ten je totiZz monicky
a 1 nepatti do p. O

Poznamenejme, ze separabilita U nad T byla potfebna v dikaze lemmatu
I11.6.2, a to diky pouziti tvrzeni III.3.4.

I11.6.4 Lemma. At p je nenulovy prvoidedl R. Potom je pS vlastni idedl S a
pro prvoidedl P okruhu S plati p = PN R prdvé kdyz se P vyskytuje v rozkladu
pS na soucin kladngch mocnin prvoidedli.

Diikaz.  Zvolme = € p\ p?. Pak xR = pa pro n&jaky (ne nutné vlastni) ideél
a okruhu R, ktery nepadne do p. Proto R = p + a, takze 1 = b + a pro néjaka
bepaa€ca Mamea¢paapCap=aR.

Predpokladejme nyni pS = S. Potom je aS = apS C xS, takze a = xy pro
néjaké y € S.Za,r E RCToplyney=ax ' €TNS=R. ZxcpaycRr
mame a € p, coz je spor. Vidime, ze pS je vlastni idedl S.

V rozkladu pS na kladné mocniny prvoidedlid se P vyskytuje pravé kdyz
pS C P, coz dava p € RN P. OvSem p C RN P pravé kdyz p = RN P, nebot
R NP je prvoideal R. Z p = RN P naopak samoziejmé plyne pS C P. (I

Prvoideal p okruhu R se ¢asto ztotoziuje s idedlem pS okruhu S. Je-li pS =
P{*...P& a P =P;, 1 <i<r, nazyva se e; ramifikacnim indexem (ukazatelem
vétveni) prvoideédlu P.

Stuperi inertnosti (nehybnosti) P nad p se definuje jako stuperl rozsifeni
télesa R/p télesem S/P. (Pfitom R/p chapeme jako podtéleso S/P ztotoznénim
R/p=R/RNPs RP/P.)

Je-li p=P7*...P¢r, tak se pro oznaceni stupné inertnosti P; nad p pouziva

fi-

I11.6.5 Tvrzeni. Pro kaZdy nenulovy prvoidedl p okruhu R plati (takzvand)
Sfundamentdlni rovnost

Zei,ﬂ:n: [UT]

Diikaz. Z &inské véty o zbytcich mame S/pS = ®S/P;*, pficemz z p C pS plyne,
Ze tento isomorfismus lze chapat i jako isomorfismus vektorovych prostort nad
télesem F' = R/p.

Chépeme-li S/P;* jako vektorovy prostor nad S/P;, je jeho dimenze dle lem-
matu II1.6.1 rovna e;. Dimenze S/P;’ nad F' je proto rovna e, f; a vidime, Ze
fundamentalni rovnost obdrzime srovnanim dimenzi na obou strandch isomor-
fismu, pokud ovéfime, Ze S/pS ma jako vektorovy prostor nad F dimenzi n.
Vybereme wy,...,w, € S takova, Ze w1 + pS,...,wm, + pS je baze S/pS, a
budeme dokazovat, ze wy, ... ,w;, je nutné bazi U nad T.
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Predpoklddejme nejprve, ze wi,...,w, jsou nad T linedrné zavislé. Pak
podle lemmatu I11.6.2 existuji rq,...,r, € R takovd, ze > rw; = 0 a idedl
I okruhu R generovany 71, ....r,, je nenulovy. Zvolme p € -1\ I~'p. Pak
Pr1, .., prm lezi v R a generuji idedl pI, ktery nelezi v p (z pI C p bychom méli
p € pI~'). To znamen4, Ze alespoii jedno pr; nepadne do p, takze poskytuje
nenulovy koeficient viiéi F' = R/p, a to je spor s volbou wy, ..., wp,.

Uvazme nyni R—-modul M = Rw; + - -+ + Rw.,. Podle lemmatu II1.6.2 staci
ukdzat M D dS pro néjaké nenulové d € R, nebot kazdé o € U lze pak ziskat
jako podil prvku z dS a prvku z R. Inkluzi M O dS budeme dokazovat ve formé
d(S/M) = 0. Podle lemmatu I11.6.2 je S, a tim paddem i S/M, noetherovsky R—
modul. Prvky wy, ..., w,, generuji S modulo pS, takze S = M +pS a p(S/M) =
S/M.

At je (i1,...,0, néjaky systém generatort S/M. Pak existuje ¢ X ¢ ma-
tice (p;;) prvki z p takové, ze 3; = Zj pijB;. Oznaéme B matici (p;;) — I, a
poloZzme d = det B. Poé¢itdno modulo p je d rovno (—1)9, a proto je d # 0.
Ozna¢me A adjunkt matice B. Podle tvrzeni III.1.5 je AB = dI,;. Soucasné ale
B(Bi1,...,8,)T =0, takze dB; = --- = dB, = 0, a tim paddem d(S/M)=0. O

Poznamenejme, ze pouzita zavérecna tvaha pouziva argumentaci, kterou lze
pouzit i pii diikazu Nakayamova lemmatu.

Je-li X podokruh komutativniho okruhu Y, je {y € Y; yY C X} = (X :Y)
idedl Y, ktery je obsazen v X . Kazdy ideal Y obsaZzeny v X zjevné v (X : Y) lezi,
takze (X : Y) je nejvétsim idedlem Y, ktery je v X obsaZen. V éiselnéteoretickém
kontextu se mu k4 privodi¢ (conductor) X. Uvidime, Ze v mnoha dilezitych
situacich je pruvodic¢ ideal nenulovy.

Uvédomme si, ze pokud je Y generovan jako X-modul prvky yi,...,yn, tak
je (X :Y)rovno (X :y),1<i<n,kde (X:y;))={y€Y; yy; € X}.

I11.6.6 Lemma. At X je podokruh S, ktery obsahuje R, a af aq,...,a, € X
tvofi bazi U nad T. Potom je privodic¢ (X : S) nenulovy.

Dikaz. DokéZeme nenulovost RN (X : S) = (X :g 5), coz je idedl R rovny
NX g wj), 1 < j < m, kde {w1,...,wn} je néjakd mnozina generdtord S
chapaného jako R—modul (viz lemma II1.6.2). ProtoZe pro kazdé w € S je (X :r
w) ={r € R; rw € X} idedlem R, sta¢i dokézat, Ze tento ideél je pro kazdé w €
S nenulovy. To ovSem snadno odvodime tivahou o linedrni zavislosti mnoziny
{a1,...,an,w}, z niz vyplyva existence r; € R, 1 < i <m,ar € R, r # 0,
takovych, ze rw =Y ra; € X. O

II1.6.7 Lemma. At =P{'...P;* je idedl S, kde P; jsou prvoidedly a e; > 1,
1 <i<k, aalp jeprvoidedl R. Pak I N R C p prdvé kdyz p = P; N R pro
nékteré i, 1 <i <k.

Dikaz. 71 =P . .P% plyne INR = (Y(PS N R; 1 < i < k), takie jistd
INR C P;NR. Protoze P,NR 2 P{NR D (P; N R)*, musi existovat e,
1 <eée) < e takovd, ze PN R = (P; N R)Ei. Vidime, ze I N R je soucinem
mocnin prvoidedla P, N R, 1 <1 < k. O
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I11.6.8 Dusledek. At I je idedl S a af p je nenulovy prvoidedl R. Jsou-li
idedly I a pS nesoudélné (tj. I +pS = S), jsou nesoudélné i idedly IN R a p
(t. INR+p=R).

Diikaz. At Pq,...,Pg jsou jako v lemmatu II1.6.7. Podle n&j nesoudélnost INR
a p znamena, ze je p #Z P;NR, 1 < i < k. OvSem kdyby néktera z téchto rovnosti
nastala, bylo by jak I C P;, tak pS C P;, dle lemmatu I11.6.4. O
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IV Minkowského teorie

IV.1 Ciselna télesa

V této kapitole pfipomeneme nékteré poznatky z predchozich casti, které se
tykaji Ciselnych téles.

Pripomenme, ze komutativni téleso K se nazyva ciselnym télesem, je-li cha-
rakteristiky nula a je-li kone¢ného stupné nad svym prvotélesem. Tato definice
je alternativou viéi definici v kapitole II1.3, nebot prvotéleso K je isomorfni Q,
takze K lze povazovat za mezitéleso Q < K < C, [K : Q] < oc.

Vsechny prvky K jsou algebraicka komplexni ¢isla, pficemz ta z nich, ktera
jsou algebraické celd (jsou kofenem monického celoéiselného polynomu), tvori
celistvy uzavér Z v K; znatime ho Zg.

Pripomenme, Ze obecné se diskriminant v koneéném separabilnim rozsiteni
U|T s bazi ai, ..., oy definuje jako determinant matice (Try|7(c;c;)) a Ze ho al-
ternativné lze obdrzet jako ¢tverec determinantu matice (g;(c;)), kde g1,...,9n
jsou vsechny T—homomorfismy U— U (viz IL.5.5). P¥itom z tvrzeni I1.5.6 vime,
Ze hodnota diskriminantu je vzdy nenulova.

V C(Ciselnych télesech je vyznam diskriminantu umocnén tim, Ze v jistém
smyslu nezavisi na vybéru baze. To vyplyva z véty I11.3.8 a z tvah, které za
ni nasleduji. Pfipomeneme je.

Okruh Z je jako Abelova grupa kone¢né generovany, proto je kone¢né gene-
rovanou Abelovou grupou i kazdy jeho idedl (takze Zk je noetherovsky okruh).
Volna béaze Zy jakozto Z—modulu (tedy jako Abelovy grupy) se nazyva celistvd
baze. Kazdy prvek K ma celociselny nasobek, ktery padne do Zg . Proto je veli-
kost ¢iselné baze nutné rovna n = [K : Q]. Z tvah o determinantu pfechodovych
matic (tvrzeni I1.5.6) pak vyplyva, Ze hodnota diskriminantu A(Zg) na volbé
celistvé baze nezavisi.

Je-li I nenulovy idedl, tak je velikost jeho celistvé baze rovnéz n = [K : Q).
Divod je pfimocary: zobrazeni z — cx je pro kazdé ¢ € Zk, ¢ # 0, isomorfis-
mus Zg a hlavniho idedlu ¢Zg . Hodnost nenulového idedlu I (jakozto Abelovy
grupy) je tedy uzaviena mezi shodnymi hodnostmi ¢Zg a Zg, kde ¢Zk C I.

Pro ideal I plati stejné Gvahy o determinantu prechodové matice, a proto
je velikost jeho diskriminantu nezavisld na volbé celistvé baze. Piseme A(I) a
mame

A = |Zg : I*A(Zg),
kde vyznam |Zy : I| 1ze snadno ptiblizit, nebot z teorie koneéné generovanych
Abelovych grup plyne, ze I mé celistvou bazi, jejiz prvky jsou celociselnymi
nenulovyni nasobky néjaké celistvé baze Zg .
Protoze Zk je Dedekindiiv a protoze lomené idedly Zx maji podle lemmatu
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I11.4.5 strukturu volného Z—modulu hodnosti n = [K : Q], vidime, ze diskrimi-
nant A(I) je definovén i pro idedly lomené, a ze pro I’ C I dva lomené idedly

plati
A = |1 : T'|A().

Index |Zk : I|, kde I je idedl okruhu Zg, se ¢asto oznacuje N(I) a nazyva
absolutni normou idedlu I. Divod této terminologie vyplyva z nasledujiciho
tvrzeni.

IV.1.1 Lemma. Af je I hlavni idedl okruhu Zy generovany prvkem a. Potom
|Zk : 1| = [Nk g(@)]-

Diikaz. Uvazme néjakou bazi ey, ..., e, télesa K nad Q. Podle definice normy
je Nkjg(a) rovno determinantu matice A = (a;;), kde aej = ), a;je;. Zvolme
e1,...,en tak, aby 8lo o celistvou bazi Zg. Sloupcové vektory matice A pak
tvofi celistvou bazi idealu I.

Matici A muzeme chépat jako pfechodovou matici od béaze e,...,e, k
bazi aey,...,ae,. Z véty o podgrupach konecné generované beztorzni abelov-
ské grupy plyne, ze vybér celistvé baze ey, ...,e, lze provést také tak, aby
dieq,...,dye, byla celistva baze idedlu I, kde d; > 1 jsou celd ¢isla, 1 < i < n.

Matice pfechodu mezi dvéma celistvymi bazemi idedlu I mé determinant
rovny +1, takze determinant matice A a determinant diagonalni matice, kterd
mé na digonale hodnoty dy,...,d,, se musi az na znaménko shodovat. Ovsem
dy--dp =12k : I|. O

IV.1.2 Tvrzeni. At I = P[*---P* je faktorizace idedlu I okruhu Zg na
prvoidedly. Potom
N(I) =N(P)™ -+ - N(Pg)"™.

Dikaz. Podle ¢inské véty o zbytcich je Zk /I = Zy /P* & ---® Lk /P.*, takze
N(I) = N(P*)---N(P.*). Staci tedy ukazat N(P7) = (N(P))’, pro kazdy
prvoidedl P a kazdé j > 1. Oviem N(P?) = |Zg : P/| = |Zk : P|-|P :
P?|.-.|P7~1 . PI|. Podle Lemmatu I11.6.1 je |Zx/P| = |P""*/P?| pro kazdé
i>1. U

IV.1.3 Tvrzeni. Pro kaZdou konstantu C > 0 plati, Ze existuje pouze konecéné
mnoho idedli I daného okruhu Zy, jez spliuji N(I) < C.

Dikaz. 7 tvrzeni IV.1.2 plyne, Ze stac¢i dokazat existenci omezeného poctu
prvoidealt P, jez spliiuji N(P) < C. Prunik PNZ je prvoideél Z, a tedy roven pZ
pro né&jaké prvodislo p. Protoze Zg /P je téleso, musi byt N(P) = |Zk : P| rovno
né&jakému p/, f > 1. Stadl tedy pro kazdé prvocislo p < C dokézat omezeny
pocet prvoidedlid P, jez splnuji P N Z = pZ. Tato podminka je ekvivalentni
podmince p € P, tedy pZx C P. Tu spliuji pravé ty prvoidealy P, jez se
vyskytuji v prvoidedlovém rozkladu pZg. Takovych prvoidedld je samoziejmé
jen kone¢né mnoho. O
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IV.2 Prostor Minkowského

Minkowského ptistup, ve kterém se prvky ciselného télesa K stupné n povazuji
za body n—rozmérného prostoru, se ¢asto nazyva ,geometrie ¢isel“.

IV.2.1 Lemma. Af D = {(u,v) € C x C; v =7} a af G:D—R?, G(u,v) =
(a,b) pro kazdé w = a + ib € C. Pak je G isomorfismus redlnych vektorovgch
prostortd a pro (uy,v1), (ug,v2) € D je soutadnicovy skaldrni soucin G(ui,v1) a
G(uz,v2) roven (uils + v102)/2.

Diikaz. Prva ¢ast dikazu je ziejmé, druhd je patrnd, zapiSeme-li u; jako a; +
ib1 = U1 a ug jako as + tby = V. Pak uius = (a1a2 + blbz) - i(albg — agbl),
zatimco v1Uy = (alag + blbz) + i(albg — agbl). O

Definujme nyni K¢ jako komplexni vektorovy prostor tvoreny vSemi n—ticemi
(ug; g € Hom(K,C)). Jeho dimenze je rovna n; pofadi zapisu n-tic vak neu-
pravujeme. Mnozina Hom(K, C) zde tedy vystupuje jako mnozina indexti. Vyu-
Zijeme toho, Ze na této mnoziné je definovana involuce g — 7, kde g(a) = g(a)
pro kazdé a € K.

Pevné body této involuce jsou rediné homomorfismy, nebot zobrazuji K do
R. Ostatnim homomorfismim se ¥ika komplezni.

Na K¢ uvéazime jednak hermitovsky souéin (u,v) = Y u4,, jednak involuci
F:(ug; g € Hom(K,C)) — (uz; g € Hom(K,C)). Zobrazeni F' tedy méni
hodnotu u4 na ¢islo komplexné sdruzené, a ziskana hodnota je pfifazena indexu

gJ.
IV.2.2 Lemma. At u,v € K¢. Pak (F(u), F(v)) = (u,v).

Diikaz.  Uvazme (uq) a (vg), kde ¢ € Hom(K,C). Pak (u,v) = > TUyv, =
> Tigvg = (F(u), F(0)). 0

IV.2.3 Dusledek. Afu,v € K¢. Z F(u) = u a F(v) = v plyne (v,u) = (u,v) €
R.

Komplexni vektorovy prostor K¢ lze samoziejmé povazovat také za redlny
vektorovy prostor. Zobrazeni F' je automorfismus tohoto redlného vektorového
prostoru, nebot zjevné F'(u+v) = F(u)+ F(v) a F(Au) = AF(u) pro u,v € K¢
a A € R. Mnozina pevnych bodu F' je tudiz redlny vektorovy podprostor K¢
a hermitovsky soucin ( , ) indukuje na tomto podprostoru soucin skalarni, dle
dasledku IV.2.3. Oznac¢ime ho Kg.

Reélny vektorovy prostor Kgr vybaveny popsanym skaldrnim soucinem se
nazyva Minkowského prostor. Metriku odvozenou od jeho skaldrniho soucinu
budeme nazyvat metrikou kanonickou, a budeme ji znacit vol.

Prvky Kg jsou tedy ty n-tice (uy; g € Hom(K, C)), Ze ug = Ug. Pro redlny
homomorfismus g tento vztah znamend u, € R.

Pocet redlnych homomorfismu se obvykle znaci r a pocet dvojic komplexné
sdruzenych komplexnich homomorfismi se obvykle oznacuje s. Je tedy n =
r 4 2s.
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IV.2.4 Tvrzeni. A{Y C Hom(K,R) obsahuje viech r redlngjch homomorfismi
a af z kazdé z s dvojic komplexné sdrufenyjch homomorfismi obsahuje prdvé
jeden homomorfismus. Definujme G:Kr— R 2% (ug) — (ag) tak, Ze ay = u,
pro g € X redlné a (a4, ag5) = (Re(ugy),Im(ugy)) pro g € ¥ komplexnd.

Polozme 14 = 1 pro redlné g € Hom(K,C) a 7, = 2 pro g komplezn.
Definujeme-li na R™2% skaldrni soucin (—,—) tak, Ze pro (ay), (by) € R"T2% je
(a,b) =" Tgaqby, je G isomorfismus i vzhledem ke skaldrnimu soucinu.

Diikaz. Prva ¢ast lemmatu plyne z definice Kg. Druhou lze odvodit z lemmatu
Iv.2.1. O

Jednotkové krychle ve skalarnim soucinu (a,b) = > 74a4b, mé takové vr-
choly (ey), g € Hom(K,C), Ze e, € {0,1} pro g redlny a e, € {0,1/v/2} pro
g komplexni. Jeji objem ve standardnim skalarnim soucinu je tedy 27°, takze
milzeme vyslovit

IV.2.5 Dusledek. Af je voly standardni mira v R™25. Pak pro kaZdou mévi-
telnou mnozinu M C Kg plati vol(M) = 2%volo(G(M)).

Na K¢ lze pfirozené definovat stopu Tr: K¢ — C, (ug) +— > ug. Jde o line-
arni formu, kterd splituje Tr(F(u)) = Tr(u), takze pii zizeni na Kr dostdvame
linearni formu Tr: Kr — R.

Definujme f: K — K¢ tak, ze f(« )i(g( a); g € Hom(K,C)). Hodnota
odpovidajici indexu g je rovna g(a) = g(«), takze F(f(a)) = f(a) pro kazdé
a € K, atedy Im(f) C Kg.

Z tvrzeni I1.5.2 okamzité mame
IV.2.6 Lemma. At a € K. Potom Tr(f(a)) = Tro(a).

IV.2.7 Tvrzeni. Je-li I nenulovy idedl Zy,, pak je f(I) dplnou miizi v Kr a
vol f(I) =+/|AD)].
Diikaz. Uvazme celistvou bazi ay, ..., a, idedlu I. Vidime, ze f(I) je rovno
celoéiselnym kombinacim prvki f(aq),. .., f(ay,). Podle lemmatu I1.5.5 je A(T)
rovno (det(M))?, kde M = (g;(;)), Hom(K,C) = {g1,...,9n}. Protoze A(I)
je celé a nenulové, a protoze sloupcové vektory matice M jsou po fadé rovny
flar),..., f(an), musi byt tyto vektory linedrné nezavislé. Vidime, ze f(I) je
v Kr vskutku mfizi.

Matice ((f(c), f(j))) mé na pozici (z,7) hodnotu )", gr(c;)gr(cy), takze
je rovna MTM (pro srovnani pfipometime, ze M7T M dava matici (Tr(alaj)))

Tudiz vol(f =1/|det(MTM) —\/| det(M)|? :\/| det(M))?| :\/|A

IV.2.8 Tvrzeni. At je I nenulovy idedl Zy, a at ¢q, g € Hom(K, C), jsou kladnd
redlnd cisla, cqg = cg. Je-li (2/m)%/|A(I)| < []ey, existuje o € I, a # 0, jez pro
vSechna g € Hom(K, C) spliuje |g(cr)| < cq.

Diikaz. Polozme M = {(uy) € Kr; |ug| < ¢4 pro viechna g € Hom(K,C)}. At
G:Kgr—R"2% je stejné jako v tvrzeni IV.2.4. Potom

G(M) = {(ag), lag] <c, a ai + a% < ci},
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kde p odkazuje na redlné homomorfismy g a o vybird z kazdé dvojice {g,g}
komplexnich homomorfismt pravé jeden.

Objem G(M) ve standardni metrice voly je [],(2¢,) [, (wc2), coz podle
diisledku IV.2.5 davé vol (M) = 2""57° [] ¢,. Mame tedy

vol (M) > 2°/[A(D)] = 2"vol (f(I)).

Podle Minkowského véty o miiZzovém bodé v M lezi néktery z bodu (g(«); g €
Hom(K, C)), kde o € I, @ # 0. P¥islunost tohoto bodu k M znamend |g(«)| <
¢g, pro viechna g € Hom(K, C). O

IV.2.9 Tvrzeni. At I je nenulovy idedl éiselného télesa K. Pak existuje o € I,

a #£ 0, takové, Ze
[Nkjg(a)| < (2/m)VIAUT)].

Diikaz. Norma N () je pro kazdé a € I celé ¢islo (viz napf. tvrzeni I11.3.2).
Proto staci dokdzat | N |q(a)| < E,kde E = e+(2/7)%/|A(I)] a€ > 0 je vhodné
zvolené. Zvolme ¢, > 0 redlnd tak, ze ¢, = ¢z, g € Hom(K,C), a [[¢, = E.
Podle tvrzeni IV.2.8 mizeme nalézt o € I, o # 0, takové, ze [g(a)| < c¢g,
g € Hom(K,C). To ovSem znamena, ze |Ng|q(a)| = []]g(e)| < E. O

Ze vztahu A(I) = |Zy : I*A(Zrc) vyplyva, zey/| A1) =v/|A(Zk)||Zk - 1],
kde |Z g : I| piSeme téZ jako N(I) (viz kapitola IV.1).

Polozime-li C' = (2/7)%/|A(Zk)|, tak z lemmatu IV.1.1 a tvrzeni IV.2.9
vyplyva, ze existuje a € I, a # 0, jez spliuje |[Ng o ()| = [N(aZxk)| < CN(I).

Podle tvrzeni IV.1.3 existuje jen kone¢né mnoho ideald I s N(I) < C. Tato
fakta ndm dopomohou k dikazu

IV.2.10 Véta. TFidovd grupa Cli ciselného télesa K je vidy konecnd.

Diikaz. Af J je nenulovy lomeny ideal. Podle pfedchoziho bude stacit, kdyz
dokdZeme, ze J je mozné vyjadiit jako (SZk)l = BI, kde § € K a kde I je
(celistvy) idedl, jenz spliiuje N < C

Uvazme v € Zg, v # 0, takové, ze vJ 1 je celistvy ideél (viz lemma I11.4.5)
a at a € vJ 7! spliuje |[N((aZk)(vJ 1)) < C. Piitom I = (aZ)(yJ 1)t =
ay~1J je ideal celistvy a J = (ya~1)I. (Celistvost I vyplyva z toho, ze agJy !
je celistvy kdykoliv Jy je celistvy a ag € Jo, nebot z agZy C Jo plyne O‘Jo_l -
JoJy ' =Zk.) 0

Radu tiidové grupy Clx se iika tridové ¢islo (class number) a znacivé se hy .
Jeho hodnota (i struktura Clx) se jevi byt velice tézko odhadnutelna.

Je znamo, ze okruh algebraickych celych kvadratického télesa (@(\/E) je pro
d < 0, d nedélitelné ¢tvercem, obor hlavnich idedla (tj. mé hx = 1) pravé pro
d=-1,-2,-3,-7,—-11,-19, —43, —67, —163.

Pro Q(/d), 2 < d < 100 nedélitelné &étvercem, dostavame obory hlavnich
ideédla pro d = 2,3,5,6,7,11,13,14,17,19,21,22,23,29, 31, 33, 37, 38, 41, 43, 46,
47, 53,57,59,61,62,67,69,71,73,77, 83, 86, 89,93,94,97. Je vSak otevienou o-
tazkou, zda Q(\/E), d bez Ctvercovych déliteld, je oborem hlavnich idealt pro
nekonecné mnoho d > 1.
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Historicky vzato je zkouméani Velké Fermatovy véty spjato se zkoumanim
struktury cyklotomického okruhu Z[§,], kde £ = &, je p—t4 odmocnina z jedné.
Rovnost yP = 2P — zP lze totiz zapsat jako

y-y=(z-z)(z—&x)--- (2 - " o)

a z toho lze odvodit spor v pfipadé, ze Z[¢p] je oborem hlavnich idealt. Argu-
mentaci lze prodlouzit i na situaci, kdy p nedéli t¥idové ¢&islo h,,, avSak pro p | hy,
se naznaceny postup pouzit nepodafilo. Prvocisla s p { h, se nazyvaji requldrn,
ostatni jsou ireguldrni. Pro p < 100 jsou iregularni prvocisla 37, 59 a 67.
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IV.3 Dirichletova véta o jednotce

Zacneme multiplikativni verzi teorie Minkowského. Ta vychazi z multiplikativni
grupy K¢ =[[,(C*; g € Hom(k,C)), kterou budeme zobrazovat na [, (R;g €
Hom(K, C)) pomoci ¢:C*—R, z +— log|z|.

Vidime, Ze £:]], C* — ], R je homomorfismus komutativnich grup, ktery
pfevadi multiplikativni notaci na aditivni. Jeho jadrem jsou n-tice (z4; g €
Hom(K,C), kde |z4| = 1 pro kazdé g (i nadéle pfedpokladame n = [K : Q]).
Definujeme-li N: K¢ — C*, (24; g € Hom(K,C)) — [[zy a Tr:[[, R = R,
(zg; g € Hom(K,C)) — " x4, vidime, Ze je {N = Tr /.

Definujme f:K* — K¢ stejné jako v predchozi kapitole, f(o) = (g(a);g €
Hom(K,C)). Pak Ng|g(a) = [[g(a) = N(f(a)), takze diagram

K —Lls Kz — TR

SR

Q* c* R

komutuje. Na K¢ preneseme definici F' s pfedchozi kapitoly, tedy F'(zq; g €
Hom(K,C)) = (24; g € Hom(K,C)). Z kapitoly IV.2 vime, ze F(f(a)) = f(«)
pro kazdé a € K. Chéapeme-li F' na K* jako identitu a na C* jako z — Z, vidime,
zeje foF =Fof, NoF =FoN aNggoF = FoNg|g. K tomu, aby platily
vztahy komutovani i v ostatnich pfipadech, je tfeba na [] 9 R definovat F' tak,
ze F(zy; g € Hom(K,C)) = (z7; g € Hom(K,C)). Pak je jak Fol = (o F, tak
TroF = F o Tr.

Je-li ¢ néktery z homomorfismt v uvedeném diagramu, tak z F'(z) = x plyne
F(o(x)) = o(F(z)) = (), takze dostdvame komutativni diagram

K —1s K — % ([T, R
NKQl Nl/ Trl
Q* R*—Y >R

kde [T, R]* = {z,4 € [, R;zg = 24 pro kazdé g € Hom(K,C)}.
Podobné jako v zdkladni aditivni verzi, i zde prostor [[[, R]* zobrazime

na ,standardni“ reidlny prostor, a to na prostor R"™*. Zobrazeni je definovano
tak, ze zachovava hodnoty x,, g realny homomorfismus, a dvojici (x4, 24) odpo-
vidajici dvojici komplexné sdruZenych komplexnich homomorfismi zobrazi na
2x4. Oznacime-li popsané zobrazeni GG, dostaneme prodlouzeni ndmi uvazova-
ného komutativniho diagramu, nebot zjevné plati Tr oG(x) = Tr(x), pro kazdé
z = (x,) € [T, BI".

Pro (z4) € K mame

2).

G o l(zg) = (log|zp, ], .. -,10g|2,.],108 |20, |2, . . ., 1og |2,,
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V dalsich itvahach budou hrat znac¢nou roli néasledujici mnoziny:

wK) = {acK; o" =1 pro ngaké k > 1},
Zx = {a€Zg; Nggla)=+£1},
S = {y€Kg; N(y) ==1} a
H = {ze[I,R]"; Tr(z) = 0}.

Z tvrzeni IIL1.3.2 vyplyva, ze vySe uvedené vyjadieni Zj je vskutku pouze
jiny zpusob popisu invertibilnich prvka Zy .

IV.3.1 Lemma. Pro ka#dé o € K je Ngg(@) = Nkjg(a) a Ngjg(la?) =
(Nkjo(a))?.

Diikaz.  Prva rovnost vyplyva z toho, ze zUzeni z — Z na K je jednim z
automorfismti K. Druhd rovnost pak vyplyva z multiplikativity normy, nebot
|a|? = aa. O

IV.3.2 Dusledek. Pro a € Zg plati o € Zj, < |a| = 1.

Diikaz.  Podle lemmatu IV.3.1 je o € Zj, pravé kdyz Ngg(laf?) = 1. Pro
t€Q,t>0,oviem mame Ngg(t) =1t =1 O

IV.3.3 Lemma. Pro kaZdé celé k € 7Z existuje, aZ na ndsobeni invertibilnims
pruky, pouze konecné mnoho a € Zg takovych, Ze N g(a) = k.

Dikaz. Hlavni idedl kZk, k # 0, je v Zx kone¢ného indexu N(kZk) = |Zx :
kZK|. Staci proto dokazat, ze z o = 3 (mod kZg), |Ngg(a)| = [Nk o(B)| = k,
vyplyvé invertibilita a3~ 1. Af tedy 3 = o+ kv, v € Zg. Pisme N misto Nk\o-
Méme N(B8)3~! € Zk, a proto aff~t =1 — (kB 1)y =1+ (N(B)B-1)Y € Zk.
Stejné tak ovsem fa~! € Zg, takie o3~ je invertibilni prvek Zg. O

Vratme se k vySe uvazovanému komutativnimu diagramu a k jeho vztahu k
mnozindm Zj, C K*, S C Kz a H C [[],R]". Proy € S je 0 =((1) = (N(y) =
Tr{(y), takZe £(y) € H, a tedy ¢(S) C H. Snadno nahlédneme, ze dokonce plati
£(S) = H. Nés vSak bude zajimat I' = ¢o f(Z%,). Protoze f(Z%;,) C S,jeI' C H.
Zuzeni £ o f na Zj, oznacime A.

IV.3.4 Tvrzeni. Posloupnost

je exaktni.

Diikaz.  Jde o ovédeni, ze u(K) = Ker()\). Pokud o = 1, tak g(a)* = 1 pro
kazdé g € Hom(K, C). To znamend o f(«) = 0, takze o € Ker()). Zbyva oveérit
Ker(\) C u(K), tedy oveéfit, ze {« € Z%; |g(«)| = 1 pro kazdé g € Hom(K,C)}
lezi v p(K). Ov8em k tomu sta¢i nahlédnout, Ze uvedend mnozina je koneéna,
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nebof vSechny kone¢né podgrupy K* lezi v pu(K). Mnozina {y € Kg; |yq| <
1 pro v8echna g € Hom(K,C)} je omezend, a proto v ni lez{ jen koneéné mnoho
prvkia miize f(Zg). O

IV.3.5 Véta. Grupa I' = Im(\) je dplnou miiZ v (r + s — 1)—rozmérném
vektorovém prostoru H.

Dikaz. Nejprve vylozime, ze I' je miizi. To podle tvrzeni II[.5.2 znamena
dokéazat, ze I je diskrétni podgrupa H. K tomu staci dokazat, ze pro kazdé ¢ > 0
obsahuje mnozina U, = {(z,) € [[], R]*"; |z4| < ¢ pro vSechna g € Hom(K, C).
pouze konecné mnoho bodt I'. Vzorem U, v zobrazeni ¢: K¢ — [[], R]T je
mnozina {(z4) € Kg; e ¢ < |z4] < e°}. To je ovSem mnozZina, kterd obsahuje
jen kone¢né mnoho prvkt miize f(Zg), nebot je to mnozina omezena. Proto
obsahuje f~1¢~1(U,.) jen kone¢né mnoho bodii Zy, a tim spise Zj,. Pfitom
TNU. = U.NANZ%) = A1 (U) N Zk C f~H-Y(U) N T

Nyni je tfeba ovérit, ze miiz I' je v H Gplna. Podle lemmatu II1.5.3 staci na-
1ézt omezenou mnozinu B C H takovou, ze H = |J, .r(B+7). Pritom B sestro-
jime jako ¢(T'), kde T bude vhodnd omezend podmnozina S = {y € Kg; N(y) =
+1}. Pfitom omezenost T je vyjadfena existenci ¢y > 0, Ze |z4| < ¢4 pro kazdé
(xg) € T. Pak je £(T) = {(log |z4|); (z4) € T} rovnéz omeznd, nebot z (z4) € S
vyplyva []|zg| < 1, takze |zg| > [], ., lcg/| 7! > 0 implikuje omezeni log |z,|
zdola.

Jeli B=4T)a~y="{f(a) €T, o € Z},je B+~ ={Tf(a)), nebot
UT f(a)) = {(log49(@)); (x,) € T} = {(log|zy]) + (loglg(@)]); (z) € T)} =
UT) + ¢f(c). Nasim cilem tedy vlastné je nalézt T C S omezenou tak, aby
platilo S = J(Tf(a)); a € Z3).

Piitom T budeme hledat ve tvaru [J(S N X f(a;!); 1 <i < N), kde X je
omezend podmnozina Kr a aq,...,ay jsou vhodné prvky Zg.

Polozime X = {(z4) € Kg;|z4| < ¢4}, kde ¢4 > 0, g € Hom(K,C), jsou
takové, ze ¢4 je vidy rovno cg, a ze [[ ¢y > (2/m)%/|AN(Zk)|, a prvky o, ..., an
zvolime tak, aby kazdé 3 € Zg, jez spliuje 0 < |Ngo(8)| < [[ ¢y, bylo mozné
vyjadrit ve tvaru a;o, kde 1 < ¢ < N a a € Z}. Takova volba «; je podle
lemmatu IV.3.3 mozna.

Uvazme nyni libovolné y = (y,) € S. Pak Xy = {(z4y4); |24| < ¢} =
{(29); |24l < cqlygl}. Pritom [T |yy| = 1, takze pro Xy existuji ¢, > 0 takovd, ze
Xy ={(29); lzgl <y}, 1y =[lcg acg=cy (je totiz yz = ;). Podle tvrzeni
IV.2.8 mizeme pro kazdé y € S tedy nalézt o, € Zg, oy # 0, ze f(ay) € Xy.
Pfitom je Ngg(ey) < [I¢, = [I¢y, takie ay, = a;a™" pro néjaké a € Zj a
i, 1 < i < N. Vidime, Ze existuje 2 € X, jez spliiuje f(a;a™1) = zy, takze
y=! = (zf(i)"Y)f(a) € Tf(). Pfitom je vhodné piipomenout, ze S tvoii
podgrupu K7. Z f(a) € Say € S tedy vskutku plyne zf(a;) ™t € SNX f(a;t).
Dokazali jsme, ze S = S~ C YT f(a); o € Z};). O

Uplna mifz v H je volna abelovska grupa fadu dim H = r + s — 1. Mfizeme
proto vyslovit

IV.3.6 Véta (Dirichletova o jednotkach). A¢ K je ciselné téleso. Potom je
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Z3; soucinem konecné cyklické grupy p(K) a volné abelovské grupy rddu r+s—1.

Diikaz. Pouzij tvrzeni IV.3.4 a vétu IV.3.5. (]
Kazdému systému €1, ..., € Zy, t = r+ s — 1, takovému, ze kazdé ¢ € Z};
lze jednoznaéné zapsat jako e = (ei* ---&;*, kde ¢ € u(K) a v1,...,1; jsou celd

Cisla, se ika systém fundamentdlnich jednotek.

Méjme tedy fundamentdlni jednotky e1,...,e;. Pak A(e1),...,A(es) tvori
béazi mfize A(Z};) v H. Jeji objem vol(A\(Z3;)) zélezi pouze na volbé miry vol,
nikoliv na volbé fundamentédlnich jednotek (viz lemma II1.5.4). P¥itom miru
vol muzeme uvazovat bud kanonickou (indukovanou soufadnicovym skaldrnim
sou¢inem v [[], R], jehoz je [[[, R]™ podprostorem), nebo danou ztotoznénim
G:[[[, R =R"**. ve kterém (x4, z5) prechdzi na 2z, pro kazdou dvojici (g, 7), g
komplexni homomorfismus. Zvykem je pracovat s posledné zminénou metrikou,
takze vol(A(Z3;)) je definovano jako volo(G(vol(A(Z3})))), kde voly oznacuje
miru indukovanou na {z € R"**; Trz = 0} standardnim soufadnicovym skalar-
nim soucinem v R" 5.

Pro € € Z3 budem M (¢), 1 < i < r + s, pouzivat ve vyznamu soufadnic
vektoru G(A(e)) = (M1(e), ..., Arts(€)).

Cislu vol (A(Z3)) A/ (7 + s) se Tik4 reguldtor K a znacivd se R. Jeho hodnota
mé znaény vyznam pii praci s Dedekindovou zeta—funkci.

IV.3.7 Tvrzeni. A{ K je ciselné téleso a af €1,...,6r15_1 je néjaky systém
jeho fundamentdlnich jednotek. Polozme A = (X\i(g;)), kde 1 < i < r+s a
1 <j <r+s—1. Potom je regulator R roven absolutni hodnoté libovolného
(r+s—1) x (r+s—1) minoru A.

Ditkaz. Potfebujeme znat objem rovnobé&znosténu v R™TS ktery je tvofen
obrazy jednotek €;,...,e,45—1 a jednotkovym vektorem kolmym na nadrovinu
vektortl nulové stopy. Timto vektorem je (r + s)'/2(1,...,1) a determinant
matice, kterou obdrzime z A pfiddnim jedni¢kového sloupce budeme, aZ na zna-
ménko, (r + s)-ndsobkem uvedenych minort. Diivodem je skuteénost, Ze pfi-
¢tenim k vybranému fadku vsSech fadkt ostatnich dostaneme fadek, ktery ma
na pozici jedni¢kového sloupce r + s a jinde nuly, nebot obrazy jednotek maji
nulovou stopu. Vidime, Ze vol(\(Z%)) = (r +s)~Y2(r + s)d =+/(r + s)d, kde d
je absolutni hodnota determinantu kteréhokoliv z minorta. Proto d = R. O
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V

V.1 Afinni variety

Méjme dano komutativni t&leso K a af je n > 1 pfirozené ¢islo. Nejprve sestro-
jime zobrazeni V a I, kterd pfevadéji podmnoziny K[z, ..., T,] na podmnoziny
K™ (zobrazeni V) a zpét (zobrazeni I).

Pro J C K|[z1,...,2,] budiz

V(J) ={(e,...,an) € K" p(oa,...,a,) =0 pro viechna p € J}
a pro C' C K" méjme
I(C)={p € K[x1,...,2n]; ploa,...,a,) =0 pro véechna (aq,...,an) € C}.

Nékteré zakladni vlastnosti V a I 1ze snadno ovéfit, a proto je uvedeme bez
dikazu.

V.1.1 Lemma. (i) A{C; CK" aJ; C K[x1,...,2,], %€ 1. Pak

H(UQ) = ﬂH(CZ) a V(UJi) = ﬂV(Ji)

(ZZ) Cl - Cz = ]I(Cl) D ]I(Cg) a J1CJy=> V(Jl) D V(Jg)
(1)) IV(J) 2 J a VI(C)DC. O
Z bodu (ii) a (ii1) madme okamzity disledek

V.1.2 Dusledek. Dvojice (I, V) tvori Galoisovu korespondenci mezi podmno-
Zinami K™ a podmnozinami K[x1,...,x,)].

Mnoziny I(C) jsou idedly okruhu Klz1,...,z,]. Ne kazdy idedl je oviem
mozné vyjadiit ve tvaru I(C). Ty ideély, které takto vyjadrit lze, se nazyvaji
UZGUTENE.

Mnoziny tvaru V(J), kde J C K|[z1,...,x,], se nazyvaji algebraické. Pfipo-
menme, Ze z vlastnosti Galoisovy korespondence vyplyvaji rovnosti IVI =T a
VIV = V. Rovnéz na této obecné Grovni mtizeme konstatovat, ze IV je uzavérovy
operator na K[x1,...,x,] a VI je uzdvérovy operator na K".

Kazdy uzévérovy operator poskytuje uzavérovy systém (mnoziny, na kterych
je konstantni). V naSem pfipadé tedy méme uzivérovy systém algebraickych
mnozin a uzaveérovy systém uzavienych idedlu.

Uzévérovy systém poskytuje topologii uzavienych mnozin, jsou-li jeho mno-
ziny uzaviené na sjednoceni. To ovSem pro algebraické mnoziny zjevné plati,
nebot mame

74



V.1.3 Lemma. Bud J; a Jy dva idedly K[x1,...,x,]. Pak V(J1J2) =V (J) U
V(J2).

Dukaz. 7 Jl 2 J1J2 plyne V(Jl) g V(Jljz), takze V(Jl) U V(JQ) g V(JlJQ)
Uvazme naopak a = (aq,...,a,) € V(J1J2). Pak pro p; € J; a ps € J; mame
(p1p2) (@) = p1(@)p2(a) = 0, takze musi byt p1(a) = 0 nebo p2(a) = 0. Odtud
a € V(J1) UV (J3). O

V algebraické geometrii se ¢asto pise V; misto V(J) a I misto I(C'). Nékdy
se také pise Z(J).

Topologie dana algebraickymi mnozinami se nazyva Zariskéeho.

Zobrazeni I a V poskytuji (jako v kazdé Galoisové korespondenci) vzdjemné
inverzni antiisomorfismy svazu vSech uzavienych ideald a svazu vSech algebraic-
kych mnozin. Okruh K{z1,...,z,] je noetherovsky, a proto v ném neexistuji
nekoneéné rostouci fetézce idealid. Tudiz v Zariského topologii (na rozdil od
eukleidovské) neexistuji nekonecné klesajici Fetézce uzavienych (tedy algebraic-
kych) mnozin.

Algebraickd mnozina C' se nazyva nerozloZitelnd, jestlize z vyjadieni C' =
C1 U Cs, kde Cy i O jsou algbraické, plyne C; = C nebo C = Cs.

V.1.4 Tvrzeni. KaZdou algebraickou mnoZinu lze jednoznacné vyjadrit jako
ireducibilni sjednoceni Cy U - - - U Cy nerozloZitelngch algebraickych mnoZin (ire-
ducibilni zde znamend, Ze Zddnou z mnoZin C; nelze vypustit).

Dikaz. Af C je néjakd neprazdnd algebraickd mnozina. UvaZme (pfipadné ne-
kone¢ny) orientovany bindrni strom s kofenem v C, jehoz hrany konstruujeme
tak, ze vrchol D (jenz je algebraickou mnozinou) spojime s D; a Dy takovymi,
ze D = D; U Dsy, pticemz D1 C D a Dy C D. Pokud je ziskany strom vskutku
nekonecény, lze v ném zvolit nekone¢nou orientovanou cestu. Ta by vSak davala
nekonecény klesajici fetézec algebraickych mnozin, coz by byl spor. Vidime, ze
C lze vyjadrit jako sjednoceni konecné mnoha nerozlozitelnych mnozin.

Je-li C = Cy U---UCY ireducibilni rozklad a D C C je dalsi nerozlozitelna
algebraickd mnozina, bude D = (DN Cy)U--- U (D N Ck). Z nerozlozitelnosti
D vyplyva, ze pro nékteré i, 1 < i < k, je D = DN C;, odkud D C C;. To
znamend, ze kdyz je C = C{ U --- U C}, néjaky jiny ireducibilni rozklad, bude
kazdé C] obsazeno v né&jakém C;. Protoze soucasné kazdé C; je obsazeno v
néjakém C), musi byt C rovno néjakému C, a odsud jiz jednozna¢nost zapisu
pfimo plyne. o

V.1.5 Lemma. Neprdzdnd algebraickd mnozina C je nerozloZitelnd pravé kdyz
I(C) je prvoidedl.

Dikaz. Af je nejprve C = C1 U Cy, kde C; = V(J;) je vlastni podmnozina C,
i € {1,2}. Pak jsou mnoziny C; \ C3 a C2\ Cy neprézdné, a proto jsou neprazdné
i mnoziny Ji \ J2 a Jo \ Ji. Zvolme p; € J; \ J2 a py € Jo \ Ji. Podle lemmatu
V.1.3 je C = V(J1J2), takze p1ps € I(C). Soucasné ale existuji body a3 € Cs a
ag € C; takové, Ze pi(ay) # 0 (nebot p; & J3) a pa(az) # 0 (nebot py € Jp).
Proto nemtize byt ani p; € I(C) ani py € I(C).
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Pfedpoklddejme nyni, ze C' je nerozloZitelné a Ze je p1p2 € I(C) pro néjaka
p; € K[z1,..., 2], jez nepadnou do I(C), i € {1,2}. To znamend, Ze existuji
a; € C takovd, ze pi(a;) # 0. Mame C C V(p1p2) = V(p1) U V(p2), takze
C=(CNV(p1))U(CNV(p2)), pfiCemz zadnd z algebraickych mnozin CNV(p;)
se nerovna C'. O

Obecné nemusi byt kazdy prvoidedl uzavieny. Nad algebraicky uzavienym
télesem to ovSem plati. Z Hilbertovy véty o nulach totiz plyne, zZe

(1) maximdlniidedly v K[z1,...,z,] jsou generovany polynomy x—aq, ..., z—
an, kde (o, ...,a,) € K™ takovy ideal plné uréuje a ze

(2) pro kazdy vlastni ideal J plati, Ze jeho uzévér IV(J) je roven jeho radikalu

V.

Prvoideal je vzdy roven svému radikalu, a proto jsou prvoidealy nad algebraicky
uzavienymi télesy uzaviené. Pokud téleso K uzaviené neni, tak v K[z] (a po-
tazmo i v K|x1,...,2,]) existuji maximalni idedly M, pro které je V(M) = ()
(nemaji zéddnou nulu). V KJ[z] to samoziejmé jsou hlavni idedly generované
ireducibilnimi polynomy.

V.1.6 Tvrzeni. A{ K je algebraicky uzaviené téleso a n > 1. Pak pro kazdy
vlastni idedl J okruhu S = K[x1, ..., x| plati

I(J) = ({M; M mazimdini idedl S, J C M} =
ﬂ{P; P prooidedl S, J C P} = V/J.

Diikaz. 7 Hilbertovy véty o nuldch mame I(.J) =+/J. Soucasné je jejim di-
sledkem i fakt, Zze kazdy prvoidedl je roven pruniku maximélnich ideélu, které
ho obsahuji. V kazdém komutativnim okruhu jey/J rovno primiku prvoideali
(tvrzeni 1.3.12). O

Pti avahéach o algebraickych mnozinach v K™ se pouzivaji riizné konvence, z
nichz nékteré nyni pfipomeneme. Algebraicky uzévér K se znaéi K. Misto K se
Casto pise A"(K), kde A vyjadiuje skutecnost, Ze jde o afinni prostor (zkoumaji
se geometrické vlastnosti algebraickych mnozin a ty nezavisi na volbé poéatku).
Misto A" (K) se pak leckdy pise pouze A™.

Zapis V(J) (¢i castéji V) se bude nadéle vztahovat k télesu K. Je-li tedy
napiiklad J idedl v K[z1, ..., x,], tak je V(J) totéZ jako V 5/, kde J’ je nejmensi
idedl K[z1,...,x,], ktery obsahuje J, tedy J' = JK[x1,..., 2]

Nerozlozitelné algebraické mnoziny C' C A"(K) se nazyvaji varietami. Va-
riety obsazené v A"(K) a prvoidealy jsou ve vzajemné jednozna¢ném vztahu,
takZe se s nimi ¢asto zachézi jako s riznymi vyjadfenimi téhoz objektu. Varieta
se obvykle zna¢i V, pfi¢emz zapisem V/K se nedefinuje novy objekt, nybrz se
poskytuje informace, ze V = V(I) pro n&jaké I C K|[x1,...,x,].

Idedly K|[z1,...,x,] jsou koneéné generované, takze varietu V/K lze (po-
dobné jako algebraické mnoziny viibec) popsat kone¢né mnoha polynomialnimi
rovnicemi.
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Je-li V varieta, tak V(K) ozna¢uje mnozinu vSech K -raciondlnich bodi V,
tedy mnozinu A" NV.

Funkce f:V — K se nazyva reguldrni, jestlize existuje takovy polynom
p € Klz1,...,2,], ze p(a) = f(a) pro kazdé a € A". Vidime, Ze regularni
funkce jsou obrazem K|y, ..., x,] pfi homomorfismu ktery kazdému polynomu
prifazuje jeho funkéni chovani na V. Jadrem tohoto homomorfismu je prvoideal
I(V) =1y, takZe je pfirozené, ze oboru integrity K[V] = K|x1,...,z,]/I(V) se
tikd okruh requldrnich funkcina V. Jindy se mu téz fikd souradnicovy okruh V.

Symbolem K (V) se oznac¢uje podilové t&leso tohoto okruhu. Jeho prvky jsou
raciondlni funkce f/g (kde f,g € K[V]), takze se mluvi bud o télese raciondlnich
funkci V' nebo o télese funkcina V.

Téleso K se do K(V) a K[V] pfirozené vnofuje a odpovidé konstantnim
funkcim. Stuperi transcendence K[V] nad K se nazyva dimenzi variety V.
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VI Normalizace, lokalizace, valuace

VI.1 Noetherovska normalizace

V této kapitole se budeme vénovat afinnim K-algebram, kde K je komuta-
tivni téleso. P¥ipomenme, Ze afinni K—algebrou A rozumime kazdy komutativni
okruh, ktery je soucasné konec¢né rozmérnym vektorovym prostorem nad K.
Pritom se K ztotoznuje s jednorozmérnym podprostorem, ktery obsahuje 1.

VI.1.1 Lemma. At p:A— B je surjektivni homomorfismus K —algeber. Pfed-
poklddejme, Ze yi,...,yn € A jsou nad K proky algebraicky nezdvislé a takove,
Ze A je konecné generovany Klyi, ..., yn]-modul. Predpoklidejme ddle, Ze pro
néjaké d < n platt

Ker(p) N K[y1,. .-, Yn) = ZyiK[yl, ey Ynl-
i>d

Potom ¢(y1),...,9(ya) € B jsou nad K prvky algebraicky nezdvislé a B je jako
Klp(y1), - - -, o(ya)]—modul konecné generovany.

Dikaz. Oznacme 1 ztZeni ¢ na Klyi,...,yn] — B. Prvky yat1,...,yn lezd
v jadru ¢, a proto Im(v)) = K[p(y1),. .., ¢(yq)]. Vime, Ze existuje M C A ko-
necné takové, ze kazdy prvek A je linearni kombinaci prvka M s koeficienty v
Kly1,...,yn]- Ze surjektivity ¢ vyplyva, ze kazdy prvek B je linedrni kombi-
naci prvki ¢(M) s koeficienty v Im(v)). Vidime, ze B je kone¢né generovany
Klp(y), - - -, ¢(ya)}-modul.

Uvazme nyni p: K[y1, - .., yn]— Ky, - - -, ya], které je identické na y1, ..., yq
a které zobrazuje y4+1,-..,Yn do nuly. Jadro tohoto surjektivniho homomor-
fismu je rovno Kert) = Y., 4iK[y1,...,yn]. Z Ker(u) = Ker(¢)) ovSem plyne
existence isomorfismu Im(u) = Im(v)), ktery zobrazuje y; na ¢(y;). Odsud alge-

braické nezévislost ©(y1),- .., p(Yd)- O
VI.1.2 Lemma. At je K komutativni téleso a af u € Kz1,...,x,] nent kon-
stanta (tedy uw ¢ K). Potom ezistuji y1,...,yn—1 € K[z1,...,2,] takové, Ze
Klyi, .. Yn—1,2n] = K[z1,...,2,] a Ze pro néjaké m > 1 lze nalézt polynomy
a1y am—1 € K[y1,...,yn—1] a nenulové c € K, které spliiugji
u=cz, + Z a;z’,
0<i<m

Diikaz.  Vyjadieme u ve tvaru S w;,..; ' ---x’r. Zvolme pfirozené &slo h
tak, aby bylo h > i;, 1 < j < n, ve vSech pripadech, kdy je u;,...;, # 0. Protoze
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u nepadne do K, musi byt h > 2. VSimnéme si déle, Zze pro u;..;, # 0 a
Uj,...j,, 7 0 mame

in +ith+ -+ inoth"™ = o+ jih o+ fpo T

prave kdyz (i1, ..., in) = (j1,- - - Jn)-
Nyni staéi polozit y; = a; — 2", 1<i<n—1,a

n
m = max{in +ith+---+ Z.n_lhn_l; Uiy - iy 7é 0}

Vskutku, K[y1,...,Yn—1,2n] = K[x1,...,2s] plyne z x; = y; + xﬁi, a hledané
vyjadfeni u obdrzime z

. n—1 . .
w=Y iy (2 ) (@ A ya) Tl
[l

VI.1.3 Tvrzeni. Pron > 1 uvaime vlastni hlavni idedl I okruhu K[z1,. .., zy]
generovany prvkem u. Pak lze najit y1,...,yn € Kl21,...,2,] algebraicky ne-
zavislé nad K takové, Ze Klx1,...,xy,] je nad Klyi,...,yn] celistvé, u = y, a
INK[y, .. syn] = yn K[y, ynl-

Dikaz.  Zvolme yi,...,yn—1 jako v predchozim lemmatu a polozme y, = u.
Z vyjadieni u = ca™ + Y a;xl, vyplyva, Ze x, je celistvé nad Klyi,...,yn]. Z
Klyi,- .y Yn—1,2Tn] = K[z1,...,z,] tudiz plyne, Ze celistvy uzéveér K|yi, ..., yn]
v K[z1,...,2,] je roven K[xq,...,2,].

Kazdé z; chapané jako prvek télesa K(x1,...,x,) je proto algebraické nad
télesem K (y1,. .., yn). Stupeti transcendence K (y1, ..., y,) nad K je tedy roven
n dle tvrzeni I1.6.8. Mnozina {y1, ..., ¥y} proto nemuze obsahovat algebraicky
ekvivalentni vlastn{ podmnozinu, a je tudiz algebraicky nezavisla (viz naptiklad
lemma I1.6.4).

Zbyvé dokazat, ze I N K[y1,...,Yn] = ynK[y1,...,yn]. M&me tedy né-
jaké w = wv, v € K|[ry,...,x,], které padne do Klyi,...,yn]. Z celistvosti
okruhu Klzi,...,z,] nad okruhem Klyi,...,ys] vyplyva existence takovych
prvkid qo,...,qn—1 € K[y1,...,Yn], Ze

Vg T o+ g =0,

h

piicemz h > 1. Vyraz na levé strané vynasobime hodnotou u" = y” a rovnost

zapiSeme ve tvaru
wh + C]h—lynwh_l +-- 4+ quﬁ_lw + QOZ/Z =0.

Prvky w,yn 1 qo,-..,qn—1 leZi v K[y1,...,yn], coz je Gausstv okruh (protoze
prvky i1, ..., Y, jsou algebraicky nezéavislé). Vidime, Ze y,, = u déli w, a proto
w € YnKy1, ..., Ynl O

VI.1.4 Tvrzeni. UvaZme viastni idedl I okruhu K[z1,...,x,], n > 1. Potom
existufi y1, ..., yn € K[z1,...,2,] a d, 0 < d < mn, takovd, Ze
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(1) y1,--.,Yn jsou algebraicky nezdvisld nad K ;
(i) Klxi,...,2z,] je celistvé nad Kly1,...,yn]; a

(i) TOK[y, ... yn] = > inq UiK[y1, . Ynl-

Dikaz. 'V ptipadé I = 0 lze polozit y; = x;, 1 < i < n,ad = n. At je
I # 0. Budeme postupovat indukei dle n. V pfipadé n = 1 lze pouzit tvrzeni
VI.1.3, nebot I je hlavnim idedlem. Pfedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro kazdou
hodnotu mensi nez n > 1. Vyberme u € I, u # 0. Ideél I je vlastni, a proto u
nelezi v K.

Pouzijme tvrzeni VI.1.3 pro idedl uK[x1, ..., 2,|. Uvazme prvky z1,...,2, €
Klxy,...,2,] takové, ze jsou nad K algebraicky nezavislé, ze Klx1,...,z,] je
nad Kl[zi,...,2,] celistvé, Ze u = z, a ze uK[x1,...,2p] N K[z1,...,2,] =
K21,y 2]

Mnozina I N K|z, ..., 2p—1] je vlastnim idedlem K|[z1,...,2p—1]. Z induk-
¢niho predpokladu plyne existence y1,...,yn—1 € K]|z1,...,2n-1] takovych,
ze jsou nad K algebraicky nezdvislé, ptiCemz Klz1,...,2z,—1] je celistvé nad

Klyi,...,yn—1], a existuje d, 0 < d < n — 1, pro které plati

INK[ys, o yna] =Y 4iKy1, - yn1].

i>d
Polozime y,, = 2, = u a dokdzeme, ze y1, ..., Yy, vyhovuji podminkam nasi
véty.
Protoze z, = y, lezi v K[y1,...,yn], tak je okruh K|[z1,..., z,] celistvy nad
okruhem Kyi,...,yn]. Z tranzitivity celistvosti plyne celistvost K[z1,...,zy]
nad K[y, ...,y,]. Uvahou o stupni transcendence vidime, Ze prvky yi,...,¥n

jsou nad K algebraicky nezavislé.
Vsechny prvky y1,...,yn lezi v I, a tak zbyva ukdzat I N K[y,...,yn] C

Ei>d yiK[yla (R 7yn]'

Uvazme néjaké w € I, jez lezi v K[y1,...,yn|. PiSme w jako wy + ypwa,
kde w1 € Klyi,...,Yn—1] a w2 € K[y1,.--,Yn]. Z yn € I plyne ypws € I,
atedy i wy € INKlyy,...,yn—1]. To ale podle pfedchoziho znamend, ze je
wy € Y q¥iK[y1, ..., Yn—1], a proto vskutku w € >,y K[y1, ..., ynl. O

VI.1.5 Véta (O normalizaci). Bud A netrividlni afinni algebra nad komu-
tativnim télesem K, a af I je néjaky vlastni idedl A. Potom existuji n a d,
0<d<n,ay,...,yn € A tak, Ze

(i) y1,.--,Yn jsou nad K algebraicky nezdvisld;
(i) A je celistvé nad Klyi,...,yn]; a
(i) TOK[y, ... yn] = > inq UiK[y1, .. Ynl-

Dikaz. Budeme kombinovat tvrzeni VI.1.4 a lemma VI.1.1. Afinni algebra A
je kone¢né generovand, a proto pro dostatecné velké h > 1 existuje surjektivni
homomorfismus ¢:K |21, ..., 2] — A. Polozme J = ¢~ 1(I).

80



Vychézejice z tvrzeni VI.1.4, uvdzime nejprve z1,..., 2, € K[z1,..., 23], jez
jsou nad K algebraicky nezavisla a takova, ze K[x1,..., 2] je nad K|[z1,. .., 23]
celistvé a pro vhodné n, 0 < n < h, je

Ker(p) ﬂ NK[z1,...,2n] = ZziK[zl, ey 2R

i>n

Podle lemmatu VI.1.1 jsou p(21), . . ., ¢(z,) algebraicky nezavisld nad K a afinni
algebra A je nad K[p(z1),...,@(2zn)] celistva (viz tvrzeni I11.2.4).

Nyni pouzijeme tvrzeni VI.1.4 na I N K[p(z1),...,¢(z,)]. Podle ngj exis-
tuji y1,...,9n € Klp(21),...,9(2n)] algebraicky nezavislda nad K takovd, Ze
K[p(z1),...,¢(2n)] je celistvé nad Klyi,...,ys] a pro vhodné d, 0 < d < n,
plati

IﬂK[yl,,..,yn] :ZyiK[yla---ayn]-

i>d
Celistvost A nad K|[yi, ..., yn] plyne z tranzitivity celistvosti. O
O prvcich y1,...,y, netrividlni afinni K—algebry A fekneme, Ze tvori no-
etherovskou normalizaci pravé kdyz A je nad Klyi,...,ys] celistvé a y1,...,yn

jsou nad K algebraicky nezavislé.

V1.2 Konstrukce lokalizace

Mocnym nastrojem mnohych algebraickych a geometrickych tvah je takzvana
lokalizace. Vybudovani jejiho zakladniho aparatu je sice pomérné snadné, ale
pochopeni, pro¢ byl zvolen pravé pojem lokalizace, vyzaduje urcity geometricky
nahled, jehoz zprostiedkovani prozatim odlozime.

Pfipomertime, ze multiplikativni mnoZinou (¢éi pfesnéji multiplikativné uza-
vienou mnoZzinou) se rozumi kazdd podmnozina S okruhu R, kterd neobsahuje
nulu, obsahuje jednicku a je uzaviena na nasobeni. Jinymi slovy, je to kazdy
podmonoid R(-, 1), ktery neobsahuje nulu. V p¥ipadé, kdy je R obor integrity,
lze za S zvolit R\ {0}; obory integrity tak lze pfimo definovat. Podobné lze
definovat prvoidealy okruhu R jako ty ideély I, pro které je R\ I multiplikativni
mnozina. Pfitom pfedpokladame, ze R je komutativni okruh (tak budeme ¢init
i nadale).

Af tedy R je komutativni okruh a S jeho multiplikativni podmnoZina. Defi-
nujme relaci ~ na R x S tak, ze

(a,s) ~ (b,t) <= u(ta — sb) = 0 pro n&jaké u € S.

Relace ~ je zjevné reflexivni a symetrickd. Pokud uta = usb a vrb = vtc,
kde (¢,r) € R x S, tak uvtra — uvtsc = uvsrb — uvrsb = 0. Vidime, Ze ~ je
ekvivalence na R x S.

Mnozinu Rx S lze povazovat za komutativni monoid vzhledem k neutralnimu
prvku (1,1). Protoze z (a, s) ~ (b,t) jisté plyne (ca,rs) ~ (cb, rt), je ~ slucitelnd
s nasobenim tohoto monoidu.
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Definujme na R x S séitdni vzorcem (a,s) + (b,t) = (ta + sb, st). Potom
((a,8) + (b,t)) + (¢,7) = (rta + rsb + ste,rst) = (a,s) + ((b,t) + (¢, 7)), takze
vidime, Ze R x S lze povazovat téz za aditivni pologrupu. Je to dokonce monoid
s neutrdlnim prvkem (0, 1), nebot (a, s)4(0,1) = (a, s) pro kazdé (a,s) € Rx S.

Jsou-li (a,s),(b,t) € R x S takovd, Zze uat = ubs pro néjaké u € S, pak
pro viechna (¢,7) € R x S plati (a,s) + (¢,7) = (ar + sc,sr) ~ (br + te,tr) =
(b,t) + (c,7), nebot u(ar + sc)tr = u(br + tc)sr. Vidime, Ze operace s¢itani je
slucitelnd s ekvivalenci ~.

Uvazme nyni kvocientni strukturu Rx S/ ~. Z pfedchoziho plyne, Ze na Rx .S
je definovano séitani a nasobeni, pficemz obé je komutativni a asociativni, ze
[(1,1)] je neutrdlni prvek vii¢i ndsobeni a [(0, 1)] je neutralni prvek vicdi séitdni.

Pro kazdé (a,s) € Rx S at € S zjevné plati (a, s) ~ (at, st) = (a, s) + (0,?).
Budte (a,s), (b,t),(c,r) € R x S. Pak ((a,s) + (b,t)) - (¢,7) = (tac + sbe, str)
a (a,s) - (c,r) + (b,t) - (c,7) = (trac + srbe, str?) = (tac + sbe, str) + (0,7). V
(R x S)/ ~ tudiz plati distributivni zédkon, a proto je (R x S)/ ~ okruh.

Blok ~, ktery obsahuje (a,s) € R x S, budeme znadit, jak je zvykem, a/s
nebo ¢. Okruh (Rx S)/ ~ se oznacuje S~'R. Jeho nulou je 0/1 = 0 a jednotkou
1/1=1.Proa,b€ R a s,t €S plati

a
- )
S

b ta+sb EI_) ab a a_t
o s t

st Tt s st

~~

Zobrazeni r — r/1 je zjevné okruhovy homomorfismus (¥ika se mu pfiro-
zeny). Obecné to vSak nemusi byt monomorfismus, nebot pro nékteré r € R,
r # 0, miZe nastat /1 = 0/1. Tato rovnost totiz plati pravé kdyz existuje
u € S takové, ze ur = 0, tedy kdyz r lezi v anihildtoru nékterého u € S. OvSem
pak nesmi byt r € S, nebot S je multiplikativni mnoZina. Jadro prirozeného
homomorfismu ma tedy s S trividlni prunik.

V piipadé, kdy R je obor integrity a S = R\ {0}, tak je S™'R shodné
s podilovym télesem R. Vime, ze podilové téleso oboru integrity lze charak-
terizovat jako nejmensi téleso, do kterého lze R vnoiit. Obecné okruhy S—'R
pripoustéji podobnou charakterizaci — jde o nejmensi okruh do kterého lze R
homomorfné zobrazit tak, aby se z prvki S staly prvky invertibilni (jednotky).
Tuto skutecnost dokazeme v nasledujicim tvrzeni.

VI.2.1 Tvrzeni. Bud R komutativni okruh a at je S C R multiplikativni mno-
Zina. Oznacme f: R — S™'R prirozeny homomorfismus. BudiZ g: R — U ho-
momorfismus okruhi takovy, Ze g(s) je pro kaZdé s € S v U invertibilni. Pak
existuje prdvé jeden homomorfismus h:S~'R— U, ktery spliuje g = ho f.

= (a/1) - (1/3), takze jedinou moznosti,
gla)g(s)™" (z h(1/s - 5) = h(1/s)h(s) =
(s ) 1 = h(s)71). Je ovSem tieba ovéfit
b,t), kde uat = ubs pro néjaké u € S.
mz g(u), g(t ) a g(s) jsou v U invertibilni.
= g(b)g(t)~1, a tim je korektnost definice

Dikaz. Pro a/s € R x S méme a/s
jak h definovat, je polozit h(a/s) =
1 totiz méme h(1/s) = h(1/s)h
korektnost definice. At tedy (a,s
Pak g(u)g(a)g(t) = g(u)g(b)g(s), pii
Posledni rovnost tedy dava g(a)g(s)~*
ovéfena.

\_/A
A

s)h
~Y
ce



Zjevné h(a/s - b/t) = g(ab)g(st)~" = g(a)g(b)g(t)~'g(s)~" = h(a/s)g(b/t),
pro viechna a/s,b/t € ST1R. Dale h(a/s+b/t) = g(at+bs)g(st)~! = (g(a)g(t)+
g(b)g(s))g(s)Lg(t)~t = h(a/s) + h(b/t), takze h je vskutku homomorfismus. [J

Pro kazdou M C R budeme psat S~ M ve vyznamu {m/s; m € M a s € S}.

VI1.2.2 Lemma. Bud R komutativni okruh a at S C R je multiplikativni mno-
Zina. Pro kazdij idedl I okruhu R plati, Ze S~'I je idedl okruhu S™'R. Pritom
o vlastni idedl bézi prdvé kdyz I NS = (. KaZdy idedl J okruhu S~'R je ro-
ven idedlu S~'f~1(J), kde f: R— STIR je pfirozeny homomorfismus. Pritom
fY(J)={a € R; a/s € J pro nékteré s € S} = {a € R; a/1 € J}.

Diikaz. Skuteénost, ze S™'I je idedl, vyplyva pfimo z definice operaci v S~ R.
Ideal S—17 je vlastni prave kdyz a/s # 1/1 pro véechna a/s, a € I, tedy pravé
kdyZ wa # us pro vSechna a € I a vSechna u,s € S. Pokud ovSem ua = us
pro néjaka takova u, a a s, tak ua € I padne do us € S, a tim padem je I NS
neprézdna. Je-li naopak s € I'N S, je s/s =1/1.

At je nyni J idedl ST R. Potom z a/s € J plyne a/1 € J, z éehoZ plyne uve-
dené vyjadieni f~1(J). Zbytek je jasny, nebot vzor idealu je idedlem v kazdém
homomorfismu okruht. O

VI1.2.3 Tvrzeni. Bud R komutativni okruh a af S C R je multiplikativni mno-
Zina. At f:R— STIR oznacuje prirozeny homomorfismus. Idedl okruhu S™'R
je prvoidedlem prdvé kdyz md tvar S™'P, kde P je prvoidedl R, jenZ spliuje
PNS = 0.V takovém pripadé f~1(ST1P) = P a tento vztah urcuje mezi
prvoidedly ST'R a prvoidedly R disjunktnimi s S vzdjemné jednoznacnou kore-
spondenci.

Diikaz. Dokazme nejprve, ze f~1(S71P) = P pro kazdy prvodeal P okruhu
R, PNS=0.Proac f~}(S'P) mame a/1 = b/s pro ndjaké b€ P a s € S.
To znamend u(b — sa) = 0 pro n&jaké u € S.Z0€ Pau ¢ P plyne b—sa € P,
tedy sa € Paac P.

Proa/s,b/t € ST'R protoz a/s-b/t = ab/(st) € S~ P plyne ab € P, odkud
a € P nebo b € P. Vidime, ze S~!'P je vskutku prvoideal.

Je-li J prvoideal S~'R a I = f=1(J), tak J = S~'I, dle lemmatu VI.2.2.
Pro a,b € R z ab € I plyne (a/1) - (b/1) = ((ab)/1) € P, takze a/1 € J nebo
b/1 € J, coz znamend a € I nebo b € I. O

Pokud je R\ S ideél (a tedy prvoidedl), je S™'P, P = R\ S, vlastnim
idealem S—!'R, ktery obsahuje vsechny vlastni idedly S—'R. Vskutku, kazdy
takovy vlastni ideal je dle lemmatu VI.2.2 tvaru S~11, kde I NS = 0, coz znaéi
1CP.

Okruhy, které maji nejvétsi vlastni ideal, se nazyvaji kvazilokdlni. Dokazali
jsme, ze okruh S™1R, kde P = R\ S je prvoidedl R, je vzdy kvazilokalni. Tento
okruh se obvykle oznacuje Rp a nazyva se lokalizaci R v P.

Lokdlnim okruhem se rozumi kazdy noetherovsky kvazilokdlni okruh.

Lokalizaci je mozné pfenést i na trovenn modulti. Uvazme opét komutativni
okruh R a multiplikativni mnozinu S. At M je R—modul. Definujme na M X
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S operaci (m,s) + (n,t) = (tm + sn,st). Tato operace je asociativni, nebot
((m, s) + (n, 1)) + (p,r) = (rtm + rsn + rst,rst) = (m,s) + ((n,t) + (p,7)) a
(0,1) je jejim neutrdlnim prvkem. P¥itom (m, s) + (—m, s) = (0, s2).

Definujme na M x S relaci ~ tak, ze (m, s) ~ (n,t) pravé kdyz u(tm—sn) = 0
pro néjaké u € S. Z utm = usn a vtp = vrn plyne uvtrm = uvsrn = uvtsp a
odtud plyne, ze ~ je ekvivalence. Je-li utm = usn, tak je téz (m,s) + (p,r) =
(rm + sp,rs) ~ (rn + tp,rt) = (n,t) + (p,r), takze ~ je kongruence aditivniho
monoidu M x S. Jeho neutralni prvek je tvofen t¥idou obsahujici (0,1). Do
té padnou vSechny prvky tvaru (0,m), takze kvocientni monoid je Abelovou
grupou. Jeho prvky budeme opét zapisovat ve tvaru = a pfislusnou Abelovu
grupu ozna¢ime S~1M.

Ukazeme, ze S~1M lze povazovat za modul nad S~!R. Definujme skalarni
nasobeni tak, ze &+ - % = 7%. Nejprve je tfeba ovéfit korektnost definice. Je-li
u(tm—sn) = 0, je u(rtam—rsan) = 0, a z v(br —as) = 0 plyne v(brnt—asnt) =
0. Odtud je korektnost jiz zfejma. Rovnosti

1ln_n fabd (ﬁ)_ﬁéﬁ

1t ¢’ r s t) r\s t)’
a by n_amn bmn afm by am ab
r s t  r t s t r\s t]  r s r t

lze rovnéz bez potizi ovérit pfimo.

Vidime, Ze pro kazdj R-modul M lze sestrojit S™'R-modul S~™'M. Uké-
zeme, Ze tato vazba je funktoridlni. Pro f: M — N homomorfismus R—modult
sestrojime homomorfismus S~!f:S~'M — SN tak, Ze

(S7Yf)(m/s) = f(m)/s pro véechnam € M a s € S.

Je-li m/s = n/t, tedy utm = usn pro néjaké u € S, je utf(m) = usf(n).
Odsud korektnost definice. Dale (S™1f)(m/s+n/t) = f(tm+sn)/st = (tf(m)+
sf(n))/st=(S71f)(m/s) + (S71f)(n/s). Konetné méme (S~1f)(a/r-m/s) =
flam)/rs = af(m)/rs = a/r-(S~1f)(m/s). Dokazali jsme, ze S~1f je vskutku
homomorfismus.

Kazdy S~ R-modul lze pokladat za R—modul, staci polozit r-(£) = - . £
L2 Jsou-li M a N dva R-moduly, tak je Hom(M,N) = {f: M — N, f je
homomorfismus R-modulii} moZno chapat jako R—modul. Je-li M = N je
Hom(M,N) = End(M) také okruh, takze jde o R-algebru (nikoliv vSak ko-
mutativni).

VI1.2.4 Tvrzeni. At R je komutativni okruh a S jeho multiplikationi mnoZina.

(i) Pro kaZdé dva R—moduly M a N je zobrazeni
Hom (M, N) — Hom(S™'M,S™!N), f S7'f,
homomorfismem R-moduli.

(ii) Jsou-li f:M — N a g: N — L homomorfismy R-moduli, je S~ (go f) =
S~ lgoS—1f.
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(iii) Pro kazdy R-modul M je zobrazeni Aut(M)— Aut(S~1M), f — S1f,
homomorfismem R-algeber.
Diikaz. Pro f,g € Hom(M,N) a m/s € S7IM je S7X(f + g)(m/s) = (f +
g9)(m)/s = f(m)/s+g(m)/s = (S7(f) + S *(g))(m/s). Déle pro a € R mame
S™Haf)(m/s) = (af)(m)/s = af(m)/s = a/1- f(m)/s = a(S~'f)(m/s). Tim
je dok4zano (i). V§imnéme si, Ze v piipadé M = N a f = idy je S™1f opét
identita. K dikazu (ii7) proto staci ovetit (i7).
Budte tedy f:M — N a g: N — L pfislusné homomorfismy. Pak pro kazdé
mfs € SIM je S~V(g o f)(m/s) = g(f(m))/s = (SLg)(f(m)/s) = (S~'go
S=Lf)(m/s). O

Pfipomenime, ze posloupnost f;, 1 < i < n, homomorfismi R-modula se
nazyva ecrakini, pokud existuji moduly M;, 0 < i < n, takové, ze f;:M;_1— M;,
1<i<mn,alm(f;) =Ker(fit1), 1 <i<n.

VI.2.5 Tvrzeni. At R je komutativni okruh a S jeho multiplikativni mnoZina.

Je-li M SN exaktni posloupnost homomorfismi R-moduli, je
s 5N g1y
exaktni posloupnost homomorfismi S~'R-moduli.
Diikaz. Mame go f = 0, takze z tvrzeni V1.2.4 plyne S~1(gof) = S~tgoS~—1f =
0. Zbyva ukazat, ze kazdé n/s € Ker(S~1g) lezi v Im(S~1f). OvSem g(n)/s =0

znadi existenci u € S, jez spliiuje ug(n) = g(un) = 0. Je tedy un = f(m) pro
néjaké m € M, a tedy (S™1f)(m/us) = un/us =n/s. O

Injektivitu f: M — N lze vyjadrit jako exaktnost 0 — M ., N. Podobné

surjektivité f: M — N odpovida exaktnost M SN 0. Proto z tvrzeni VI.2.5
okamzité vyplyva, ze funktor S~! pfevddi monomorfismy na monomorfismy a
epimorfismy na epimorfismy.

Typickou (kratkou) exaktni posloupnosti je

0—L—M-"M/L—0,

kde i je vlozeni podmodulu L od M a 7 je projekce modulo L. Z ni dostaneme
posloupnost
—1. 1
0— S LSS tMS TS (M/L)—0,
Ta je opét exaktni a {m/s; m € L as € S} = Im(S™%i) je podmodul S™*M.V
tomto smyslu je mozno S~!L povazovat za podmodul S~ M. Prvky podmodulu

ovSem mohou mit i vyjaddfeni m/s, kde m nelezi v L.
7 exaktnosti posloupnosti dale vyplyva

V1.2.6 Dusledek. At S je multiplikativni mnoZina komutativniho okruhu R a
at L je podmodul R—modulu M. Pak

S™HM/L)=S*M/ST'L, (m+L)/s+ (m/s)+ S'L.
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Je-li A modul nad komutativnim okruhem R, tak jeho nosi¢ Supp(A) de-
finujeme jako {P € Spec(R); Ap # 0}. Pfitom Spec(R) zna¢i mnozinu viech
prvoidealtt R a Ap je modul (R\ P)~1A.

VI1.2.7 Lemma. Modul A nad komutativnim okruhem R je nulovy prdvé kdyz
Ap = 0 pro kazdé P € Spec(R). Pritom toto nastane pravé kdyz Ay = 0 pro
kazdy mazimdlnd idedl M okruhu R.

Dikaz.  Je-li A nulovy, je Ap = 0 pro vSechna P € Spec(R). Maximéalni
idedly jsou prvoidealy. Je tedy tieba ukazat, ze pokud Ay = 0 pro kazdé M
maximalni, tak A = 0. Postupujme sporem a uvazme nenulové a € A. Jeho
anihilator (0 : a) je vlastni ideél, a tedy je obsazeny v néjakém maximalnim,
feknéme M. Rovnost a/1 = 0/1 nastat nemuze, nebot ta by znamenala existenci
u € R\ M, jez splituje ua = 0. Takové u by totiz padlo do (0 : a) a nemohlo by
lezet mimo M. O

Je-li P prvoidedl a f:L— A homomorfismus modulfi, tak misto (R\ P)~'f
piSeme fp.

VI1.2.8 Dusledek. At f: L — A je homomorfismus moduli komutativniho
okruhu R. Ndsledujici je ekvivalentni:

(i) homomorfismus f je injektivni (resp. surjektivni);
(i) fp:Lp— Ap je injektioni (resp. surjektivni) pro kaZdé P € Spec(R); a

(i) far:La— A je ingektioni (resp. surjektivni) pro kaZdy mazimdind idedl
M okruhu R.

Diikaz. Implikace (i) = (i) plyne z tvrzeni VI.2.5 a implikace (ii) = (iii) je

trividlni. Dikaz (iii) = (i) provedeme zvlast pro injektivitu a surjektivitu.
Predpokladejme nejprve, ze vSechny homomorfismy fis jsou injektivni. Ex-

aktni posloupnost 0 — Ker(f) — L Ny prejde na exaktni posloupnost

0 —(Ker(f))ar 25 Lyy 225 Ay
Pritom ips je injektivni a Ker(fas) nulové. Je tedy (Ker(f))ar = 0 pro vSechna
M, a tedy Ker(f) =0, dle lemmatu VI.2.7.

Pro surjektivitu se podobné uvazi exaktni posloupnost

L1 A" A/Tm(f) — 0.

VI.3 Lokalizace a celistvost

Uvazme komutativni okruhy R C S a at U C R je multiplikativni mnozina.
Pak je mozné zkonstruovat okruhy U 'R i U~'S. Z definice séitani a nasobeni
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v U7'R vyplyva, ze U 'R lze pfirozené homomorfné zobrazit do U~1S (to
jest zlomek r/u v U~'R ptejde na zlomek r/u v U~1S). Toto zobrazeni je
injektivni, nebot podminka r;/u; = ra/us znadi existenci v € U, jez splituje
v(riug — rouy) = 0, a tato podminka je stejna v U~'R i U~1S. Mizeme tedy
U~ 'R ztotoziiovat s podokruhem U~1S.

VI.3.1 Lemma. Je-li S O R celistvé rozsiteni R, je U™1S celistvé rozsirend
U™'R, a to pro kazdou multiplikativni mnozinu U C R.

Diikaz.  Uvazme s/u € U71S a af rg,...,7,_1 € R jsou takové, ze s™ +
Tpo18" 1+ +rs+719 =0. Pak

S\  Tp_1 /S\" L r s T
G B@) e  ()e 2o
u u u u u u

O

VI1.3.2 Tvrzeni. At R C S jsou komutativni okruhy a at je R’ celistvy uzdvér
R v S. Bud jestée U C R multiplikativni mnoZina. Pak je U R’ celistvyj uzdveér
U lRvU1S.

Diikaz.  Z lemmatu VI.3.1 plyne, ze U"'R’ je nad U 'R celistvé. Uvazme
s/u € U™LS, které je celistvé nad U !R. Existuji tedy 79,...,7,-1 € R a
Ug, ..., Un_1 € U takové, ze

S\  Tp— s\n—1 r1 S T
(—) + = 1(—) b —— 2 =0
U Up—1 \U upu uo

Polozme v = ug - - - up—1. Vyndsobenim v"u"/1 dostaneme r(,...,7,_; € R
takova, ze
(W"s" 41l (vs)" T 4 (vs) +1p)/1 =0,
takze w(v™s™ + 1), _1(vs)" "L+ -+ 7} (vs) + 7)) = 0 pro néjaké w € U. Vidime,
ze 15?‘ je celistvé nad R. To ovSem znamend wvs € R’ a s/u = (wvs)/(wou) S
U R.

V1.3.3 Tvrzeni. Af je R obor integrity. Potom je ekvivalentni:
(i) R je celistvé uzaviené;
(i) Rp je celistvé uzaviené pro kazdy prvoidedl P C R;

(111) Rys je celistvé uzaviené pro kaZdy mazimdlni idedl M C R.

Dikaz. Ozna¢me T podilové téleso oboru integrity R. Okruh Rp, P € Spec(R),
je podokruh T'. Soucasné je Rp mozno vnotit do T, takze T lze povazovat za
podilové téleso Rp. Oznacéme S celistvy uzévér R v T a af i: R— S je vloZeni.
Podle tvrzeni VI.3.2 je Sp celistvy uzavér Rp. Pritom R je celistvé uzaviené
praveé kdyz ¢ je surjektivni. Zbytek plyne z disledku VI.2.8. O

VI1.3.4 Tvrzeni. At R C S jsou komutativni okruhy, pricemZ S je celistvy nad
R. Jsouli Q1, Q2 € Spec(S) takové, Ze Q1 N R = Q2 N R, tak Q1 = Q2.
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Dikaz. Polozme @ =Q1NQ2, P=QNR=Q1NR=Q:NRalU=R\P.
Okruh U~'R = Rp lze pfirozenym zpiisobem chapat jako podokruh U~!S.
Podle tvrzeni V1.2.3 je U~1Q prvoideal okruhu U~1S. Prvek r/u € Rp padne
do U71Q praveé kdyz r/u = q/v pro n&jakd u,v € U a ¢ € Q. V takovém
pripadé existuje w € U, jez spliiuje wur = wuq. Mame wug € Q awv ¢ Q. Proto
r € QNR = P.Vidime, ze (U"'Q)NRp = U"'P = PRp. Oviem PRp je jediny
maximalni idedl kvazilokdlniho okruhu Rp. To podle tvrzeni II1.2.12 znamen4,
ze U™'Q je maximalni ide4l okruhu U~1S, nebot U~1S je podle tvrzeni VI.3.2
nad U R celistvy. Idedly U—'Q C U~'Q; se podle tvrzeni VI.2.3 rovnaji pravé
kdyz Q = Q1. Oviem U~'Q = U~'Q; plyne z maximality U 1Q, a tim padem
Q=Q1=Qs. 0

VI1.3.5 Tvrzeni. Af{ R C S jsou komutativni okruhy, pricemz S je nad R
celistvé. Pak pro kaZdé P € Spec(R) emistuje Q € Spec(S), jeZ spliiuje P =
QNR.

Drikaz. Polozme opét U = R\ P a uvazme Rp = U~ 'R jako podokruh U~1S.
V U~1S zvolme néjaky maximalni ideél, dle tvrzeni V1.2.3 ma tvar U~1Q, kde
Q € Spec(S). Podle tvrzeni VI.3.2 a I11.2.12 je maximalita U ~1Q ekvivalentni
maximalité (U~1Q) N Rp. Oviem v Rp je jediny maximalni ideél, a to PRp =
U~'P. Mame tedy (U'Q) N Rp = U 'P. Prvek 7/u € Rp lezi v U~'Q prave
kdyz r € QN R. takze (U"1Q)NRp = U1 (QN R). Dostavame P = QN R, vie
dle lemmatu VI.2.3. (]

Bylo by piijemné tvrzeni VI.3.4 a VI.3.5 zesilit tak, abychom pro libovolné
prvoidedly P C P, okruhu R uméli doplnit jeden z prvoidealt @)1 & @2 okruhu
S, kde Q1 N R = P, a Q2N R = Py, je-li druhy z nich zadan. Pfipad, kdy je
zadano @2, je téz8i a v tvrzeni VI.3.9 ho vyresime pro R celistvé uzavieny obor
integrity, ktery je obsazen v oboru integrity S.

Uvazme nyni situaci, kdy je zadan idedl Q1. Okruh S/Q; je zjevné celistvy
nad (R + Q1)/Q1 = R/ P, takze podle tvrzeni V1.3.5 existuje providedl Q2 €
Spec(S) takovy, ze Q2 2 Q1 a (Q2/Q1) N ((P + Q1)/Q1) = (P2 + Q1)/Q1. To
znamené QoN(R+Q1) = Po+Q1, atedy P» = RN(Pa+Q1) = RNQ2N(R+Q1) =
RNQ@2NPr=RNAQa.

Je-li zadan fetézec P, C P, C --- C P, prvoidedla z R a jeden prvoideal
Q1 € Spec(S), Q1NR = Py, tak lze induktivnim postupem ziskat Q; € Spec(S).
1 <i <m, tak, aby Q; N R = P;. Toto pozorovani zaznamendme jako

VI1.3.6 Tvrzeni. At R C S jsou komutativni okruhy, pricemZ S je nad R
celistvé. At Py C Py C --- C P, je Tetézec prvoidedli okruhu R a at Qo C Q1 €
<+ € Qn, h < n, je takovy Tetézec prvoidedli okruhu S, Ze Q; N R = P; pro
kazdé i, 1 < i < h. Pak v S lze nalézt prvoidedly Q;, 1 < j < n, takove, Ze
QS Qn1 T CQnaQNR=PF.

VI1.3.7 Lemma. Af R C S jsou komutativni okruhy, pricemz S je nad R
celistvé. Je-li I idedl R, tak

\/IS:{s6S;s"—l—an_lsn_l+--~+a15—|—a0:0
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pro néjaké n > 1 a ag,ay,...,an—1 € I}.

Diikaz. Uvazme s €V1S. Pak s" = >asi, 1 <i<n,kdea; €l as; €58,
pro né&jaka h,n > 1. Okruh M = RJs, s1,. .., s,] je podle tvrzeni I11.2.5 koneéné
generovany R—modul a s"M lezi v IM, nebof kazdé a;s; lezi v IM. Okruh M je
vérny jako M—modul, a protoze obsahuje R, je vérny také jako R—modul. Proto
z tvrzeni I11.2.2 mizeme odvodit existenci by, . .., b,—1 € I takovych, ze

(Sh)m + b7n—1(8h)7n_1 4+ 4 blSh —+ bo = O’

pro néjaké m > 1. Tim jsme ovSem soucasné dostali hledany monicky polynom.
Naopak, at s” +ap_15"" ' +---+a15s+ay = 0 pro néjaké n > 1 a ag,ay,...,
an_1 € I. Potom s" = —(ap +ajs+ -+ a,_ 15" 1) € IS. O

VI1.3.8 Tvrzeni. Af{ R C S jsou komutativni okruhy, pricemz S je nad R
celistvé a R je celistvé uzaviené. At je ddle T podilové téleso R a I idedl R. Pak
pro kazdé s € 1S plati, Ze je nad T algebraické, a Ze vSechny koeficienty jeho
minimdlntho polynomu (s vyjimkou koeficientu vedouctho) lezi v V.

Dikaz. O s predpokladame, Ze je celistvé nad R. Tim spiSe je samoziejmé
algebraické nad T. Bud @ = _ a;2' minimalni polynom s. Podle tvrzeni VI.3.6
existuje monicky polynom b, jenz ma kofen s a jehoz koeficienty, kromé vedou-
ciho, lezi v I. Uvazme néjaké rozsireni T', feknéme V', ve kterém se a rozklada

na linearni ¢initele. At s = s1,..., s, jsou vSechny kofeny a v tomto rozkladu.
Protoze a déli b, jsou si,..., s, také kofeny b. Tim paddem jsou si,...,s, € V
celistvé nad R a okruh M = R|[sq,. .., sp] je jako R—modul kone¢né generovany.

Pritom vsechny koeficienty a; padnou do M. To znamend, Ze a; jsou nad R
celistvé, a z celistvé uzavienosti R v T vyplyva, ze a; € R, a tedy a € R[x] (zde
viceméné opakujeme argumentaci tvrzeni I11.2.9).

Pouzijeme-li lemma VI.3.7 na sy, ..., sy, vidime, Ze vSechny tyto prvky lezi
vV/IM. Je-li a; koeficient a, kterj neni vedoucim koeficientem, tak a; padne
do/IM také. Z toho vyplyva, opét pouzitim tvrzeni VI.3.6, ze a; lze ziskat
jako kofen monického polynomu, jehoz koeficienty (vyjma vedouciho) lez{ v I.
Ovsem a; € R, takze zpétnym uplatnénim lemmatu VI.3.7 (pro pfipad R = 5)
dostaneme a; €v/I. [l

VI1.3.9 Tvrzeni. At R C S jsou obory integrity, pricemZ S je nad R celistvé a
R je celistvé uzaviené. At

PSP G - CP1CPy
je Tetézec prvoidedli oboru R. At m a h jsou celd ¢isla, n >m > h >0 a af
Qh th+1 g "'ng—l ng

jsou prvoidedly S, jez splnuji Q; N R = P;, h < i < m. Pak pro i takové, Ze
0 <i< ham<i<n lze sestrojit prvoidedly Q; oboru S, jez spliuji Q;NR = P;
a tvoTi Tetézec

QoC @1 G CQn1 G Q.
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Diikaz. Pripomeiime si situaci uvazovanou mezi tvrzenimi VI.3.5 a VI.3.6. K
prvoidedlim P; C P, okruhu R je tfeba doplnit jeden z prvoideala Q1 € Q2
okruhu S, je-li druhy z nich zadan, pficemz Q1N R = P; a Q2N R = P,. Pripad
zadaného @1 jsme vyftesili, coz vedlo na tvrzeni VI.3.6, které 1ze zde pouzit pro
doplnéni prvoidealt smérem vzhuru. Vyfesime-li za danych predpokladi pfipad,
kdy je zaddno @2, bude mozné doplnit i prvoidedly smérem doli. Budeme tedy
hledat Q1.

Polozme U = S\ Q2 a V = R\ P;. Jde o multiplikativni mnoZiny, a proto je
multiplikativni mnozinou i W = UV = {uv; wu € U av € V} (v W nelezi nula,
protoze S je obor integrity).

Ozna¢me T podilové téleso R (pfitom 7' chapeme jako podtéleso podilového
télesa S). At s je prvek lezici v PLSNW. Z s € P1.S vyplyv4, Ze s je algebraické
nad K a ma minimélni polynom a = " + ap_12" ' 4+ -+ + a12 + ag, pro ktery
plati a; € P, =v/P;, 0 <i < h, a to dle tvrzeni VI.3.8. Z s € W plyne existence
u € U av eV takovych, ze s = uv. Mame

h—lvh—l +

uPo? +ap_1u -+ ajuv + ag = 0,

takze u = s/v je kofenem polynomu

ai
ph—1

ap— a
b=ah 4 Plghl oy 4+ — e K.
v vh

Pokud by bylo b = (Zf:o aixi) (Z;'n:() ﬁjxj), kde o; a B lezi v K ak+m = n,
tak soucin

k m
E vt | - E ﬁjvh*jxj
i=0 j=o

by poskytoval polynom, jehoz r—ty koeficient, 0 < r < h, by se rovnal

Z ;B | V" = (ap /0" = ay,

i+j=r

takze bychom obdrzeli rozklad ireducibilniho polynomu a. Vidime, ze b € K|[z] je
ireducibilni, takze b je minimalnim polynomem prvku u € S nad K. Koeficienty
b ovSem lezi v R (pouzij tvrzeni I11.2.9 nebo tvrzeni VI.3.8 pro I = R). Tudiz
pro kazdé i, 0 < i < h, existuje p; € R takové, ze a; = v"p;. Jelikoz a; € Py
av"~ & Py, je p; € Pi. Mame py,_o = aj,_;/v', takZe symetrickou tivahou jako
vyse (po zAméné u a v) zjistime, ze 2 + pp_12" "L+ + p17 + po je minimélni
polynom u nad K. Z lemmatu VI.3.7 plyne u € VP1S CvVPS Cv/Qs = Q-.
Soucasné u € U = S\ Q2, a to je spor. Dokédzali jsme, ze je LS NW = 0.
Podle tvrzeni 1.3.7 existuje Q1 € Spec(S) takové, ze Q1NW = a P1.S C Q;.
Jisté P1 g PlSﬂR g QlﬂR a z QlﬂW = @ plyne P1 = QlﬂR, nebot’
V =R\ P, CW. Podobné musi byt Q1 C @2, nebot U = S\ Q2 lezi také v W.
Drtikaz je u konce. U
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Tuto kapitolu uzavieme dalsi aplikaci lokalizace, tentokrat ji pouzijeme pro
rozsifovani homomorfismi. Za¢neme lemmatem VI.3.10, které v sobé zahrnuje
nékolik obrath, jez jsme jiz dfive pouzili. Pfipomenme, ze pro komutativni
okruhy R C S, U C R multiplikativni mnoZina, lze ztotoziiovat zlomky r/u
z U7'R se stejnymi zlomky z U~1S.

VI1.3.10 Lemma. Af R C S jsou komutativni okruhy, pricemz S je nad R
celistvé, a af P € Spec(R) a Q € Spec(S) jsou takovd, Ze @ N R = P. PoloZme
U=R\P. PakU'QNU IR =UP a U'Q je mazimdlni idedl U~'S.
Diagram

0——Uu-'pP U™'R UlR/UP——=0
A |
0—=U"'Q U-1ls U-lS/U—1Q —=0

je komutativni a oba jeho Tddky jsou exaktni. Pritom
JUTR/UTIP-ULS/UQ, (u/r + U 1P) — (u/r + U1Q)
je injektivni homomorfismus téles. Teleso U~1S/U1Q je nad Im(j) algebraické.

Diikaz. Jistéje U'P CU'QNU'R. Af a/u € U"'R jerovno r/v € U 'R.
Pak pro néjaké w € U mame wva € @ rovno wur. OVSem z wur € @ a
wu € U C S\Qplyner € QN R = P. Okruh U"'R = Rp je kvazilokalni a
U~1P = Pp je jeho jediny maximalni idedl. Z U 1QNU 'R = U~'P plyne, Ze
U~'Q je maximalni ideal U~1S, dle tvrzeni I11.2.12.

Méme UT'R/U'P = UT'R/(U'QNU'R) = (UT'R+U'Q)/U'Q,
coz je podokruh U~1S. Vidime, Ze homomorfismus .J je uréen t¥eti vétou o iso-
morfismu pro okruhy. Z maximality U ' P a U~ 1Q vyplyva, Ze oba faktorokruhy
jsou télesa. Podle lemmatu VI.3.1 je U~1S nad U~ 'R celistvé, z éehoz okamzité
plyne, Ze jde o algebraické rozsifeni téles. O

VI1.3.11 Tvrzeni. Af R C S jsou komutativni okruhy, pricemZ S je nad R ce-
listvé, a atf K je komutativng téleso algebraicky uzaviené. KaZdy homomorfismus
w:R— K lze alespon jednim zpusobem prodlouzit na homomorfismus 1:S— K.

Dikaz. Idedl P = Ker(y) okruhu R je jeho prvoidedlem, nebot R/ P je jakoZto
podokruh K oborem integrity. Podle tvrzeni VI.3.5 existuje Q € Spec(S) takové,
ze @ N R = P. Exaktni posloupnost

0—P—R-5T
prejde podle tvrzeni VI.2.5 na exaktni posloupnost
U_lga
0—U'P—U'R—T,
takze existuje u:U 1 R/U~'P— T homomorfismus téles takovy, ze um = ULy,

kde 7:U"'R— U'R/U~'P je pfirozena projekce. Oznac¢ime-li f: R— U 'R
kanonicky homomorfismus, je ¢ = pnf.
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Uvazme nyni diagram dle lemmatu VI.3.10 a at o: U"1S — U~1S/U~1Q
oznacuje pfirozenou projekci a g:S— U 1S kanonicky homomorfismus (pfitom
g chapeme jako rozsieni f). Protoze U~1S/U~1Q je nad Im(j) 2 U 1R/U-1P
algebraické, existuje v:U~1S/U1Q — K takové, ze vj = yu. Homomorfismus
uog:S— K je hledanym rozsifenim ¢, nebot pro r € R je uog(r) = pjnf(r) =
o(r). O

VI1.3.12 Tvrzeni. Af R je je podokruh télesa T a af a je nenulovy prvek T.
Kazdy homomorfismus ¢: R— K, kde K je alebraicky uzaviené téleso, lze rozsivit
na homomorfismus S — K, kde S C T je rovno R[a] nebo Rla™!].

Diikaz. Polozme P = Ker(p). Pak op: Rp— K a Rp lze poklddat za meziokruh
R C Rp C T. Tvrzeni proto staci dokazat za predpokladu, ze R = Rp, tedy
za predpokladu, ze P = Ker(y) je jedingm maximélnim idedlem R. Rozlisime
pfipady PRla] = Rla] a R[a] 2 PR[a]. V prvém z nich z 1 € PR[a] dostaneme
1 =>Yc¢a, 0<i<mn,kdec € P. To znamend a" = > c;a’ ", a tedy
(1—co)a™™ =Y chjl@a?),0<j<n—1.%Zcy € Pplynel—cy € R\ P,
takze 1 — cg je invertibilni (nelezi v Z4dném vlastnim idealu), a proto je a~!
nad R celistvé. Homomorfismus ¢ lze proto podle tvrzeni VI.3.11 prodlouzit na
homomorfismus R[a™!] — K.

At je nyni PR[a] vlastnim idedlem R[a]. Pak existuje maximalni ideal M
okruhu R[a], ktery PR[a] obsahuje. Jist¢ PC MNR C R,atedy P=MNR, z
maximality P. Vidime, ze R/P = R/(M NR) = (R+ M)/M je téleso, které lze
pokladdat za podtéleso R[a]/M. Ptitom Rla]/M = (R+ M)/M)[a + M, takze
R[a]/M je algebraickym rozsifenim R/P. Oznac¢me 7: R — R/P a o: R[a] —
R[a]/M po fadé pfirozené projekce a at p: R/P — K je takové, ze ¢ = um.
Pak u lze rozsifit na +v: R[a]/M — K a rozsifeni ¢ na ¢: Rla] — K obdrzime
tak, Zze polozime 1) = yo (jde o obdobny postup jako v zavéru diikazu lemmatu
VI1.3.10). O

V1.4 Dimenze a stupen transcendence

Necht R je komutativni okruh a P jeho prvoideal. Uvazme vSechny posloupnosti
P, ..., P, prvoideald z R takové, ze Py C P, C --- C P, = P. Nejvyssi mozné
n, pokud existuje, nazveme vyskou P. Pokud lze n zvolit libovolné velké, je
vyska n rovna co. Vysku P znacime ht P = htp P (z anglického height).

Supremum v8ech ht P, P € Spec(R), se nazyva dimenzi R.

Kazdy prvoidedl je obsazen v néjakém prvoidedlu maximalnim, takze di-
menze R je vlastné rovna supremu vysek maximélnich idedlt.

Néekteré zakladni vztahy vysky ht P a dimenze dim R je mozno zminit na
trovni viceméné samoziejmych pozorovani. Tak napfiklad p¥i uréeni dim R/I
se zjevné vychazi z TFetézcl prvoidedll, jez spliuji I € Py € --- € P,. Pro
P € Spec(R) tedy mame

ht P+ dim R/P < dim R.
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Je-1i S multiplikativni podmnozina R, tak ze znalosti korespondence prvo-
idedltt SR a prvoidedlt R (viz tvrzeni VI.2.3) dostédvdme

ht P = htg 15 S~ P pro kazdé P € Spec(R),PN S = ().

Pro R kvazilokalni s maximalnim idedlem M je zjevné dim R = htr M.
Jelikoz pro libovolny komutativni okruh R je Rp kvazilokalni, P € Spec(R),
dostavame

dim Rp = htg P pro kazdé P € Spec(R).

VI.4.1 Tvrzeni. Af{ R C S jsou komutativni okruhy, pvicemZ S je nad R
celistvé. Potom dim R = dim S.

Diikaz. Je-li Qo € -+ € @y Tetézec prvoideald S, je Qo N R C --- C QnNR
podle tvrzeni VI.3.4 fetézec prvoideald stejné délky. Naopak, je-li Py C P, €
-+ C P, tak dle tvrzeni VI.3.5 mtizeme zkonstruovat Qo € Spec(S) takové, Ze
Qo N R = Py. Podle tvrzeni VI.3.6 pak existuji Q; € Spec(S), 1 < i < n, jez
spliuji @Q; N R = P; a tvofi fetézec Qo C -+ € Qn. O

VI1.4.2 Dusledek. Af R C S jsou komutivni okruhy, pricemz S je nad R
celistvé. Pak pro kazdy vlastni idedl I okruhu S plati dim R/(I N R) = dim S/I.

Diikaz. Jde skuteéné o piimy disledek tvrzeni VI.4.1, nebot R/INR = (R+1)/I
lze pokladat za podokruh S/I. O

VI1.4.3 Tvrzeni. Budte R C S obory integrity, piicemZ S je nad R celistvé a
R je celistvé uzaviené. Potom htg Q = htr(Q N R) pro kaZdé Q € Spec(S).

Dikaz.  Z tvrzeni V1.3.4 vidime, Ze htg Q < htr(Q N R) (to plati pro libovolné
R C S, kde S je celistvé nad R). Je-li Py C P, C --- € P, = QN R fetézec

prvoidedlt R, lze podle tvrzeni VI.3.9 nalézt Qo C --- C @, takové, ze Q); €
Spec(9), @n =Q a Q; N R = P;, 0 <i <n. Odsud opa¢nd nerovnost. O

V1.4.4 Véta. At A je netrividini afinni algebra nad komutativnim télesem K.
Pak vsechny noetherovské normalizace A maji stejny pocet prvki, a ten je roven
dimenzi A.

Dikaz. 7 véty VI.1.5 vime, Ze noetherovské normalizace existuji. At tedy
Y1,---,Yn € A jsou nad K algebraicky nezavislé, pticemz A je nad K[yi, ..., yn]
celistvé. Indukci dle n dokdzeme n = dim A.

Ptipad n = 0 nastane pravé kdyz A je celistvé nad K, a pak lze pouZit
tvrzeni VI.4.1. At je tedy n > 0, pfi¢emz pro n’ < n vysledek plati.

V Kly1,. .., Yyn] lze nalézt fetézec prvoidedlt 0 C (v1) € (v1,y2) € -+ €

=

(y1,92,-.-,yn) tak, Ze dimenze A, kterd je podle tvrzeni VI.4.1 rovna dimenzi
Kly1,...,yn], je alesponi n. Uvazme Tetézec Py C P, C --- C P, prvoidedla
Klyi,...,yn]. Podle tvrzeni VI.1.4 existuje noetherovska normalizace (z;), 1 <

i <mn,acdislo d, 0 <d<n, takové, ze

PiNK[z1,...,2n) :ZziK[zl,...7zn] = (Zd41y- -+ 2n)-
i>d
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Pfitom podle VI.1.4 je K[yi,...,yn] celistvé nad K|z1,..., z,], takze Py C
Py implikuje Py N K|[z1,...,2,] # 0, dle tvrzeni VI1.3.4. Proto d < n.

Uvazme nyni pfirozenou projekci K[y, . . . , Y] modulo P;. Z lemmatu VI.1.1
plyne, ze (7(z1),...,7(24)) je noetherovskou normalizaci pro K[y1,...,yn|/P1.
Z indukéiho predpokladu (je d < n) a z toho, Ze v uvaZovaném kvocientnim
okruhu méme fetézec prvoidedlt P, /Py C --- C P, /Py vyplyvdam—1 < d < n,
a tedy m <n. O

VI1.4.5 Dusledek. Predpokladejme, Ze obor integrity A je afinni algebrou nad
komutativnim télesem K. Potom je dimenze A rovna transcendentnimu stupni
L nad K, kde L je podilové téleso A (chapané jako rozsiveni K ).

Dikaz. At y1,...,y, je néjakd noetherovskd normalizace A. Vime, ze A je
kone¢né generovana, takze A = K|by,...,bp] pro n&jaké h > 0, Z definice po-
dilového télesa okamzité plyne L = K(by,...,bs). Kazdy z prvki by,..., b,
je nad Kly1,...,yn] celistvy, takze téleso L je algebraickym rozsifenim télesa
K(y1,...,yn). To ale znamend, Ze transcendentni stupeit L nad K je roven
transcendentnimu stupni K (y1,...,¥,) nad K, coz je n. O

V dalsim ukéZeme, Ze v afinni algebfe dimenze n je n rovno délce kazdého
maximéalniho fetézce prvoidedli.

O fetézci prvoidedlt @y € --- € @, fikdme, Ze je nasyceny, jestlize pro
zadné ¢, 1 <14 < n, nelze nalézt prvoidedl P tak, aby bylo Q;—1 C P C Q;.

VI1.4.6 Lemma. At (y1,...,yn) je noetherovskd normalizace afinni K —algebry
A. At Qo € Q1 je nasyceny Tetézec prvoidedli A. Potom

QoNEKly1,....yn] S QN K[y1,...,yn
je nasyceny fetézec prvoidedli Klyi, ..., yn].

Diikaz. Polozme P, = Q; N K[y1,...,Yn], ¢ € {0,1}. Z tvrzeni V1.3.4 plyne
Py ¢ Pi. Uvazme existenci prvoidedlu P, Py C P C P a at (21,...,2,) je
noetherovskd normalizce K[yi, ..., yn], jez spliluje

POOK[zl,...,zn]:ZziK[zl,...,zn].
i<d

Polozme P/ = PN K[z1,...,%,), 1 € {0,1} a P’ = PN K|z,...,2,]. Mdme
P, C P’ C P/, nebot Klyi,...,yn] je nad Klz1,...,2,] celistvé. Z tranzitivity
celistvosti plyne, Ze (z1,...,2n) je noetherovskd normalizace K—algebry A. Z
QoNKlz1,...y2n] = Qo N Kly1, ..., yn] N K[21,...,25] = PoNK|[21,...,2,] =
Py =3 547 K[z1,...,2,] vyplyva, Ze projekce m: A— A/Qq se na K|z1, . . ., 2]
chové jako projekce modulo P§. Proto jsou 0 = w(P}) € n(P’') € w(P]) prvo-
idealy okruhu K[m(z1),...,7(zq)]. Tento okruh je Gaussiv, takze je celistvé
uzavieny. Soucasné A/Qo je podle lemmatu VI.1.1 nad timto okruhem celistvé.
Okruhy R = K[n(z1),...,7(z4)] @ S = A/Qq tedy spliiuji pfedpoklady tvrzeni
VI1.3.9. Idedl Q1/Qq je prvoidedlem A/Qo a z Q1 N K|z1,...,2,] = P plyne
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Q) /QoNK([r(z1),...,m(zq4)] = 7(P]). Podle trvzeni VI.3.9 existuje @ € Spec(4)

takové, ze je 0 = Qo/Qo S Q/Qo S Q1/Qo. Tedy Qo C Q € @1, coZ je spor s
nasim puvodnim predpokladem. (I

V1.4.7 Véta. V oboru integrity A, ktery je afinni algebrou nad komutativnim
telesem K a md dimenzin, md kaZdy mazimdlni retézec prvoidedlu délku presné
n.

Dikaz. 7 dusledku VI.4.5 plyne, ze délka maximéalniho Fetézce prvoideala
nemuze presahnout n. Nasim cilem je ovéfit, ze nemutze byt ostie mensi nez n.

Podle véty VI.1.5 lze nalézt noetherovskou normalizaci {y1, ..., y,} algebry
A AL Qo € -+ © Qm, m < n, je maximalni fetézec prvoidedlt A. Z n = 0 plyne
m = 0, coz umoziuje pokracovani indukce dle n.

Polozme P; = Q; N K[y1,...,Ym). Mame Py = Qo = 0, nebot A je obor
integrity, a z maximality @, v A plyne maximalita P,, v k[y1, ..., ym] (faktory
jsou télesa).

Z lemmatu VI.4.6 dostavame, ze fetézec Py C --- C P, je nasyceny. Dokazali
jsme, Ze tento Fetézec je maximalnim Fetézcem prvoidedld v K[y1,. .., Ym].

Je tedy ht(Py) = 1 a protoze Klyi,...,ym] je Gaussiv, je P; nutné shodné
s hlavnim idedlem néjakého ireducibilniho polynomu p. Podle tvrzeni VI.1.3 lze
tento idedl, feknéme (p), vyjadiit jako Py N K|[z1,...,2n] = z1K][z1, . .., 2n), kde
(#21,...,2n) je noetherovskd normalizce K[yy, ..., yn].

Oznaéme 7 pfirozenou projekci K[y1,...,y,] modulo P. Z tvrzeni VI.4.1
plyne, ze (m(z1), ..., 7(2n)) je noetherovskd normalizace K[y, . .., yn]/P1. Tento
okruh ovSem mé podle véty VI.4.4 dimenzi n — 1. Soudasné je P,/P; C --- C
P,,/ P, jeho maximdlni fetézec prvoidedld. Z indukéniho pfedpokladu plyne n —
1=m—1, atedy n=m. O

VIL.5 Valuacni obory integrity

Okruh R se nazyva valuacnim okruhem télesa T O R, je-li pro kazdé nenulové
a € T alespon jeden z prvkii a a a~! obsazen v R, pficemz T je komutativni.
Obor integrity R se nazyva valuacni obor (nebo valuaéni okruh) pravé kdyz
je valua¢nim okruhem svého podilového télesa.
Obé¢ definice popisuji stejnou t¥idu objekt, nebot komutativni téleso, jez je
valua¢nim okruhem R, je zjevné téz jeho télesem podilovym.

VI1.5.1 Tvrzeni. V kaZdém valuacnim okruhu jsou idedly linedrné uspordaddany
inkluzi. Je-li naopak R obor integrity, jehoz hlavni idedly jsou linedrné uspo-rd-
ddany inkluzi, je R valuacni.

Diikaz. Budte I a J idealy valua¢niho oboru R a necht a je prvek J \ I. Pak
pro b € I neni b~ 'a prvek R (nebot pak by bylo a = b-b~la € I), takze je
ba=' € R,atedy b=ba"'-acJ.

Naopak, at hlavni idedly R jsou linedrné usporadany inkluzi a af T je po-
dilové téleso R. Predpokladejme, ze a/b € T nelezi v R, a # 0. Z a/b-b = a
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plyne, Ze neni a € Rb, takze Rb C Ra. Tedy b = ra pro néjaké r € R. Ovsem
r=b/a=(a/b)~L. O

Ve valua¢nim oboru R polozme P = {a € R; a = 0 nebo a~! ¢ R}. Je-li
a € P, r € R, tak je jisté, ra € P. Pro a,b € P je Ra C Rb nebo Rb C Ra. V
obou pfipadech je a + b € P. Vidime, ze P je ideal R. Protoze vSechny prvky
mimo P jsou invertibilni, musi R byt okruh kvazilokalni.

VI1.5.2 Tvrzeni. At R C T jsou komutativni okruhy, pricemz T je téleso.
Nasledugjici podminky jsou ekvivalentni.

(i) R je valuacni okruh T';

(i) R je kvazilokdlni s mazimdlnim idedlem P, pricemZ pro kaZdy meziokruh
S, RCSCT, plati R = S kdykoliv P = M N R pro néjaky mazximdlni
idedal M okruhu S;

(ii1) existuje homomorfismus p: R — K, K algebraicky uzaviené komutationi
téleso, ktery nelze rozsivit na Zadné v:S— K, RC S CT.

Dikaz. Predpokladejme, ze R je valuacni okruh T a ze P = M N R pro
néjaky meziokruh S, M maximéalni ideal okruhu S. (Z tvahy pfed dokazovanym
tvrzenim jiz vime, ze R je kvazilokélni.) Pfedpokladdejme existenci a € S\ R. Z
a~! € Rplyne a=! € P, nebot (a=!)~! = a do R nepatii. To ale znamena, Ze
a € S je invertibilni, nebot S obsahuje jak a tak a~—!. Soucasné a=! € P C M,
a to je spor.

Nyni dokdzeme (ii) = (iii). Obor integrity R/P lze vlozit do algebraicky
uzavieného K. Budeme dokazovat, ze za ¢ lze zvolit prirozenou projekci R — K,
o(r) =r+ P pro kazdé r € R. Kazdé ¢:S— K rozsifujici ¢ lze dale rozsifit na
Yr:Sr— K, I = Ker(¢), kde S C Sy C T. Jadrem ¢y je Iy, jediny maximélni
ideal S;. Muzeme tedy predpokladat, ze S = S; a ze I je maximalni. Mame
INRDOP,atedy INR= P, takze S=Ra vy = ¢.

Zbyvé ovefit (iii) = (i). At p: R— K nelze rozsifit. Pak pro kazdé a € T je
R[a] = R nebo R[a"!] = R, dle tvrzeni V1.3.12. O

V1.5.3 Tvrzeni. Necht R je valuacni obor integrity, ktery nent télesem, a at
P je jeho maximadlni idedl. PoloZme I = NP*, i > 1, a predpokladejme, Ze P je
konecné generovan. Pak existuje a € R, Ze

IC---CRa"™M CRa'"C---Ra>CRaC R

jsou prdave vsechny idedly J, jeZ spliugi I C J C R. Je-li navic I konecné
generovany, tak I = 0.

Driikaz. Hlavni idedly R jsou do sebe viazeny. Proto kazdy kone¢né generovany
ideal je roven hlavnimu idedlu, ktery je urcen nékterym z generatord. Vidime,
7ze P = Ra pro né&jaké a € R, a # 0. Z a* € Ra'™! by plynulo a~! € R, coz
nelze. Proto je Pt = Ra‘*! vlastni podmnozinou P’ = Ra‘ pro kazdé i > 1.
Je-li b € Ra'\ Ra'™!, tak a='b lezi v R. Pokud by b~'a’ v R nelezelo, méli

96



bychom a~'b € P, tedy a=! = ar pro n&jaké r € R, ¢li r = a7 1b € R.
To by vsak bylo ve sporu s piedpokladem b ¢ Ra't!. Vidime, ze a~'b je v R
invertibilni, a tedy bR = a'R. Vsechny idealy okruhu R/I jsou tudiz hlavni a
rovny (a + I)*(R/I). Zbyvé dokézat, ze I je nulové, je-li koneéné generované.
Je-li koneéné generované, je hlavni. At tedy I = cR. Z ¢ € a'R plyne a ‘c € R
pro kazdé ¢« > 1. To znamend a"le = ai(a’iflc) € a'R pro vSechna ¢ > 1, a
tedy a='c € Na’'R = I = cR. Z a~'c = cr obdrzime pro ¢ # 0 piislusnost a~!
do R. Protoze a~! v R nelezi, musi byt I = 0. O

Diskrétnim valuacnim oborem se mini kazdy valuaéni obor R, jehoz maxi-
malni idealy P a NP*, i > 1, jsou kone¢né generované. Z tvrzeni VI.5.3 vyplyva,
Ze to jsou praveé vSechny noetherovské valuacni obory. Mtzeme také pouzit tuto
charakterizaci:

VI1.5.4 Tvrzeni. Valuaéni okruh R je diskrétni prdvé kdyz obsahuje idedl P
takovy, Ze 0, R a P*, i > 1, jsou prdvé vsechny idedly R.

Dikaz. 7 tvrzeni VI.5.3 vyplyva, ze diskrétni valuacni obory uvedenou vlast-
nost maji. Pro diikaz opa¢nym smérem je tieba ovéfit, ze maximalni ideal P
valuac¢niho oboru R musi byt pfi danych vlastnostech koneéné generovany. Po-
kud P = P? a pokud aR je nenulovy vlastni idedl, a € R, tak musi bjt aR = P,
nebot z P? = P plyne P = P* pro viechna i > 1. Af je P\ P? neprazdné a
obsahuje prvek a. ProtoZe a neni invertibilni a nelezi v zddném P?, i > 2, musi
byt P = Ra. O

Zobrazeni v : T* — Z, kde T je komutativni téleso a Z je okruh celych
¢isel, nazveme diskrétni valuaci T, jestlize je to zobrazeni surjektivni, které za
predpokladu v(0) = oo spliiuje podminky

(i) v(a+b) > min{vy(a),v(b)} pro viechna a,b € T a
(ii) v(ab) =~(a)+ v(b) pro v8echna a,b e T.

VI1.5.5 Lemma. At R je diskrétni valuacni okruh télesa T, R C T, a at aR
je mazimdlni idedl R. Potom 0,T a a'R, i € Z, jsou viechny R—podmoduly T
(lomené idedly). Pritom

Oggal-‘rlealeg_aRgRg
o« 'RC---Ca'RCa " 'RC-.-CT.

Definujme v: T — 7 tak, Ze v(b) = i prdvé kdyZ b € a'R\ a*T'R. Pak je v
diskrétni valuaci T'.

Diikaz. Uvazme b € T. Je-li b € R, tak bR = a'R pro pravé jedno i > 0,
dle tvrzeni VI.5.3. V takovém piipadé je a’ = be pro e € R invertibilni. Je-li
b~! € R, tak b~! = a’e proné&jaké i > 0 a e invertibilni. To znamen4 bR = a ' R.
Za 'R=a"""'R,i>0,byplynulo aR = R (vynisobenim a'*!), takze v fetézci
lomenych idedlti zadné dva sousedni nemohou splynout. Je-li I néjaky lomeny
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ideél, tak bud I = 0, nebo I = T, nebo existuje nejmensi i € Z, jez ma s [
neprazdny priimik. Pak ale zjevné I = a’R. Z (a'R)(a’R) = o' R vyplyva, ze
v(be) = v(b) + v(c) pro viechna b,c € R. Je-li b,c € a’R, tak b+ c padne do a’R
téz. Proto v(b+ ¢) > min{v(b), v(c)}, pro v8echna b, c € R. O

VI1.5.6 Tvrzeni. At v:T — Z je diskrétni valuace télesa T. Potom R = {a €
T; v(a) > 0} je diskrétni valuacni okruh a v je jedinou diskrétni valuaci T,
ktera R takto urcuje.

Dikaz. Proa,b € Rjev(a+b) > min{v(a),v(b)}
Soucasné z v(a - 1) = v(a) + v(1) plyne v(1) = 0, takze R je opravdu okruh.
Déle pro kazdé a € T nenulové mame v(aa™!) = v(1) = 0 = v(a) + v(a™1),
a tedy v(a™') = —v(a). Prvek a € R je tudiz invertibiln{ (spliiuje a=! € R)
pravé kdyz v(a) = 0. Pokud v(a) = v(b), tak je v(ab—!) = 0, a tedy aR = bR.
Z v(a) > v(b) plyne ab=! € R, a tedy bR C aR. Vybereme néjaké a € R, jez
splituje v(a) = 1. Vidime, 7e pro kazdé i > 1 plati a’'R = {b € T; v(b) > i} a ze
kazdy vlastni nenulovy idedl R méa takovyto tvar. Zbytek je zfejmy. (]

>0awv(ab) =v(a)+v(b) > 0.
0,
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