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Kapitola 1

Uzávěrové operátory a
Zariského topologie

Definice 1.1 (Uzávěrový systém). At’ X je nějaká množina a at’ S je systém
jej́ıch podmnožin. Pak S nazveme uzávěrovým systémem, jestliže:

(i) X ∈ S

(ii) Jsou-li Ai ∈ S, i ∈ I, pak
⋂

(Ai; i ∈ I) ∈ S

Typický př́ıklad: S je systém všech konvexńıch podmnožin roviny (obecně
Rn).
V algebře se přirozeně vyskytuje mnoho uzávěrových systémů - podgrupy,
podokruhy, ideály a daľśı.

Definice 1.2 (Uzávěrový operátor). S každým uzávěrovým systémem je
přirozeně spjat uzávěrový operátor. Označme ho ClS . Pro stručnost at’ C =
ClS . Pak C : P(X)→ S, kde P(X) je potenčńı množina, tedy množina všech
podmnožin množiny X. Definujeme C(B) =

⋂
(A ∈ S, A ⊇ B). Z definice

uzávěrového systému plyne, že C(B) vskutku lež́ı v S. Volněji řečeno, C(B)
je nejmenš́ı prvek S, který obsakuje množinu B ⊆ X.

Snadno nahlédnete, že plat́ı:

(UO1) CC(B) = C(B) (idempotence)

(UO2) ∅ ⊆ B1 ⊆ B2 ⊆ X =⇒ C(B1) ⊆ C(B2) (monotonie)

(UO3) B ⊆ C(B) (extensionalita)
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Lemma 1.1 (Charakterizace uzávěrových operátor̊u). At’ C : P(X) →
P(X) je zobrazeńı, které splňuje (UO1)–(UO3). Potom S = {B ⊆ X; C(B) =
B} tvoř́ı uzávěrový systém. Přitom plat́ı C = ClS .

D̊ukaz. Triviálńı

V některých situaćıch je snažš́ı nebo přirozeněǰśı definovat uzávěrový
operátor než uzávěrový systém. Př́ıklady:

1. At’ K je těleso. Pro každé B ⊆ K sestrojme nejprve těleso F genero-
vané množinou B a pak položme Cl(B) = {a ∈ K; a je algebraické
nad F}.

2. At’ R je okruh. Pro každé B ⊆ R sestrojme nejprve podokruh S gene-
rovaný množinou B a pak položme Cl(B) = {a ∈ R,; a je celistvé nad
S}.

Pozn. Těleso i okruh budou vždy znamenat těleso komutativńı a okruh
komutativńı.

Otázka k zamyšleńı - Jak vypadá uzávěrový systém př́ıslušný operátor̊um
Cl v př́ıkladech 1. a 2.?

Některé uzávěrové operátory mohou mı́t nav́ıc ještě vlastnost:

(UO4) C(B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk) = C(B1) ∪ C(B2) ∪ · · · ∪ C(Bk)

Taková vlastnost neńı samozřejmá. Např́ıklad ji nemá systém všech podpro-
stor̊u lineárńıho prostoru nebo systém všech konvexńıch podmnožin.

Lemma 1.2. At’ S je uzávěrový systém, C = ClS . Pak C splňuje (UO4),
právě když S splňuje:

(iii) Jsou–li Ai ∈ S, 1 ≤ i ≤ k, pakA1∪· · ·∪Ak ∈ S (Uzavřenost na konečná
sjednoceńı)

D̊ukaz. (UO4) =⇒ (iii): Využijeme, že A ∈ S ⇐⇒ C(A) = A. Jest A1 ∪
· · · ∪Ak = C(A1) ∪ · · · ∪ C(Ak) = C(A1 ∪ · · · ∪Ak).
(iii) =⇒ (UO4): Jistě C(B1 ∪ · · · ∪Bk) ⊇ C(Bi), 1 ≤ i ≤ k.
C(B1∪· · ·∪Bk) ⊆ C(B1)∪· · ·∪C(Bk) plyne z toho, že C(B1)∪· · ·∪C(Bk) ∈ S
dle (iii).

Definice 1.3 (Topologie uzavřených množin). Uzávěrový systém S se nazývá
topologíı uzavřených množin, jestliže splňuje (i), (ii), (iii) a (iv): ∅ ∈ S.
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Topologie může být zadána uzavřenými nebo otevřenými množinami na
základě vztahu U ⊆ X otevřená ⇐⇒ X \ U uzavřená.

Definice 1.4 (Topologie otevřených množin). Topologie otevřených množin
na X je tedy systém U , že

• ∅ ∈ U ;

• X ∈ U ;

•
⋃

(Ui, i ∈ I) ∈ U , pokud Ui ∈ U ∀i ∈ I;

• U1 ∩ · · · ∩ Uk ∈ U , pokud U1, . . . , Uk ∈ U .

Některé uzávěrové systémy vznikaj́ı z Galoisovy korespondence.

Definice 1.5 (Galoisova korespondence). At’ X a Y jsou množiny. At’

A : P(X) → P(Y ) a B : P(Y ) → P(X). Pak (A,B) nazveme Galoisovou
korespondenćı, plat́ı–li:

(i) ∅ ∈ A1 ⊆ A2 ∈ X =⇒ A(A1) ⊇ A(A2)
∅ ∈ B1 ⊆ B2 ∈ Y =⇒ B(B1) ⊇ B(B2);

(ii) BA(A) ⊇ A pro ∀A ∈ X
AB(B) ⊇ B pro ∀B ∈ Y .

Lemma 1.3. At’ (A,B) je Galoisova korespondence. Potom BA i AB jsou
uzávěrové operátory. Nav́ıc plat́ı BAB = B a ABA = A

D̊ukaz. Monotonie BA plyne z dvoj́ıho použit́ı (1). Extensionalita je shodná
s podmı́nkou (2), pro idempotenci stač́ı ukázat rovnost ABA = A. Inkluzi
BA(A) ⊇ A dostaneme z (2), takže z (1) plyne ABA(A) ⊆ A(A). Pokud v
(2) ṕı̌seme A(A) na mı́stě B, obdrž́ıme ABA(A) ⊇ A(A).

Dodatek k Lemma 1.3. At’ Y = {A(A);A ⊆ X} a X = {B(B);B ⊆ Y }.
Potom A a B poskytuj́ı vzájemně inverzńı bijekce množin X a Y.

D̊ukaz. To je př́ımý d̊usledek vztah̊u BAB = B a ABA = A.

Uvažujme nyńı těleso K a přirozené č́ıslo n ≥ 1. Budeme uvažovat okruh
K[x1, . . . , xn]. Protože seznam x1, . . . , xn se často opakuje, je zvykem psát
pouze K[x]. Tedy K[x] = K[x1, . . . , xn], kde n se rozumı́ z kontextu.
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Daľśı d̊uležitou množinou bude An = K̄ × · · · × K̄. Použit́ım A odkazuji
na afinńı prostor. K̄ znamená algebraický uzávěr. V algebraické geometrii je
zvykem pro každé těleso L, K ⊆ L ⊆ K̄ psát An(L) ve významu L× · · · × L︸ ︷︷ ︸

n−krát

.

An(L) se nazývá množinou L–racionálńıch bod̊u.

Pro S ⊆ An položme I(S) = {f ∈ K[x];∀a ∈ S je f(a) = 0}. Pro
M ⊆ K[x] položme V(M) = {a ∈ An; ∀f ∈ M je f(a) = 0}. Symbolicky

An I−⇀↽−
V
K[x]

Lemma 1.4. (I,V) je Galoisova korespondence.

D̊ukaz. Jistě ∅ ⊆ S1 ⊆ S2 ⊆ An =⇒ I(S1) ⊇ I(S2), nebot’
”
polynom,

který se nuluje na větš́ı množině, se nuluje i na menš́ı“. Podobně ∅ ⊆M1 ⊆
M2 ⊆ K[x] =⇒ V(M1) ⊇ V(M2), nebot’

”
nula větš́ıho počtu polynomů je

společnou nulou i menš́ıho počtu polynomů“.
Je-li a ∈ S, tak pro ∀f ∈ I(S) je f(a) = 0, takže S ⊆ VI(S). Je-li f ∈ M ,
tak pro ∀a ∈ V(M) je f(a) = 0, tedy M ⊆ IV(M).

Definice 1.6 (Algebraické množiny). Množina S ∈ An se nazývá alge-
braická (př́ıpadně afinńı algebraická), pokud S = V(M) pro nějaké M ⊆
K[x].

Lemma 1.5. Plat́ı

(i) At’ Si ⊆ An, i ∈ I. Pak
⋂
i∈I I(Si) = I(

⋃
i∈I Si)

(ii) At’ Mi ∈ K[x], i ∈ I. Pak
⋂
i∈I V(Mi) = V(

⋃
i∈IMi).

D̊ukaz. Zřejmé.

Poznámka:
Je-li R okruh a M ∈ R, je zvykem (M) chápat jako ideál generovaný M .
Pokud M = {f1, . . . , fk}, ṕı̌seme mı́sto (M) též (f1, . . . , fk).

Lemma 1.6. I(S) je ideál K[x] a V(M) = V((M)).

D̊ukaz. At’ f(a) = 0 a at’ g ∈ K[x]. Pak (g · f)(a) = g(a) · f(a) = 0. Je-li též
g(a) = 0, je (f + g)(a) = 0. Proto je I(S) vždy ideál. Stejná úvaha vede na
rovnost V((M)) = V(M), nebot’ (M) = {

∑k
i=1 gifi; fi ∈M a gi ∈ K[x]}. To

znamená, že (M) lze źıskat postupným přidáváńım součt̊u f1 +f2 a násobk̊u
gf .
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Lemma 1.5(i) ř́ıká, že ideál I(S1 ∪ · · · ∪ Sk) je roven ideálu I(S1) ∪
· · · ∪ I(Sk). Pro algebraickou geometrii větš́ı roli než pr̊unik ideál̊u hraje
jejich součin. Připomeňme, že pro I1, . . . , Ik ideály je

I1 · · · Ik = {f1 · · · fk; ∀1 ≤ j ≤ k fj ∈ Ij}

Přitom I1 · · · Ik ⊆ I1 ∩ · · · ∩ Ik (viz KO). Máme tedy:

Důsledek 1.7. I(S1 ∪ · · · ∪ Sk) ⊇ I(S1) · · · I(Sk).

Lemma 1.8. At’ I1, . . . , Ik jsou ideály v K[x].
Potom V(I1 · · · Ik) = V(I1) ∪ · · · ∪ V(Ik).

D̊ukaz. Inkluze ⊇ plyne z I1 · · · Ik ⊆ Ij . At’ a ∈ V(I1 · · · Ik)
1.6
= V({f1 · · · fk;

fj ∈ Ij}). Předpokládejme, že a /∈ V(I1) ∪ · · · ∪ V(Ik−1). Pak existuj́ı f1 ∈
I1, . . . , fk−1 ∈ Ik−1, že fj(a) 6= 0 pro každé 0 ≤ j ≤ k − 1. Předpokládejme,
že pro všechna fk ∈ Ik je 0 = f1(a) · · · fk−1(a)︸ ︷︷ ︸

6=0

fk(a). Tedy fk(a) = 0 a

a ∈ V(Ik).

Pro každé a1 ∈ K̄ se definuje minimálńı polynom ma1 ∈ K[x] (viz KO).
Je-li a1 ∈ K̄, je ma1 = x1 − a1. Pokud ma1 chápeme jako polynom v jiné
proměnné než x1, ṕı̌seme ma1(x2) apod.

Lemma 1.9. At’ a = (a1, . . . , an) ∈ An.
Potom I(a) ⊆ (ma1(x1), . . . ,man(xn) ( K[x].

D̊ukaz. Chceme ukázat, že každé maj (xj) se nuluje na {a}. To je ovšem
zřejmé, nebot’ maj (aj) = 0. Uvažujme nyńı homomorfismus okruh̊u π :
K[x]→ K[x1], který nuluje x2, . . . , xn. Tedy

π(
∑
i1···in

λi1···inx
i1
1 · · ·x

in
n ) =

∑
i1···in

λi1···inx
i1
1

Jinak řečeno, zobrazuji ideál generovaný ma1(x1), . . . ,man(xn) na ma1K[x1]
(hlavńı ideál), což je vlastńı podmnožina K[x1]. Proto plat́ı i inkluze v lem-
matu.

Důsledek 1.10. V(K[x]) = ∅

D̊ukaz. Z a ∈ V(K[x]) plyne I(a) ⊇ IV(K[x]) = K[x] - spor!

Lemma 1.11. At’ C je uzávěrový operátor na X.
Potom {S ⊆ X; C(S) = S} je topologíı uzavřených množin, je-li C(∅) = ∅ a
pro všechna S1, S2 ⊆ X plat́ı C(S1 ∪ S2) ⊆ C(S1) ∪ C(S2).
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D̊ukaz. Z S1 ∪ S2 ⊇ S1 a S1 ∪ S2 ⊇ S2 plyne C(S1 ∪ S2) ⊇ C(S1) a C(S1 ∪
S2) ⊇ C(S2). Je tedy C(S1∪S2) ⊇ C(S1)∪C(S2), takže C(S1∪S2) = C(S1)∪
C(S2). Zbytek z Lemmatu 1.2 a za ńım následuj́ıćı pasáže.

Tvrzeńı 1.12 (O algebraických množinách). Množina S ⊆ An je alge-
braická, pokud VI(S) = S. Plat́ı, že S ⊆ An je algebraická, pokud S = V(I)
pro nějaký ideál I. Všechny algebraické množiny tvoř́ı topologii uzavřených
množin, kde uzávěrový operátor je roven VI.

D̊ukaz. S je algebraická
def.⇔ S = V(M) pro nějaké M ⊆ K[x]. Je-li S =

V(M), tak S = VIV(M) = VI(S) a I(S) je ideál. Dle 1.10 je V(K[x]) =
∅, takže VI(∅) = V(K[x]) = ∅. Dle 1.7 je I(S1 ∪ S2) ⊇ I(S1) · I(S2), takže

VI(S1 ∪ S2) ⊆ V(I(S1) · I(S2))
1.8
= VI(S1) ∪ VI(S2).

Definice 1.7 (Afinńı uzávěr a Zariského topologie). Zobrazeńı VI(S) se
nazývá afinńım uzávěrem S.
Topologie určená VI(S) se nazývá Zariského topologie (afinńıch algebraických
množin).

Definice 1.8 (Ireducibilńı množiny). Algebraická množina S se nazývá ire-
ducibilńı, pokud S je neprázdná a nelze ji vyjádřit jako sjednoceńı vlastńıch
algebraických podmnožin. Tedy S = S1 ∪ S2 =⇒ S1 = S nebo S2 = S.

Pozn.: Připomeňme, že z Dodatku k lemmatu 1.3 plyne
S1 ( S2 =⇒ I(S1) ) I(S2), kdykoliv S1 a S2 jsou algebraické.

Lemma 1.13. Neexistuje nekonečná posloupnost S1, S2, . . . algebraických
množin taková, že S1 ) S2 ) . . . .

D̊ukaz. At’ existuje. Pak I(S1) ( I(S2) ( . . . , což je ve sporu s faktem, že
K[x] je noetherovský (viz KO).

Lemma 1.14. Každou neprázdnou algebraickou množinu S lze vyjádřit jako
sjednoceńı ireducibilńıch algebraických množin.

D̊ukaz. Budujme binárńı strom takový, že

• kořen je roven S

• koncové vrcholy (listy) jsou ireducibilńı algebraické množiny

• ostatńı vrcholy jsou tvaru T = T1 ∪ T2, T1 6= T, T2 6= T algebraické
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Strom muśı být konečný, nebot’ v nekonečném by bylo možné naj́ıt větev s
nekonečnou posloupnost́ı ostře klesaj́ıćıch algebraických množin.

Tvrzeńı 1.15. Algebraická množina S je ireducibilńı, právě když I(S) je
prvoideál K[x].

D̊ukaz. At’ I(S) neńı prvoideál. Pak existuj́ı ideály J1 ) I(S), J2 ) I(S),
že J1J2 ⊆ I(S) (viz KO). Odsud plyne V(J1) = V(IV(J1)) ( VI(S) = S a
V(J2) ( S. To znamená, že S = VI(S) = V(J1J2) = V(J1)∪V(J2) je sjedno-
ceńım dvou vlastńıch algebraických podmnožin. At’ S neńı ireducibilńı, tedy
S = S1 ∪ S2, kde S1 ( a S2 ( S. Pak I(S1) ) I(S),V(S2) ) I(S) a I(S) =

I(S1 ∪ S2)
1.7
⊇ I(S1)I(S2).

Definice 1.9 (Ireducibilńı rozklad). Bud’ S ⊆ An algebraická množina.
Vyjádřeńı S = S1 ∪ · · · ∪ Sk nazveme jej́ım ireducibilńım rozkladem, po-
kud každá Si je ireducibilńı algebraická a jej́ım vynecháńım vznikne vlastńı
podmnožina S.

Tvrzeńı 1.16. Každá algebraická množina má právě jedno ireducibilńı
vyjádřeńı (rozklad).

D̊ukaz. At’ S = S1∪· · ·∪Sk = T1∪· · ·∪Tl jsou dvě taková vyjádřeńı. Pak ∀i ∈
{1, . . . , k} plat́ı I(Si) ⊇ I(S) ⊇ I(T1) · · · I(Tl). Protože I(Si) je prvoideál,
muśı existovat j ∈ {1, . . . l}, že I(Si) ⊇ I(Tj). Označme (nějaké) takové j
jako σ(i). Je tedy Si ⊆ Tσ(i). Analogicky ∃τ : {1, . . . l} → {1, . . . , k}, že Tj ⊆
Sτ(j). Tedy Si ⊆ Tσ(i) ⊆ Si′ , kde i′ = τσ(i). Z i′ 6= i by vyplynulo, že Si
lze vypustit. Je tedy i = τσ(i) a podobně j = στ(j). Proto k = l a σ a
τ jsou vzájemně inverzńı permutace, přičemž z Si ⊆ Tσ(i) ⊆ Si plyne Si =
Tσ(i).

Definice 1.10 (Radikály a radikálové ideály). Připomeňme, že
√
I = {a ∈

R;∃k ≥ 1, že ak ∈ I} se nazývá radikál ideálu I v okruhu R.
Plat́ı, že

√
I =

⋂
(P ∈ Spec R;P ⊇ I), kde Spec R označuje množinu

všech prvoideál̊u v R. Máme
√
P = P pro každé P ∈ Spec R a

√
I ⊇ I pro

každý ideál I. Ideály, které splňuj́ı
√
I = I se nazývaj́ı radikálové. Operátor

M 7→
√

(M) je uzávěrový operátor na R.

Naš́ım ćılem nyńı bude ukázat, že radikálové ideály v K[x] se shoduj́ı s
ideály, které lze vyjádřit jako I(S), S ⊆ An. K tomu nám poslouž́ı Hilbertova
věta o nulách, jež uvedený fakt tvrd́ı pro př́ıpad K = K̄.
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Hilbertova věta o nulách: At’ K je algebraicky uzavřené těleso. Maximálńı
ideály K[x] jsou právě všechny ideály tvaru:
M(a1, . . . , an) = (x1 − an, . . . , xn − an), kde a = (a1, . . . , an) ∈ An. Pro
každý vlastńı ideál I ( K[x] plat́ı, že IV(I) =

√
I =

⋃
(M(a); a ∈ V(I)).

Přechod od K̄ ke K vyžaduje jistou drobnou algebraickou př́ıpravu. Jsou-li
R ⊆ S okruhy a I je ideál R, pak

IS = {
k∑
i=1

aisi; ai ∈ I & si ∈ I, 1 ≤ i ≤ k}

je ideál S. Je to nejmenš́ı ideál, který obsahuje I.

Lemma 1.17. At’ K ⊆ L jsou tělesa a at’ I je ideál K[x]. Položme J =
IL[x]. Pak I = J ∩K[x].

D̊ukaz. Je zřejmé, že I ⊆ J ∩K[x].
Pro d̊ukaz opačné inkluze stač́ı ověřit, že kdykoliv g ∈ K[x] lze vyjádřit jako∑k

i=1 aisi, kde a1, . . . , ak ∈ I & s1, . . . , sk ∈ L[x], tak ∃t1, . . . , tk ∈ K[x], že∑
aisi =

∑
aiti. Pak je totiž každé aisi prvkem I, takže i g ∈ I.

Vylož́ıme, že existenci ti lze odvodit ze základńıch fakt lineárńı algebry. Lze
jistě zvolit N ≥ 0, že g =

∑
gj1,...,jnx

j1
1 · · ·x

jn
n , ai =

∑
aij1,...,jnx

j1
1 · · ·x

jn
n a

si =
∑
sij1,...,jnx

j1
1 · · ·x

jn
n , kde 0 ≤ j1 + · · ·+ jn ≤ N & 1 ≤ i ≤ k.

Máme aij1,...,jn ∈ K, gj1,...,jn ∈ K & sij1,...,jn ∈ L. Definujme bij1,...,jn ∈ L

tak, že siai =
∑
bij1,...,jnx

j1
1 · · ·x

jn
n . Volbu N lze provézt tak, že 0 ≤ j1+· · ·+

jn ≤ N . Rovnost g =
∑
aisi pak znamená,∀j1 ≥ 0, . . . , jn ≥ 0,

∑
jk ≤ N

muśı být b1j1,...,jn + · · ·+ bkj1,...,jn = gj1,...,jn .
Jest bij1,...,jn =

∑
aij′1,...,j′n

sij′′1 ,...,j′′n
, kde j′k+j′′k = jk. Jestliže za každé bij1,...,jn

dosad́ıme ∑
j′k+j′′k =jk

aij′1,...,j′n
sij′′1 ,...,j′′n

,

tak se uvedené rovnosti daj́ı chápat jako systém lineárńıch rovnic s koefici-
enty aij′1,...,j′n

∈ K a neznámými xij′′1 ,...,j′′n
= sij′′1 ,...,j′′n

. Pravá strana je tvořena

prvky K. Hodnost matice, která je tvořena prvky K, se nezměńı, chápeme-
li ji jako matici nad L. Má-li pak soustava řešeńı v L (xij′′1 ,...,j′′n

= sij′′1 ,...,j′′n
),

muśı mı́t i řešeńı v K(xij′′1 ,...,j′′n
= tij′′1 ,...,j′′n

).

Tvrzeńı 1.18. At’ I ⊆ K[x] je ideál. Potom IV(I) =
√
I.
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D̊ukaz. Použijeme Hilbertovu věru o nulách. Potřebujeme dát do souvislosti
Galoisovu korespondenci (I,V), která se vztahuje k An a K[x], a obdobně
definovanou Galoisovu korespondenci (I,V), která se vztahuje k An a K̄[x].
Podle lemmatu 1.6 je V(I) = V(IK̄[x]). Z definice operátoru V máme V(I) =
V(I). Z definice operátoru I plyne, že IV(I) = IV(I) ∩K[x]. Položme J =
IK̄[x]. Podle Hilbertovy věty o nulách je IV(I) = V(J) =

√
J = {f ∈

K̄[x]; fm ∈ J pro nějaké m ≥ 1}. Tedy f ∈ K[x] lež́ı v
√
J právě když

fm ∈ J∩K[x] pro nějaké m ≥ 1. Ovšem podle lemmatu 1.17 je J∩K[x] = I.
Tedy f ∈ K[x] padne do

√
J právě když f ∈

√
I. Proto IV(I) =

√
J∩K[x] =√

I.

Uzávěrový operátor VI pośılá každou podmnožinu An na nejmenš́ı ji
obsahuj́ıćı algebraickou množinu. Na druhou stranu uzávěrový operátor IV
pośılá každou podmnožinu K[x] na nejmenš́ı radikálový ideál, který ji obsa-
huje. Operátor I a V tedy poskytuj́ı vzájemně jednoznačnou korespondenci
mezi algebraickými množinami a radikálovými ideály.
Operátor VI je současně uzávěrovým operátorem Zariského topologie na
An (jej́ı struktura záviśı na volbě K). Algebraická množina je ireducibilńı,
neńı-li ji možno vyjádřit jako sjednoceńı vlastńıch algebraických podmnožin.
Ireducibilńı algebraické množiny tedy odpov́ıdaj́ı prvoideál̊um (každý prvo-
ideál je zjevně radikálovým ideálem). Výše uvedená fakta budeme v daľśım
považovat za samozřejmá.
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Kapitola 2

Afinńı variety a topologie

At’ K je těleso a at’ An je jemu př́ıslušný afinńı prostor. Připomeňme, že
algebraická množina V ⊆ An je ireducibilńı, je-li I(V ) prvoideál K[x]. Jako
synonymum k označeńı ireducibilńı algebraické množiny budeme použ́ıvat
slovo varieta, či přesněji souslov́ı afinńı varieta (časem se seznámı́me i s
projektivńımi varietami). Poznamenejme, že v r̊uzných jiných kontextech se
pod varietou rozumı́ i jiné typy objekt̊u, a to i uvnitř algebraické geometrie.
Prvoideály jsou v našem pojet́ı vždy vlastńımi ideály. Proto je varieta vždy
množinou neprázdnou.

Definice 2.1 (Souřadnicové okruhy). Souřadnicovým okruhem algebraické
množiny S se rozumı́ okruh K[x]/I(S). Znač́ı se K[S].

Lemma 2.1. Neprázdná algebraická množina S je varietou právě tehdy,
když K[S] je oborem integrity.

D̊ukaz. To je př́ımý d̊usledek faktu, že pro ideál I okruhu R plat́ı, že R/I
je obor integrity právě když I je prvoideál.

Definice 2.2 (Funkčńı tělesa). Je-li V varieta, tak se pod́ılové těleso okruhu
K[V ] nazývá funkčńı těleso variety V . Znač́ı se K(V ).
Bud’ nyńı V varieta s bodem α = (α1, . . . , αn) ∈ V . Každý prvek K(V ) lze

zapsat jako f+I(V )
g+I(V ) . Ř́ıkáme, že f

g representuje tento prvek.

Každé γ ∈ K(V ) může mı́t samozřejmě v́ıce representaćı. Vı́me, že
f1+I(V )
g1+I(V ) = f2+I(V )

g2+I(V ) právě když f1g2 − f2g1 ∈ I(V ).

Pro α ∈ V definujeme Oα = {γ ∈ K(V );∃f, g ∈ K[x], že γ = f+I(V )
g+I(V ) , g(α) 6=

0}. Zřejmě je Oα podokruhem K(V ).
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Lemma 2.2. At’ γ ∈ Oα je representováno f1
g1

i f2g2 , kde g1(α) 6= 0, g2(α) 6= 0.
Pak f1(α) = 0 ⇐⇒ f2(α) = 0.

D̊ukaz. Označme h = f1g2−g2f1 ∈ I(V ). Tedy h(α) = 0, takže f1(α) g2(α)︸ ︷︷ ︸
6=0

=

f2(α) g1(α)︸ ︷︷ ︸
6=0

.

Pozn: Mα ⊆ Oα definuji jako {γ ∈ Oα; je-li γ representováno f
g , g(α) 6=

0, tak f(α) = 0}. Z L2.2 snadno plyne, že Mα je ideálem Oα.

Lemma 2.3. Oα je lokálńı okruh a Mα je jeho (jediný) maximálńı ideál.

D̊ukaz. Ověř́ıme, že Oα \Mα = O∗α. Jistě Oα \Mα ⊇ O∗α. At’ γ ∈ Oα \Mα

je representováno f/g, kde g(α) 6= 0. Pak f(α) 6= 0 dle L2.2. To znamená,
že Oα obsahuje i γ−1, nebot’ γ−1 je representováno g/f .

Definice 2.3 (Polynomiálńı zobrazeńı). At’ f : V → W je zobrazeńı, kde
V ⊆ An a W ⊆ Am jsou variety. Toto zobrazeńı nazveme polynomiálńı,
jestliže existuj́ı polynomy f1, . . . , fm ∈ K[x] takové, že pro každé α =
(α1, . . . , αn) ∈ V je f(x) = (f1(α), . . . , fm(α)) ∈W .

Poznámky:
• Identické zobrazeńı V → V je jistě polynomiálńı, protože za f1, . . . , fn lze
zvolit polynomy x1, . . . , xn.
• Je-li f : V → W, g : W → Z, kde V ⊆ An,W ⊆ Am, Z ⊆ Ak, přičemž
f je určeno (f1, . . . , fm) a g je určeno (g1, . . . , gk), máme (g · f)(α) =
g(f1(α), . . . , fm(α)) = (g1(f1(α), . . . , fm(α)), . . . , gk(f1(α), . . . , fm(α))), což
lze vyjádřit jako (h1(α), . . . , hk(α)), kde

hj(α1, . . . , αn) = hj(α) = gj(f1(α), . . . , fm(α))

Vid́ıme, že složeńı polynomiálńıch zobrazeńı je opět polynomiálńı.

Definice 2.4 (Morfismy). O polynomiálńıch zobrazeńıch f : V → W se
mluv́ı také jako o (afinńıch) morfismech variet V a W .
Dvě variety V a W nazveme izomorfńı, jestliže existuj́ı polynomiálńı zobra-
zeńı f : V →W a g : W → V takové, že gf = idV a fg = idW .

Později ukážeme, že V je izomorfńı W právě když K[V ] ∼= K[W ].

Lemma 2.4. At’ f : V → W a g : V → W jsou polynomiálńı zobrazeńı
variet V a W , přičemž f je určeno (f1, . . . , fm) a g je určeno (g1, . . . , gm).
Pak ∀α ∈ V je f(α) = g(α) ⇐⇒ fi − gi ∈ I(V ) pro každé i ∈ {1, . . . ,m}.
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D̊ukaz. Podmı́nku fi − gi ∈ I(V ) lze vyjádřit také tak, že fi(α) = gi(α) pro
každé α ∈ V . Zbytek je jasný.

Vedle polynomiálńıch zobrazeńı má smysl uvažovat i racionálńı zobrazeńı
(r1, . . . , rm) : V → W , kde ri = si/ti pro si, ti ∈ K[x]. Je-li r′i = s′i/t

′
i

jiná sada racionálńıch zobrazeńı, tak ve zobecněném lemmatu 2.4 by na
pravé straně mohla stát podmı́nka sit

′
i − s′iti ∈ I(V ). Ovšek jak formulovat

levou stranu? Problém je nejen v tom, že ri a r′i nemuśı být definovány ve
všech bodech V , ale i v tom, že nulové body ti a t′i se mohou velmi lǐsit.
Ćılem daľśıho výkladu bude ukázat, že problém vážný vlastně neńı, nebot’

za uvedených podmı́nek bude množina bod̊u V , na které jsou všechna ti i t′i
nenulová, hustou podmnožinou V v Zariského topologii.

Poznámky k topologii: Bud’ Y podmnožina topologického prostoru X. O
S ⊆ Y řekneme, že je otevřená v Y , je-li S = Y ∩ U pro nějakou otevřenou
podmnožinu prostoru X. Podobně vztahem S = Y ∩ F , F ⊆ X uzavřená,
definujeme množiny uzavřené v Y . Je snadné ověřit, že t́ımto lze na Y defi-
novat topologii (ř́ıkáme j́ı indukovaná, nebo též zděděná).
Je-li Y otevřená množina v X, jsou indukovanými otevřenými množinami
právě všechny otevřené podmnožiny X obsažené v Y . Podobně, je-li Y
uzavřená, jsou indukovanými uzavřenými množinami právě všechny uzavřené
podmnožiny X obsažené v Y . To je zřejmé.
V topologickém prostoru X se množina D nazývá hustá, je-li jej́ı uzávěr
roven X.

Lemma 2.5. Množina D ⊆ X je hustá, právě když X\D neobsahuje žádnou
neprázdnou otevřenou množinu.

D̊ukaz. Označme F uzávěr D. At’ U ⊆ X \ D je otevřená. Je-li U 6= ∅, je
F ⊆ X \ U , nebot’ D ⊆ X \ U , přičemž X \ U je uzavřená. Z U 6= ∅ plyne
F 6= X. Je-li F 6= X, je X \ F neprázdná otevřená množina v X \D.

Lemma 2.6. At’ U a D jsou husté podmnožiny topologického prostoru X.
Je-li U otevřená množina, je množina U ∩D hustá.

D̊ukaz. At’ V je otevřená taková, že V ∩(U∩D) = ∅. Pak je V ∩U otevřená a
splňuje (V ∩U)∩D = ∅. Podle L2.5 muśı být V ∩U = ∅. Daľśımi aplikacemi
téhož lemmatu dostáváme V = ∅, takže U ∩D muśı být hustá.

Varieta V má indukovanou Zariského topologii. Jej́ımi uzavřenými množi
nami F ⊆ V jsou uzavřené (tedy algebraické) množiny Zariského K–
topologie An. Definice variety ř́ıká, že z V = F1 ∪ F2, kde obě Fi jsou
uzavřené, vyplývá, že V = F1 nebo V = F2.
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Tvrzeńı 2.7. Každá neprázdná otevřená podmnožina variety V je hustá.

D̊ukaz. At’ U1 ⊆ V je otevřená a neprázdná. At’ U2 ⊆ V je také otevřená a
at’ U2∩U1 = ∅. Podle L2.5 stač́ı ukázat, že U2 = ∅. Položme Fi = V \Ui, i ∈
{1, 2}. Z U1 ∩ U2 = ∅ plyne V = F1 ∪ F2. Z U1 6= ∅ plyne F1 ( V . Protože
V je varieta, dostáváme F2 = V , takže U2 = ∅.

Pro každé f ∈ K[x] je Df = {α ∈ An; f(α) 6= 0} otevřenou množinou,
nebot’ Df = An \ V(f).

Tvrzeńı 2.8. (i) Pro každou algebraickou množinu S ⊆ An existuje k ≥
1 a f1, . . . , fk ∈ K[x] takové, že S = V(f1, . . . , fk).

(ii) Pro každou otevřenou množinu U ⊆ An existuje k ≥ 1 a f1, . . . , fk ∈
K[x], že U = Df1 ∪ · · · ∪Dfk .

D̊ukaz. At’ S = V(I), kde I je ideál. Okruh K[x] je noetherovský, a proto je I
generován konečnou množinou {f1, . . . , fk}. Podle L1.6 je S = V(f1, . . . , fk) =
V(f1)∩ · · · ∩V(fk). Jistě Dfi = An \V(fi), odkud An \ S = Df1 ∪ · · · ∪Dfk .
Každou otevřenou množinu lze vyjádřit jako An\S kde S je algebraická.

Varieta V má zděděnou topologii, a proto jej́ı otevřené množiny jsou
tvaru (Df1 ∩ V ) ∪ · · · ∪ (Dfk ∩ V ).

Tvrzeńı 2.9. At’ pro i ∈ {1, 2} jsou fi, gi ∈ K[x] taková, že gi /∈ I(V ). Pak
je U = Dg1 ∩Dg2 ∩ V otevřená hustá podmnožina V . At’ D ⊆ U je nějaká
hustá podmnožina V . Potom

f1(α)

g1(α)
=
f2(α)

g2(α)
pro všechna α ∈ D ⇐⇒ f1 + I(V )

g1 + I(V )
=
f2 + I(V )

g2 + I(V )
.

D̊ukaz. Z gi /∈ I(V ) plyne, že Ui = Dgi∩V je neprázdná otevřená podmnožina
V . Z L2.6 a L2.7 v́ıme, že U = U1 ∩ U2 je otevřená a hustá. Uvažme
nyńı h = f1g2 − f2g1. Stač́ı ukázat, že h ∈ I(V ) právě když h(α) = 0
pro každé α ∈ D. Př́ımá implikace je triviálńı. Pro opačnou implikaci stač́ı
nahlédnout, že Dh ∩ V = ∅. To ovšem plyne z L2.5, nebot’ předpokládáme,
že Dh ∩D = ∅.
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Poznámky:
• Z definice tělesa plyne, že každé γ ∈ K(V ) lze representovat zkomkem f/g
tak, že g /∈ I(V ). Z tvrzeńı 2.9 vyplývá, že dvě racionálńı lomené funkce
fi(x)/gi(x) se shoduj́ı na husté podmnožině V právě když fi/gi representuj́ı
týž prvek K(V ). Proto můžeme prvky K(V ) označit za racionálńı funkce
V → K.
• Pro γ ∈ K(V ) označme D(γ) sjednoceńı všech množin Dg ∩ V takových,
že g /∈ I(V ) a že existuje nějaké f ∈ K[x], pro které f/g representuje γ.
Množina D(γ) je sjednoceńım hustých otevřených množin, a proto je hustou
otevřenou podmnožinou V . Pro každé α ∈ D(γ) existuje f/g representuj́ıćı γ
takové, že g(α) 6= 0. Proto můžeme právem D(γ) nazvat definičńım oborem
racionálńı funkce γ.
• At’ X a Y jsou topologické prostory. Zobrazeńı f : X → Y nazveme spojité,
je-li f−1(U) otevřená podmnožina X, kdykoliv je U ⊆ Y otevřená. Pokud
U = U1 ∪ · · · ∪ Uk, kde Ui jsou otevřené, tak zjevně stač́ı ověřit otevřenost
každé f−1(Ui), nebot’ f−1(U) = f−1(U1) ∪ · · · ∪ f−1(Uk).

Uvažme lomené racionálńı funkce fj(x)/gj(x), 1 ≤ j ≤ m a položme

ϕ = (f1(x)
g1(x) , . . . ,

fm(x)
gm(x)). Pak ϕ lze považovat za zobrazeńı D(ϕ) → Am, kde

D(ϕ) = Dg1 ∩ · · · ∩Dgm je otevřená podmnožina An.

Lemma 2.10. Zobrazeńı ϕ : D(ϕ) → Am je spojité.

D̊ukaz. At’ h ∈ K[x1, . . . , xm]. Podle bodu (ii) tvrzeńı 2.8 stač́ı, že ϕ−1(Dh)

je otevřená podmnožina An. Pro α ∈ Dϕ lze hϕ(α) zapsat jako p(α)
q(α) , kde

p, q ∈ K[x] a q(α) = ge11 (x) · · · gemm (x), pro nějaké e1 ≥ 1, . . . , em ≥ 1.
Vid́ıme, že α ∈ ϕ−1(Dh) ⇐⇒ ϕ(α) ∈ Dh ⇐⇒ hϕ(α) 6= 0 ⇐⇒ p(α) 6=
0 ⇐⇒ α ∈ Dp pro každé α ∈ Dϕ. Tud́ıž ϕ−1(Dh) = Dp ∩D(ϕ) je otevřená.

Definice 2.5 (Racionálńı zobrazeńı). Racionálńım zobrazeńım z variety
V ⊆ An do varietyW ⊆ Am nazveme každou m-tici (γ1, . . . , γm) racionálńıch
funkćı γ1, . . . , γm ∈ K(V ) takových, že pro každé α ∈ D(ϕ1) ∩ · · · ∩D(ϕm) =
D(r) je (γ1(α), . . . , γm(α)) ∈W . Množina D(r) je podle lemmatu 2.6 hustou
otevřenou podmnožinou V . Lze ji považovat za definičńı obor racionálńıho
zobrazeńı r.

Definice 2.6 (Representace racionálńıch zobrazeńı). Pokud
fj
gj
, gj /∈ I(V )

representuj́ı γj , 1 ≤ j ≤ m, tak m–tici ϕ = (f1(x)
g1(x) , . . . ,

fm(x)
gm(x)) nazýváme

representaćı r. Je zřejmé, že D(r) je sjednoceńım všech hustých otevřených
množin D(ϕ) ∩ V takových, že ϕ representuje r.
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Množina D(ϕ) ∩ V je hustá otevřená, nebot’ každá z množin Dgj ∩ V je
hustá otevřená.

Lemma 2.11. At’ ϕ representuje racionálńı zobrazeńı r z V do W . Označme
ψ zúžeńı ϕ na D(ϕ)∩V . Pak ψ : D(ϕ)∩V →W a r : D(r) →W jsou spojitá
zobrazeńı.

D̊ukaz. At’ U ⊆ An je otevřená. Pak ψ−1(U ∩V ) = ϕ−1(U)∩V , což je podle
lemmatu 2.10 otevřená množina ve V . Proto je ψ spojité. Mı́sto ψ pǐsme ϕ̃.
At’ ϕ prob́ıhá všechny representace r. Pak je r−1(U ∩W ) sjednoceńım všech
ϕ̃(U ∩W ), a proto je to množina otevřená. Tud́ıž i r je spojité.

Lemma 2.12. Necht’ V ⊆ An a W ⊆ Am jsou variety a at’ D ⊆ V je hustá.
At’ ϕ = (f1(x)

g1(x) , . . . ,
fm(x)
gm(x)) je takové, že fj , gj ∈ K[x], 1 ≤ j ≤ m, že D ⊆ D(ϕ)

a že ϕ(α) ∈W pro každé α ∈ D. At’ γj je racionálńı funkce representovaná
fj/gj. Potom r = (γ1, . . . , γm) je racionálńı zobrazeńı z variety V do variety
W .

D̊ukaz.
At’ f ′j/g

′
j je nějaká representace γj , g

′
j /∈ I(V ). Položme ϕ′ = (

f ′1(x)
g′1(x)

, . . . , f
′
m(x)
g′m(x))

a D′ = D ∩ D(ϕ′). Chceme ověřit, že ϕ′(α) ∈ W pro každé α ∈ D(ϕ′) ∩ V .
Mějme W = V(h1, . . . , hk), kde hs ∈ K[x1, . . . , xm], 1 ≤ s ≤ m. Ćılem tedy
je ukázat, že hϕ′(α) = 0 pro každé h = hs a každé α inD(ϕ′) ∩ V . Přitom
hϕ′(α) = 0 ⇐⇒ ϕ′(α) /∈ Dh ⇐⇒ α /∈ (ϕ′)−1(Dh). Předpokládáme, že
ϕ−1(Dh) ∩D = ∅. Zobrazeńı ϕ a ϕ′ se na D(ϕ′) ∩D(ϕ′) ⊇ D′ shoduj́ı, takže
je i (ϕ′)−1(Dh) ∩ D′ = ((ϕ′)−1(Dh) ∩ V ) ∩ D′ = ∅. Podle lemmatu 2.6 je
množina D′ = D ∩ D(ϕ′) hustá podmnožina V . Proto podle lemmatu 2.5
muśı být množina (ϕ′)−1(Dh) ∩ V prázdná, nebot’ podle lemmatu 2.10 je
otevřená. Tud́ıž α /∈ (ϕ′)−1(Dh) pro každé α ∈ V .

Uvažme nyńı zobrazeńı ϕ = (f1(x)
g1(x) , . . . ,

fm(x)
gm(x)) : D(ϕ) → Am a ψ =

(h1(x1,...,xm)
k1(x1,...,xm) , . . . ,

hl(x1,...,xm)
kl(x1,...,xm) ) : D(ψ) → Al.

Pak můžeme uvažovat složené zobrazeńı ψ◦ϕ : ϕ−1(D(ψ))→ Al. Za x1, . . . , xm
dosazujeme f1(x)/g1(x), . . . , fm(x)/gm(x). Vzniklé obrazy lze jistě upravit

tak, že pro každé α ∈ ϕ−1(D(ψ) je (ψ◦ϕ)(α) = (p1(α)
q1(α) , . . . ,

pl(α)
ql(α

), kde pr, qr ∈
K[x], 1 ≤ r ≤ l. Položme µ = (p1(α)

q1(α) , . . . ,
pl(α)
ql(α

). Pak je ϕ−1(D(ψ)) ⊆ D(µ),
ale rovnost platit nemuśı.
Předpokládejme nyńı, že V ⊆ An,N ⊆ Am a Z ⊆ Al jsou variety takové, že
ϕ(V ∩ D(ϕ)) ⊆ W a ψ(W ∩ D(ψ)) ⊆ Z. Předpokládejme, že V ∩ D(ϕ) 6= ∅
a W ∩ D(ψ) = ∅. Pak může nastat, že každé ϕ(α), kde α ∈ V ∩ D(ϕ) lež́ı
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mimo D(ψ). To se stane právě tehdy, když je množina U = V ∩ ϕ−1(W ∩
ψ−1(Z)) prázdná. Množina U je podle lemmatu 2.11 vždy ve V otevřená.
Je-li neprázdná, je hustá. Pro každé α ∈ U je µ(α) = (ψ ◦ ϕ)(α) ∈ Z,
takže podle lemmatu 2.12 existuje racionálńı zobrazeńı t : V → Z, které µ
representuje. Tuto úvahu použijeme v d̊ukazu tvrzeńı 2.13.

Definice 2.7 (Dominantńı zobrazeńı). Racionálńı zobrazeńı r z variety V do
variety W nazveme dominantńı, je-li {r(α);α ∈ D(r)} hustou podmnožinou
W .

Tvrzeńı 2.13. At’ r je racionálńı zobrazeńı z variety V do variety W a
s racionálńı zobrazeńı z variety W do variety Z. Předpokládejme, že U =
r−1(s−1(Z)) 6= ∅. Pak je U hustá otevřená podmnožina V a existuje právě
jedno racionálńı zobrazeńı t : V → Z takové, že U ⊆ D(t) a s(r(α)) = t(α)
pro každé α ∈ U . Je-li r dominantńı, je vřdy r−1(s−1(Z)) 6= ∅.

D̊ukaz. Pro α ∈ U existuj́ı ϕ = ϕα a ψ = ψα takové, že ϕ representuje r, ψ
representuje s a α ∈ ϕ−1(D(ψ)). Je tedy ψ(ϕ(α)) = s(r(α)) a α ∈ Uα = V ∩
ϕ−1(W ∩ψ−1(Z)), přičemž Uα je hustá otevřená podmnožina V . Sestrojme
µ = µα jako v úvaze výše a uvažme racionálńı zobrazeńı tα : V → Z určené
zobrazeńım µα. Postupujeme-li stejně pro nějaké β ∈ U , zjist́ıme, že µα a µβ
se shoduj́ı na otevřené husté podmnožině Uα∩Uβ. Z tvrzeńı 2.9 plyne, že tα =
tβ a že t = tα je jediné možné. Zbývá ukázat, že U 6= ∅, je-li r dominantńı.
To je však snadné, protože neprázdná otevřená množina D(ψ)∩W má podle
lemmatu 2.5 neprázdný pr̊unik s hustou množinou {r(α);α ∈ D(ϕ)}.

Definice 2.8 (Biracionálně ekvivalentńı variety). Pokud racionálńı zobra-
zeńı t popsané v tvrzeńı 2.13 existuje, označme ho comp(s, r). Vı́me, že
existuje vždy, když je r dominantńı.
Variety V ⊆ An a W ⊆ Am se nazývaj́ı biracionálně ekvivalentńı, pokud
existuj́ı dominantńı racionálńı zobrazeńı r z V do W a s z W do V taková,
že comp(s, r) = idV a comp(r, s) = idW .

V následuj́ıćı kapitole ukážeme, že K(V ) ∼= K(W ) právě když V a W
jsou biracionálně ekvivalentńı.
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Kapitola 3

Afinńı zobrazeńı a algebra

At’ ϕ : X → Y je zobrazeńı množin. Pak pro každé g : Y → K se mı́sto g ◦ϕ
někdy ṕı̌se ϕ∗(g). Je-li ψ : W → X jiné zobrazeńı, pak

ψ∗(ϕ∗(g)) = g ◦ ϕ ◦ ψ = (ϕ ◦ ψ)∗(g).

At’ např́ıklad X = An, Y = Am a f = (f1, . . . , fm), kde fi ∈ K[x] =
K[x1, . . . , xn], 1 ≤ i ≤ m. Pak pro g ∈ K[x1, . . . , xm] je f∗(g) možno
ztotožnit s polynomem h ∈ K[x], h(x1, . . . , xn) = f(f1(x), . . . , fm(x)).
Je-li g1, g2 ∈ K[x1, . . . , xm] a λ ∈ K, pak zjevně plat́ı f∗(g1 + g2) =
f∗(g1) + f∗(g2), f∗(g1g2) = f∗(g1)f∗(g2) a f∗(λg) = λf∗(g). Vid́ıme, že f∗

lze považovat za homomorfismus K–algeber K[x1, . . . , xm]→ K[x1, . . . , xn].
Je-li g1, g2 ∈ K[x1, . . . , xm] takové, že g1 − g2 ∈ I(W ), kde W ⊆ Am
je varieta, je g1(β) = g2(β) pro každé β ∈ W . Proto prvky γ ∈ K[W ]
můžeme považovat za zobrazeńı W → K a psát γ(β) = λ právě když
g ∈ K[x1, . . . , xm] representuje γ a splňuje g(β) = λ (je tedy γ = I(W ) + g.
Z lemmatu 2.4 vyplývá, že morfismy ϕ : V → W , kde V ⊆ An a W ⊆ Am
jsou variety odpov́ıdaj́ı m–tićım (ϕ1, . . . , ϕm), kde ϕi ∈ K[V ], 1 ≤ i ≤
m, jsou takové, že (ϕ1(α), . . . , ϕm(α)) ∈ W pro každé α ∈ V . Jestliže
ϕi = fi + K[V ], tak ř́ıkáme, že f = (f1, . . . , fm) representuje morfismus
ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm).
Předpokládejme, že ϕ je representováno také m–tićı f ′ = (f ′1, . . . , f

′
m) a že

γ ∈ K[W je representováno jak g ∈ K[x1, . . . , xm], tak g′ ∈ K[x1, . . . , xm].
Potom pro každé α ∈ V máme ((f ′)∗(g′))(α) = g′(f ′1(α), . . . , f ′m(α)) =
g′(f1(α), . . . , fm(α)) = g(f1(α), . . . , fm(α)) = (f∗(g))(α). Tuto společnou
hodnotu označme (ϕ∗(γ))(α). Definovali jsme tak zobrazeńı ϕ∗ : K[W ] →
K[V ]. Z vlastnost́ı f∗ : K[x1, . . . , xm]→ K[x1, . . . , xn vyplývá, že ϕ∗ je ho-
momorfismus K–algeber. Zjevně ϕ∗(γ) = ϕ∗(g + I(W )) = f∗(g) + I(V ).
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Předpokládejme nyńı, že variety V a W jsou izomorfńı. Existuj́ı tedy mor-
fismy ϕ : V →W a ψ : W → V takové, že ϕ◦ψ = idW a ψ ◦ϕ = idV . Odtud
plyne (ϕ ◦ ψ)∗ = ψ∗ ◦ ϕ∗ = (idW )∗ = idK[W ] a podobně ϕ∗ ◦ ψ∗ = idK[V ].
Vid́ıme, že ϕ∗ : K[W ] ∼= K[V ] a ψ∗ : K[V ] ∼= K[W ] jsou vzájemně inverzńı
izomorfismy K–algeber K[V ] a K[W ].
Bud’te nyńı a : K[V ] ∼= K[W ] a b : K[W ] ∼= K[V ] izomorfismy K–algeber. Je
možné naj́ıt ϕ a ψ tak, že b = ϕ∗ a a = ψ∗? Řekněme, že b : K[W ]→ K[V ]
je nějaký homomorfismus K–algeber. Algebra K[x1, . . . , xm] je generována
polynomy x1, . . . , xm, K–algebra K[W ] je generována prvky xj + I(W ) =
πW (xj), 1 ≤ j ≤ m. Zde πW : K[x1, . . . , xm] → K[W ] je přirozená projekce
modulo I(W ). Ze znalosti b(πW (xj)) lze tud́ıž odvodit homomorfismus b jed-
noznačně. Je-li b = ϕ∗, kde ϕ : V → W je representováno f = (f1, . . . , fm),
bude b(πW (xj)) = ϕ∗(xj + I(W )) = f∗(xj) + I(V ) = πV (f∗(xj)), kde
πV : K[x1, . . . , xn] → K[V ] je projekce modulo I(V ). Ovšem f∗(xj) = fj ,
nebot’ fj dostaneme, pokud do polynomu xj ∈ K[x1, . . . , xm] dosad́ıme za
x1, . . . , xm polynomy f1, . . . , fm.

Lemma 3.1. At’ b : K[W ] → K[V ] je homomorfismus K–algeber. Pak
existuje jednoznačně určený morfismus ϕ : V →W takový, že b = ϕ∗.

D̊ukaz. Hledáme ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) takové, že b = ϕ∗. At’ ϕi je representováno
fi, 1 ≤ i ≤ n. Pro každé j, 1 ≤ j ≤ m, má být

b(πW (xj)) = πV (f∗(xj)) = πV (fj) = ϕj .

Vid́ıme, že pokud ϕ existuje, je určeno jednoznačně. Potřebujeme ukázat, že
pro každé α ∈ V je (f1(α), . . . , fm(α)) = (ϕ1(α), . . . , ϕm(α)) ∈ W . K tomu
nám poslouž́ı následuj́ıćı zobrazeńı:

• f∗ : K[x1, . . . , xm]→ K[x1, . . . , xn]

• πW : K[x1, . . . , xm]→ K[W ]

• πV : K[x1, . . . , xn]→ K[V ]

• b : K[W ]→ K[V ].

Jde o homomorfismyK–algeber, přičemž z bπW (xj) = πV (f∗(xj)), 1 ≤ j ≤ n
plyne, že b◦πW = πV ◦f∗, nebot’ x1, . . . , xm generuj́ı K[x1, . . . , xm]. Implikaci
α ∈ V =⇒ f(α) ∈ W ověř́ıme tak, že dokážeme, že hf(α) = 0 pro každé
h ∈ I(W ). Ovšem pro h ∈ I(W ) máme πW (h) = 0, odkud 0 = bπW (h) =
πV (f∗(h)) = πV (hf), což znač́ı hf ∈ I(V ), a tedy hf(α) = 0.
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Důsledek 3.2. At’ V a W jsou afinńı variety. K–algebry K[V ] a K[W ]
jsou izomorfńı právě tehdy, když jsou izomorfńı variety V a W .

D̊ukaz. Implikace V ∼= W =⇒ K[V ] ∼= K[W ] je snadná a již jsme ji zmı́nili.
Pro d̊ukaz opačné implikace at’ a : K[V ] ∼= K[W ] a b : K[W ] ∼= K[V ] jsou
vzájemně inverzńı. Podle lemmatu 3.1 sestrojme morfismy ψ : V → W a
ϕ : W → V , že a = ψ∗ a b = ϕ∗. Pak idK[W = ab = (ϕ ◦ ψ)∗. Odtud
ϕ ◦ ψ = idW , nebot’ podle L3.1 existuje jediný morfismus µ : W → W , že
µ∗ = idK[W ], a t́ım je nutně idW . Podobně plat́ı ψ ◦ ϕ = idV .

Těleso K lze ztotožnit s afinńım prostorem A1. Ten lze považovat za
varietu (máme I(A1) = 0 a 0 je prvoideál K). Aplikujeme-li tvrzeńı 2.13
na situaci Z = A1, dostaneme, že pro dané racionálńı zobrazeńı r : V →
W a danou racionálńı funkci γ : W → K existuje racionálńı funkce s =
comp(γ, r), kdykoliv r−1(D(γ)) 6= ∅. V takovém př́ıpadě budeme psát s =
r∗(γ). Vı́me, že pokud r je representováno (t1, . . . , tm) a γ je representováno
g, je r∗(γ) representováno g(t1, . . . , tm). Je zřejmé, že comp(γ, r) existuje,
kdykoliv je γ = ϕ ∈ K[W ]. Podle T2.13 existuje také pro každé γ ∈ K[W ],
je-li r dominantńı.

Lemma 3.3. At’ je r racionálńı zobrazeńı z variety V do variety W . Potom
je ϕmapstor∗(ϕ) homomorfismus K–algeber K[W ] → K(V ). Je-li nav́ıc
dominantńı, je r∗ : K(W )→ K(V ) takvé homomorfismus K–algeber.

D̊ukaz. Pro ϕi ∈ K[W ], i ∈ {1, 2}, je definováno r∗(ϕi) = comp(ϕi, r) ∈
K(V ) i r∗(ϕ1 +ϕ2) = comp(ϕ1 +ϕ2, r). Potřebujeme ověřit, že r∗(ϕ1 +ϕ2) ∈
K(V ) se shoduje s r∗(ϕ1)+r∗(ϕ2) ∈ K(V ). Podle tvrzeńı 2.9 tomu tak bude,
pokud se representace prvk̊u K(V ) shoduj́ı na nějaké husté podmnožině
V . Existenci takové množiny lze snadno ověřit: Je-li ϕi representováno gi
a r je representováno t = (t1, . . . , tm) (zde gi ∈ K[x1, . . . , xm] a tk ∈
K(x1, . . . , xn), 1 ≤ k ≤ m), je jistě možné nelézt otevřenou hustou množinu
ve V takovou, že pro každý jej́ı prvek α jsou definovány hodnoty g1(t(α)) =
g1(t1(α), . . . , tm(α)), g2(t(α)) i (g1 + g2)(t(α)). Přitom zjevně (g1g2)(t(α)) =
g1(t(α)) + g2(t(α)). Podobně se dokáže r∗(ϕ1 · ϕ2) = r∗(ϕ1) · r∗(ϕ2) a
r∗(λϕ) = λ(r∗(ϕ)), kde λ ∈ K a ϕ ∈ K[W ]. V př́ıpadě r dominantńıho
je r∗(γ) definováno podle tvrzeńı 2.13 pro každé γ ∈ K(W ). Ověřit, že
r∗ : K(W ) → K(V ) je homomorfismus lze stejnou metodou, jaká byla
použita v prvńı části d̊ukazu.

At’ V aW jsou biracionálně ekvivalentńı variety. Ověřit, že pak jeK(V ) ∼=
K(W ) se zdá být snadné, pokud dokážeme nějaký vztah typu (r ◦ s)∗ =
s∗ ◦ r∗, kde r a s jsou dominantńı racionálńı zobrazeńı. Takto zaptasný
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vztah, byt’ se v literatuře vyskytuje, neodpov́ıdá ovšem přesně naš́ı definici
racionálńıho zobrazeńı. Definičńı obor r ◦ s totiž může být menš́ı, než de-
finičńı obor comp(r, s). Budeme tedy definovat (comp(r, s))∗ = s∗ ◦ r∗. Jako
prvńı krok uvedeme následuj́ıćı fakta:

Lemma 3.4. At’ je r dominantńı racionálńı zobrazeńı z variety V do variety
W . Je-li r representováno u = (u1, . . . , um), kde uj ∈ K(x1, . . . , xn), 1 ≤
j ≤ n, je U ∩ {u(α);α ∈ D(u) ∩ V } 6= ∅ pro každé U ⊆ W otevřenou
neprázdnou. Je-li s dominantńı racionálńı zobrazeńı z variety W do variety
Z, je comp(s, r) dominantńı racionálńı zobrazeńı z V do Z.

D̊ukaz. Potřebujeme ověřit, že u−1(U)∩D(u)∩V 6= ∅. Vı́me, žře u−1(U)∩V
je otevřená a D(u)∩V je otevřená hustá. Stač́ı tedy ukázat, že u−1(U)∩V 6=
∅ Ovšem u−1(U)∩V = r−1(U)∩D(u). Protože předpokládáme r−1(U) 6= ∅,
je i r−1(U) ∩D(u) 6= ∅. Bud’ nyńı v = (v1, . . . , vl), kde vk ∈ K(x1, . . . , xm),
representaćı s. At’ S ⊆ Z je neprázdná otevřená. Pak v−1(S) ∩W je podle
prvńı části d̊ukazu neprázdná otevřená a tedy i (u−1(v−1(S)∩W ))∩V 6= ∅.
Tud́ıž (v ◦ u)−1(S) ∩ V 6= ∅, takže i t−1(S) ∩ V 6= ∅, kde t = comp(s, r) je
representováno v ◦ u (dle tvrzeńı 2.13).

Lemma 3.5. At’ r a s jsou dominantńı racionálńı zobrazeńı, r z variety V
do variety W a s z W do Z. Potom r∗ ◦ s∗ = (comp(s, r))∗.

D̊ukaz. At’ u a v jsou stejné jako v d̊ukazu lemmatu 3.4. Tedy u representuje
r a v representuje s. At’ ϕ ∈ K(x1, . . . , xl) representuje γ ∈ K(Z). Vı́me, že
v ◦ u representuje comp(s, r) a (r∗ ◦ s∗)(γ) má representaci ϕ(v1, . . . , vl) ◦
(u1, . . . , um) = ϕ(v1(u1, . . . , um), . . . , vl(u1, . . . , um)) = ϕ ◦ (v ◦ u), což je
representaćı (comp(s, r))∗(γ). Protože (r∗ ◦ s∗)(γ) a (comp(s, r))∗(γ) maj́ı
stejné representace, jsou si rovny.

Tvrzeńı 3.6. At’ V a W jsou variety a at’ b : K(W )→ K(V ) je homomor-
fismus K–algeber. Pak existuje právě jedno dominantńı racionálńı zobrazeńı
r z V do W takové, že b = r∗.

D̊ukaz. Ptejme se nejprve, zda existuje racionálńı zobrazeńı r takové, že
r∗(ψ) = b(ψ) pro každé ψ ∈ K[W ]. Podle lemmatu 3.4 můžeme r∗ považovat
za homomorfismus K[W ] do K(V ). Ten se shoduje s restrikćı b na K[W ]
právě když se shoduj́ı na množině generátor̊u πW (xj), 1 ≤ j ≤ m, kde πW
je projekce K[x1, . . . , xm] → K[W ]. At’ r = (r1, . . . , rm) a at’ ri ∈ K(V )
je representováno ϕi ∈ K(x1, . . . , xn). Pak b(πW (xj)) = r∗(πW (xj)) je re-
presentováno xj(ϕ1, . . . , ϕm) = ϕj , takže b(πW (xj)) = rj . Odtud vyplývá
jednoznačnost r Aby r takto definované bylo opravdu zobrazeńım z V do W ,
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muśı být (r1(α), . . . , rm(α))qinW pro každé α ∈ D(r). Zvoĺıme-li nějakou
pevnou representaci ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm), kde ϕi representuj́ı ri = b(πW (xi)),
stač́ı podle lemmatu 2.12 ukázat, že (ϕ1(α), . . . , ϕm(α)) ∈ W pro každé
α ∈ D(ϕ)∩V . Uvažme homomorfismus Φ : K[x1, . . . , xm]→ K(V ) takový, že
Φ(xj) = rj . Takový homomorfismus K–algeber je právě jeden, přičemž pro
f =

∑
λe1,...,enx

e1
1 · · ·xemm je Φ(f) =

∑
λe1,...,emr

e1
1 · · · remm . Je zřejmé, že Φ(f)

je representováno
∑
λe1,...,emϕ

e1
1 · · ·ϕemm . Protože Φ(xj) = bπW (xj), 1 ≤ j ≤

m, máme Φ = bπW . Chceme ukázat, že h(ϕ1(α), . . . , ϕm(α)) = 0 kdyko-
lik α ∈ D(ϕ) ∩ V a h ∈ I(W ). To je podle lemmatu 2.12 totéž, jako že
h(ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) representuje nulový prvek K(V ).
Ovšem h(ϕ1(x), . . . , ϕm(x)) representuje Φ(h) = bπW (h) = b(0) = 0. Do-
stali jsme tud́ıž r taková, že r∗(ψ) = b(ψ) pro každé ψ ∈ K[W ]. Homo-
morfismus κ : R → U , kde R je obor integrity s pod́ılovým tělesem T a
U je těleso, lze rozš́ı̌rit na homomorfismus T → U právě když κ(t) 6= 0
pro každé t ∈ R∗. Přitom toto rozš́ı̌reńı je jednoznačné. Protože zúžeńı b
na K[W ] lze rozš́ı̌rit na b : K(W ) → K(V ), muśı být b(ψ) = r∗(ψ) 6= 0
pro každé ψ ∈ K[W ], ψ 6= 0. Podmı́nka r∗(ψ) 6= 0 stač́ı k d̊ukazu, že r je
dominantńı. Vskutku, v opačném př́ıpadě můžeme za ψ zvolit πW (h), kde
Dh∩W 6= ∅ a kde r(α) /∈ Dh pro žádné α ∈ D(r). To znamená, že hr(α) = 0
pro každé α ∈ D(r), takže r∗(ψ) = 0, kde ψ 6= 0. Protože r je dominantńı,
je r∗ : K(W )→ K(V ) homomorfismus. Ten se na K[W ] shoduje s b, a proto
se oba homomorfismy muśı rovnat.

Tvrzeńı 3.7. At’ V a W jsou afinńı variety. Pak K(V ) ∼= K(W ) právě když
V a W jsou biracionálně ekvivalentńı.

D̊ukaz. Jsou-li biracionálně ekvivalentńı, existuj́ı racionálńı zobrazeńı r a s
taková, že comp(s, r) = idV a comp(r, s) = idW . Máme (comp(s, r))∗ =
r∗ ◦s∗ = (idV )∗ = idK[V ], a podobně s∗ ◦r∗ = idK[W ]. Proto K(V ) ∼= K(W ).
Je-li naopak K(V ) ∼= K(W ), pak lze podle tvrzeńı 3.6 odvodit dominantńı
racionálńı zobrazeńı r a s, kde r je z V do W a s je z W do V taková, žež
r∗ a s∗ jsou vzájemně inverzńı izomorfismy. Zbytek opět plyne z lemmatu
3.5, tedy ze vztahu (comp(s, r))∗ = r∗ ◦ s∗ = (idV )∗, který podle T3.6 dává
comp(s, r) = idV a symetricky comp(r, s) = idW .

Výklad racionálńıch zobrazeńı mohl vézt k otázce absence algebraické
struktury, který by vyjadřovala, že a = b

c ∈ K(x) representuje γ ∈ K(V ).
Pro ϕ ∈ K[V ] totiž máme homomorfismus πV : K[x] → K[V ] (jeho pro-
jekce modulo I(V )), který splňuje, že b ∈ K[x] representuje ϕ právě když
πV (b) = ϕ. Je zřejmé, že πV nelze rozš́ı̌rit na homomorfismus K(x)→ K(V ),
nebot’ by to byl homomorfismus těles (který má triviálńı jádro). Nicméně
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πV lze rozš́ı̌rit na K[x]V = { bc ∈ K(x); c /∈ I(V )}. To je podokruh K[x],
který je roven lokalizaci K[x] pomoćı prvoideálu I(V ). Vskutku, zobrazeńı
b
c →

b+I(V )
c+I(V ) je korektně definovaným homomorfismem K[x]V → K(V ), jehož

jádro je tvořeno všemi b
c ∈ K[x]V takovými, že b ∈ I(V ). Okruh K[x] lze

pomoćı b 7→ b
1 vnořit do K[x]V a zúžeńı popisovaného homomorfismu na

K[x] dá πV . Proto budeme označovat popisovaný homomorfismus také jako
πV . Skutečnost, že πV : K[x]V → K(V ) je vskutku homomorfismus, vyplývá
z obecných vlastnost́ı lokalizace. Př́ımý d̊ukaz lze samozřejmě také snadno
provézt.
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Kapitola 4

Homogenńı polynomy

Poznámky a připomenut́ı:

• Z každého vektorového prostoru W nad tělesem K lze odvodit pro-
jektivńı prostor P (W ) tak, že jeho prvky, tedy projektivńı body se
shoduj́ı s 1–dimenzionálńımy podprostory W . Množina projektivńıch
bod̊u obsažených ve 2–dimenzionálńım podprostoru W pak určuje pro-
jektivńı př́ımku. Obecně (k + 1)–rozměrný podprostor W indukuje k–
rozměrný projektivńı podprotor P (W ). V daľśım je vždy n ≥ 1.

• Ṕı̌seme Pn(K) = P (An+1(K)) a Pn = Pn(K̄). Prvky Pn(K) (tedy
projektivńı K–racionálńı body) jsou množiny

{(λα0 , . . . , λαn);λ, α0, . . . , αn ∈ K a ∃j ∈ {0, . . . , n}, že αj 6= 0}

Takový projektivńı bod zapisujeme (α0 : · · · : αn). Mluv́ı se pak o
homogenńıch souřadnićıch. Je zřejmé, že (α0 : · · · : αn) = (β0 : · · · :
βn) právě když se zlomky αi/αj a βi/βj shoduj́ı. Protože ale některý
jmenovatel může být nulový, je třeba použ́ıt vyjádřeńı, že αiβj = αjβi
kdykoliv 0 ≤ i < j ≤ n. Samozřejmě také plat́ı, že (α0 : · · · : αn) =
(β0 : · · · : βn) právě když existuje j ∈ {0, . . . , n}, že αj 6= 0, βj 6= 0
a αi/αj = βi/βj pro každé i ∈ {0, . . . , n}. Vid́ıme, že (α0 : · · · : αn)
může popisovat K–racionálńı projektivńı bod i v př́ıpadě, kdy některé
souřadnice α nelež́ı v K. V tělese K ovšem vždy muśı ležet pod́ıly
αi/αj , kde αj 6= 0, což je i podmı́nkou postačuj́ıćı.

• Je zvykem psát Ui ve významu {(α0 : · · · : αn) ∈ Pn;αi = 1}. Všimněte
si, že definice Ui se nezměńı, pokud ṕı̌seme αi 6= 0. Množinu Ui můžeme
ztotožnit s An tak, že (α0 : α1 : · · · : αi−1 : 1 : αi+1 : · · · : αn)
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ztotožńıme s (α0, α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn). Projektivńı body lež́ıćı v
Ui pokládáme za vlastńı vzhledem k souřadnici i. Ostatńı projektivńı
body splňuj́ı αi = 0 a ř́ıkáme jim nevlastńı. Obvykle se při úvahách o
vlastńıch bodech předpokládá, že i = 0, nebo i = n.

Vývoj geometrie přinesl pojem nevlastńıch bod̊u a později i pojem pro-
jektivńıho prostoru z d̊uvod̊u, které byly v počátćıch ryze praktické. Později
se ukázalo, žže bez těchto pojmů z̊ustává teorie variet matematicky i este-
ticky neuspokojivá.
Projektivńı varietu V̄ chceme definovat tak, aby Vi = Ui ∩ V̄ bylo pro každé
i také varietou (připoušt́ıme ale i možnost Vi = ∅). Jak ale ř́ıci, že polynom
f ∈ K[x0, x1, . . . , xn] má za projektivńı bod (α0 : α1 : · · · : αn)?. Odpověd’

lze naj́ıt v lemmatu 4.1.

Definice 4.1 (Homogenńı polynomy). Polynom f ∈ K[x0, . . . , xn], f =∑
λr0,...,rnx

r0
0 · · ·xrnn se nazývá homogenńı, jestliže existuje č́ıslo d ≥ 0, že

r0+· · ·+rn = d, kdykoliv je λr0,...,rn 6= 0. Je-li f 6= 0 je d určeno jednoznačně
a je rovno stupni polynomu f .

Abychom naznačili, že se úvahy týkaj́ı homogenńıch polynomů, bueme
použ́ıvat velká ṕısmena, např́ı̌rklad F = 3X2

0 + 2X1X2 ∈ K[X0, X1, X2].
Mı́sto K[X0, . . . , XN ] budeme též psát K[X]. Pro všechny homogenńı poly-
nomy obsažené v K[X] zvoĺıme označeńı KbXc.

Definice 4.2 (Homogenńı část množiny). Je-li A ⊆ K[X], tak bAc =
KbXc ∩A se nazývá homogenńı část množiny A.

Definice 4.3 (Homogenńı dekompozice). Každý polynom f ∈ K[X] stupně
d ≥ 0 lze jednoznačně vyjádřit ve tvaru f = Fd+Fd−1 + · · ·+F1 +F0, kde Fi
je homogenńı polynom stupně i ≥ 0. Takovému vyjádřeńı ř́ıkáme homogenńı
dekompozice.

Je zřejmé, že f je homogenńı právě když f = Fd, tedy právě když Fd−1 =
Fd−2 = · · · = F1 = F0 = 0.

Lemma 4.1. At’ f ∈ K[X] má homogenńı dekompozici f = Fd + · · ·+ F0.
Pak následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(1) Pro každé (α0 : · · · : αn) = (β0 : · · · : βn) ∈ Pn je f(α0, . . . , αn) = 0
právě když f(β0, . . . , βn) = 0.

(2) Pro každé (α0 : · · · : αn) ∈ Pn plat́ı f(α0, . . . , αn) = 0 právě když
Fr(α0, . . . , αn) = 0 pro každé r ∈ {0, . . . , n}.
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D̊ukaz. At’ f(α0, . . . , αn) = 0, kde α0, . . . , αn ∈ K̄ a kde αi 6= 1 pro nějaké
i ∈ {0, . . . , n}. Chceme zjistit za jakých podmı́nek pak plat́ı f(λα0 , . . . , λαn) =
0 pro každé λ ∈ K̄. To nastává právě když λ je kořenem polynomu

∑d
r=0 fry

r,
kde fr = Fr(α0, . . . , αn). Těleso K̄ je nekonečné, a proto plat́ı, že f(λα0 , . . . , λαn) =
0 pro každé λ ∈ K̄ právě když 0 = F0(α0, . . . , αn) = · · · = Fd(α0, . . . , αn).

Vid́ıme, že pro homogenńı polynomy je podmı́nka F (α0 : · · · : αn) = 0
nezávislá na volbě homogenńıch souřadnic projektivńıho bodu P = (α0 :
· · · : αn).

Lemma 4.2. At’ je I ideál K[X]. Označme J množinu všech f ∈ K[X],
pro která plat́ı Fr ∈ I pro každé r ∈ {0, . . . , d}, kde f = Fd + · · · + F0 je
homogenńı dekompozice. Množina J je ideálem K[X] a J = (bIc).

D̊ukaz. Podle definice je J tvořeno všemi konečnými součty
∑
Fr, kde Fr je

homogenńı stupně r a Fr ∈ I. Máme
∑
Fr +

∑
Fr =

∑
(Fr +Gr). Přitom z

Fr, Gr ∈ I plyne Fr+Gr ∈ I, přičemž bud’ Fr+Gr = 0, nebo deg(Fr+Gr) =
r. Proto je J uzavřeno na součty. Pro λ ∈ K∗ ptaĺı, že λFd + · · · + λF0 je
homogenńı dekompozice λf , je-li Fd + · · · + F0 homogenńı dekompozice f .
Podobně jeXiFd+· · ·+XiF0 homogenńıdekompozićıXif, 0 ≤ i ≤ n. Vid́ıme,
že J je uzavřené i na skalárńı násobky a násobky pomoćı proměnných Xi,
takže je to ideál okruhu K[X]. Je-li f =

∑
Fr ∈ J , je každé fr prvkem

bIc, takže bIc ⊆ J , odkud (bIc) ⊆ J . Součty prvk̊u z bIc lež́ı v ideálu touto
množinou generovaném, takže plat́ı i opačná inkluze. Ideál J lze tedy popsat
jako množinu všech součt̊u prvk̊u bIc.

Důsledek 4.3. At’ I je ideál K[X]. Pak I = (bIc) právě když I = (A) pro
nějaké A ⊆ KbXc.

D̊ukaz. Je-li I = (bIc), stač́ı položit A = bIc. Je-li I = (A), máme A ⊆ bIc,
a tedy I = (A) ⊆ (bIc), takže plat́ı rovnost.

Definice 4.4 (Homogenńı ideály). Ideál splňuj́ıćı podmı́nky D4.3 se nazývá
homogenńı.

Důsledek 4.4. Pro každý ideál I okruhu bXc plat́ı, že (bIc) je nejvěťśım
homogenńım ideálem v I obsaženým.

D̊ukaz. Ideál (bIc) je generovaný podmnožinou KbXc. Proto je homogenńı.
Je-li J = (A) ⊆ I, kde A ⊆ KbXc, je A ⊆ bIc, a tedy J = (A) ⊆ (bIc).
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Z lemmatu 4.2 také plyne, že b(bIc)c = bIc.

Chceme-li charakterizovat množiny bIc, stač́ı tedy charakterizovat množiny
bHc, kde H je homogenńı ideál.

Lemma 4.5. Množinu A ⊆ KbXc lze vyjádřit jako bHc, kde H je homo-
genńı ideál v K[X], právě když A splňuje

(1) Pro F,G ∈ A z deg(F ) = deg(G) vyplývá, že F +G ∈ A,

(2) λF ∈ A a XiF ∈ A pro každé λ ∈ K, 0 ≤ i ≤ n a F ∈ A.

Plat́ı, že A = bHc, a žře A určuje H jednoznačně.

D̊ukaz. Je-li A = bHc, tak jsou podmı́nky (1) a (2) jistě splňeny. Naopak,
pokud A splňuje (1) a (2), tak je množina všech f ∈ K[X] s homogenńı
dekompozićı Fd+ · · ·+F0 takovou, že Fi ∈ A, 0 ≤ i ≤ d, ideálem (uzavřenost
na součty vyplývá z (1) a uzavřenost na násobky vyplývá z (2)). Jsou-li H1 a
H2 dva homogenńı ideály, tak z Hi = (bHic), i ∈ {1, 2}, plyne jednoznačnost
v lemmatu postulovaná.

Definice 4.5 (i–části). Podmnožinu KbXc, která splňuje (1) a (2), nazveme
homogenńı ideálovou část́ı, zkráceně i–část́ı.

Lemma 4.6. At’ f, g ∈ K[X] jsou takové, že fg ∈ KbXc. Jsou-li f i g
nenulové, je f ∈ KbXc a g ∈ KbXc.

D̊ukaz. At’ 0 /∈ {f, g}. At’ r = deg(f) a s = deg(g) a at’ f =
∑
Fi a

g =
∑
Gj jsou homogenńı dekompozice. Označmě r′ nejmenš́ı i ≤ r, že

Fi 6= 0. Podobně odvod’me s′ jako nejmenš́ı j, že Gj 6= 0. Součty FrGs a
Fr′Gs′ figuruj́ı v homogenńı dekompozici polynomu fg. Je-li fg homogenńı,
muśı tedy být r = r′ a s = s′.

Lemma 4.7. At’ A ⊆ KbXc je i–část, a at’ H = (A). Ideál H je prvo-
ideálem, právě když pro všechna F,G ∈ KbXc plat́ı implikace FG ∈ A =⇒
F ∈ A ∨G ∈ A.

D̊ukaz. Je-li H prvoideál, muśı podle lemmatu 4.6 uvedená implikace pla-
tit. Pro d̊ukaz opačným směrem předpokládejme, že fg ∈ H, kde f a g
jsou nenulové polynomy s homogenńımi dekompozicemi f =

∑r
i=0 Fi a g =∑s

j=0Gj . Postupujme indukćı, dle r+s. Součin FrGs je vedoućım členem ho-
mogenńı dekompozice polynomu fg ∈ H, a proto máme FrGs ∈ A. Můžeme
tedy přepokládat, že Fr ∈ A. Položme f̄ = f −Fr. Pak f̄g = fg−Frg ∈ H,
takže podle indukčńıho předpokladu je f = f̄ + Fr ∈ H, nebo g ∈ H.
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Definice 4.6 (Prvočásti). Homogenńı ideálová část (i–část), která splňuje
implikaci lemmatu 4.7 se nazývá prvočást.

Lemma 4.8. Zobrazeńı H → bHc je bijekćı homogenńıch ideál̊u K[X]
a všech i–část́ı obsažených v KbXc. Tato bijekce převád́ı prvoideály na
prvočásti a naopak.

D̊ukaz. To je pouze shrnut́ı lemmat 4.5 a 4.7

Nyńı se budeme zabývat vztahem i–část́ı (což jsou podmnožiny KbXc)
a ideál̊u K[X]). Pro j ∈ {0, . . . , n} označ́ıme πj homomorfismus K[X] →
K[x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn] takový, že πj(Xj) = xj a πj(Xj) = 1. Např́ıklad
π1(3X0X1X2 − 3X0X2 + 2X2

1 ) = 3x0x2 − 3x0x2 + 2 = 2. Kv̊uli úspornosti
zápisu budeme psát πj : K[X] → K[x], byt’ toto plat́ı př́ısně vzato pouze
pro j = 0. Protože pravdivost následuj́ıćıch tvrzeńı neńı závislá na volbě j ∈
{0, . . . , n}, budeme v d̊ukazech vždy předpokládat, že j = 0. Dále označ́ıme
restrikci πj na množinu KbXcνj .

Lemma 4.9. At’ I je ideál K[x]. Pak ν−1
j (I) je i–část. Je-li A ⊆ KbXc

nějaká i–část, tak je nuj(A) ideál K[x]. Tento ideál je vlastńı právě když
Xr
j /∈ A pro žádné r ≥ 0.

D̊ukaz. Máme ν−1
0 (I) = bπ−1

0 (I)c, přičemž π−1
0 (I) ideál jistě je. At’ A ⊆

KbXc je i–část. Pak ν0(λF ) = λν0(F ) a ν0(XiF ) = xiν0(F ) pro každé
F ∈ A, λ ∈ K a i ∈ {1, . . . , n}. Stač́ı tedy ověřit, že ν0(A) je uzavřená na
součty. Jsou-li F,G ∈ A, zvoĺıme s, t ≥ 0 taková, že Xs

0F i Xt
0G maj́ı stejný

stupeň. Pak Xs
0F +Xt

0G ∈ A a současně ν0(Xs
0F +Xt

0G) = ν0(F ) + ν0(G).
Je-li Xr

0 ∈ A, je 1 = ν0(Xr
0) ∈ ν0(A), takže ν0(A) = K[x]. Pokud ν0(A) neńı

vlastńı, tak 1 = ν0(F ) pro nějaké F ∈ A. Je zřejmé, že v F nemůže figurovat
Xi, kde i ≥ 1. Proto je F = λXr

0 pro nějaké r ≥ 0 a λ ∈ K∗ (pak ovšem
nutně λ = 1).

Lemma 4.10. At’ f ∈ K[x] má homogenńı dekompozici Fd + · · ·+ F0 a at’

f 6= 0. Pak ν∗0(f) =
∑

0≤r≤dX
d−r
0 Fr ∈ KbXc. Přitom G ∈ KbXc splňuje

ν0(G) = f právě když G = Xs
0ν
∗
0(f) pro nějaké s ≥ 0.

D̊ukaz. Je zřejmé, že ν∗0(f) ∈ KbXc a že ν0(Xs
0ν
∗
0(f)) = f . K dokončeńı

d̊ukazu stač́ı ověřit, že G = ν∗0(f) pokud G neńı násobkem X0 a splňuje
ν0(G) = f . V takovém př́ıpadě G lze zapsat jako Gd′+X0Gd′−1+· · ·+Xd′

0 G0,
kde G0, . . . , Gdprime ∈ K[x] jsou homogenńı, r = deg(Gr), je-li 0 ≤ r ≤
d′ a Gr 6= 0 a Gd′ 6= 0, d′ = deg(G). Podmı́nka ν0(G) = f znamená, že
Gd′ + Gd′−1 + · · · + G0 je homogenńı dekompozice f , takže nutně d′ = d a
G = ν0(f).
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Lemma 4.11. At’ f, g ∈ K[x] jsou nenulová. Pak ν∗0(fg) = ν∗0(f)ν∗0(g).

D̊ukaz. Máme ν0(ν∗0(f)ν∗0(g)) = ν0(ν∗0(f))ν0(ν∗0(g)) = fg. Podle L4.10 stač́ı
nyńı ověřit, že ν∗0(f)ν∗0(g) neńı násobek X0. To je skutečně pravda, nebot’

násobkem X0 neńı ani ν∗0(f), ano ν∗0(g). Z lemmatu 4.10 mimo jiné plyne, že
νj je surjektivńı zobrazeńı. Tud́ıž πj je surjektivńı homomorfismus okruhu,
což je ostatně zřejmé. Pro surjektivńı homomorfismy ale plat́ı, že vzorem
prvoideálu je vždy prvoideál.

Lemma 4.12. At’ P je prvoideál K[x]. Pak ν−1
j (P ) je prvočást a νj(ν

−1
j (P )) =

P . Je-li A ⊆ KbXc taková prvočást, že Xj /∈ A, tak je νj(A) prvoideál a
ν−1
j (νj(A)) = A.

D̊ukaz. Máme ν−1
0 (P ) = bπ−1

O (P )c, přičemž π−1
0 (P ) je prvoideál. Pro každé

M ⊆ K[x] plat́ı ν0(ν−1
0 (M)) = M , nebot’ zobrazeńı ν0 je surjektivńı. Z

předpokladu Xj /∈ A podle L4.9 dostáváme, že ν0(A) je vlastńı ideál K[x].
At’ f, g ∈ K[x] jsou nenulová a at’ fg ∈ ν0(A), kde A je prvočást, X0 /∈ A.
Podle L4.10 existuje s ≥ 0 takové, že Xs

0ν
∗
0(fg) ∈ A. Protože A je prvočást a

X0 /∈ A, muśı být ν∗0(fg) ∈ A. Podle L4.11 je ν∗0(f)ν∗0(g) ∈ A, a tedy ν∗0(f) ∈
A (pak f = ν0(ν∗0(f)) ∈ ν0(A)), nebo ν∗0(g) ∈ A (pak g ∈ ν0(A)). Vid́ıme, žře
ν0(A) vskutku je prvoideál. Jistě ν−1

0 (ν0(A)) ⊇ A. Zbývá dokázat opačnou
inkluzi. At’ G ∈ KbXc je takové, že ν0(G) = ν0(F ) = f pro nějaké F ∈ A.
Podle L4.10 existuj́ı s ≥ 0 a t ≥ 0, že G = Xs

0ν
∗
0(f) a F = Xt

0ν
∗
0(f). Z F ∈ A

a X0 /∈ A plyne, že ν∗0(f) ∈ A, takže i G ∈ A.

Lemma 4.12 ř́ıká, že νj vytvář́ı jednoznačný vzájemný vztah mezi prvo-
ideály K[x] a prvočástmi KbXc, které neobsahuj́ı Xj . Vzniká tak i vzájemně
jenoznačná vazba mezi prvoideály K[x] a homogenńımi prvoideály K[X],
které neobsahuj́ı Xj (viz lemma 4.8).
Pro S ⊆ Pn položme ¯I(S) = {F ∈ KbXc;F (α0, . . . , αn) = 0 pro všechna
(α0 : · · · : αn) ∈ S}. pro M ⊆ KbXc bud’ ¯V(M) = {(α0 : · · · : αn) ∈
Pn;F (α0, . . . , αn) = 0 pro každé F ∈M}. Dvojice (Ī, V̄) tvoř́ı Galoisovu ko-
respondenci mezi Pn a KbXc. Důkaz je snadný (téměř doslova lze zopakovat
d̊ukaz lemmatu 1.4).
Daľśı naše úvahy se budou oṕırat o dvojici (Ī, V̄). V literatuře je však daleko
častěǰśı dvojice (Ij ,Vh), která je s Ī, V̄) v následuj́ıćım vzájemném vztahu:

• Pro M ⊆ K[X] položme nejprve Mh = {G ∈ KbXc;∃f ∈ M s homo-
genńı dekompozićı f = Fd + · · · + F0 takové, že G = Fj , 0 ≤ j ≤ d}.
Klademe Vh(M) = V̄(Mh).
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• Dále Ih(S) = {f ∈ K(X];Fj ∈ Ī(S) pro každé j, 0 ≤ j ≤ d, kde
f = Fd + · · ·+ F0 je homogenńı dekompozice}.

Lemma 4.13. (i) Je-li M ⊆ KbXc, tak Vh(M) = V̄(M).

(ii) Je-li S ⊆ Pn, je Ī(S) vždy i–část, Ī(S) = bIh(S)c a Ih(S) = (Ī(S)) je
homogenńı ideál v K[X].

(iii) VhIh(S) = V̄Ī(S) pro každé S ⊆ Pn.

(iv) IhVh(M) = bĪV̄(Mh)c pro každé M ⊆ K[X].

D̊ukaz. Pro M ⊆ KbXc je M = Mh. Odtud (i). Je zřejmé, že A = Ī(S)
splňuje podmı́nky (1) a (2) z lemmatu 4.5. Proto je A homogenńı část́ı
homogenńıho ideálu H, který podle lemmatu 4.2 je tvořen součty prvk̊u z
A. Odtud plyne (ii). Z definice operátoru Ih plyne, že (Ih(S))h = bIh(S)c =
Ī(S). Odtud VhIh(S) = V̄Ī(S). Z definice Vh máme Vh(M) = V̄(Mh) a
zbytek části (iv) plyne z části (ii).

Definice 4.7 (Projektivńı algebraické množiny a uzávěr). Vid́ıme, že operátory
VhIh a V̄Ī se shoduj́ı. Tento operátor se nazývá projektivńı uzávěr.
Pokud V̄Ī(S) = S, nazýváme S ⊆ Pn projektivńı algebraickou množinou.

Z vlastnost́ı Galoisovy korespondence plyne, že to jsou právě všechny
množiny, které lze vyjádřit ve tvaru V̄(M), kde M ⊆ KbXc, př́ıpadně
Vh(M), kde M ⊆ K[X]. V daľśım budeme pracovat s dvojićı (V̄, Ī). Vlast-
nosti Galoisovy korespondence (Vh, Ih) jsou podle lemmatu 4.13 nutně rov-
nocenné.
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Kapitola 5

Projektivńı algebraické
množiny

Naš́ım ćılem bude ukázat, že vlastnosti projektivńıch algebraických množin
jsou podobné těm, které jsme popsali v afinńım př́ıpadě. K tomu však bu-
deme potřebovat v́ıce vědět o homogenńıch ideálech, tedy i–částech.

Lemma 5.1. At’ M ⊆ KbXc. Pak (M) je homogenńı ideál a b(M)c je
nejmenš́ı i–část, která obsahuje M .

D̊ukaz. To, že (M) je homogenńı, plyne z L4.3. Je-li A ⊇ M nějaká i–část,
tak (A) ⊇ (M) a A = b(A)c ⊇ b(M)c, opět podle L4.3.

Lemma 5.2. At’ Aj = bHjc, kde Hj ⊆ K[X] jsou homogenńı ideály, j ∈ J ,
kde J 6= ∅. Pak A =

⋂
(Aj ; j ∈ J) je i–část, která je rovna bHc, kde H =⋂

(Hj ; j ∈ J). Plat́ı, že H je homogenńı ideál.

D̊ukaz. Množina A zjevně splňuje podmı́nky (1) a (2) lemmatu 4.5. Proto
je i–část́ı. Pro každé j ∈ J je (A) ⊆ Hj , takže (A) ⊆ H. Z H ⊆ Hj

plyne, bHc ⊆ bHjc = Aj , takže bHc ⊆ A. Zbývá ukázat, že H = (bHc),
tedy že H je homogenńı (viz D4.4). Je-li f ∈ H s homogenńı dekompozićı
f = Fd + · · ·+ F0, je Fi ∈ Hj pro každé j ∈ J a i ∈ {0, . . . , d}.

Pro i–části A,B ⊆ KbXc definujme AB jako {0} ∪ (
⋃
d≥0Md), kde

Md = {
∑d

i=0 FiGd−i;Fi ∈ A,Gd−i ∈ B, přičemž Fi = 0, nebo deg(Fi) = i a
současně Gj = 0, nebo deg(Gj) = j}.

Lemma 5.3. At’ Aj = bHjc, j ∈ {1, 2}. Pak A1A2 = bH1H2c a H1H2

je homogenńı. Přitom plat́ı, že A1A2 je nejmenš́ı i–část, která obsahuje
{F1F2;F1 ∈ A1 & F2 ∈ A2}.
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D̊ukaz. Je zřejmé, že A1A2 ⊆ bH1H2c a že A1A2 je i–část (viz lemma 4.5).
Protože Hj je tvořeno součty prvk̊u z Aj , je H1H2 generováno množinou
všech F1F2, kde (F1, F2) ∈ A1 × A2. Proto je H1H2 homogenńı ideál a z
H1H2 ⊆ (A1A2) máme bH1H2c ⊆ b(A1A2)c = A1A2.

Lemma 5.4. At’ P ⊆ K[X] je prvoideál. Pak je (bP c) nejvěťśı homogenńı
prvoideál obsažený v P .

D̊ukaz. Je zřejmé, že bP c splňuje podmı́nku lemmatu 4.7. Zbytek plyne z
d̊usledku 4.4.

Pro i–část A položme
√
A = {F ∈ KbXc;F d ∈ A pro nějaké d ≥ 0}.

Lemma 5.5. At’ A = bHc, kde H ⊆ K(X) je vlastńı homogenńı ideál.
Pak

√
H je rovněž homogenńı ideál a plat́ı, že

√
A = b

√
Hc. Přitom

√
A =⋂

(B ⊇ A;B je prvočást).

D̊ukaz. Označme P množinu všech prvoideál̊u K[X] a H množinu všech
homogenńıch prvoideál̊u. Z obecné teorie v́ıme, že

√
H =

⋂
(P ⊇ H;P ∈ P).

Z P ⊇ H podle d̊usledku 4.4 plyne P ⊇ (bP c) ⊇ H, takže z lemmatu 5.4
máme

√
H =

⋂
(P ⊇ H;P ∈ H). Homogennost

√
H je d̊usledkem lemmatu

5.2, ze kterého též plyne, že b
√
Hc =

⋂
(bP c;P ⊇ H a P ∈ H). Protože

P ⊇ H právě když bP c ⊇ bHc = A, zbývá dokázat, že
√
A = b

√
Hc. Máme

F ∈ b
√
Hc právě když F ∈ KbXc a F d ∈ H pro nějaké d ≥ 1. Ovšem po

F ∈ KbXc z F d ∈ H plyne, že F d ∈ bHc = A.

Připomeňme, že pro α = (α1, . . . , αn) ∈ An(K) je M(α) = (x1 −
α1, . . . , xn − αn) maximálńı vlastńı ideál K[x] (a tedy i prvoideál). Je-li
K = K̄, maj́ı všechny maximálńı ideály K[x] tento tvar.

Lemma 5.6. (X0, . . . , Xn) je v K[X] nejvěťśım vlastńım homogenńım ideálem
a je to prvoideál. Nejvěťśı vlastńı i–část je rovna KbXc\K∗ a je to prvočást.

D̊ukaz. Ideál (X0, . . . , Xn) = (X0 − 0, . . . , Xn − 0) je maximálńım ideálem
K[X], a proto je prvoideálem. Je homogenńı, protože je generován homo-
genńımi polynomy. Je-li H ⊆ K[X] homogenńı ideál, tak jsou dvě možnosti.
Bud’ H ⊆ (X0, . . . , Xn), nebo existuje f ∈ H s nenulovým absolutńım
členem. V takovém př́ıpadě máme F0 6= 0, kde f = Fd+· · ·+F0 je homogenńı
dekompozice. Pak ovšem F0 ∈ H a H = K[X]. Zjevně b(X0, . . . , Xn)c =
KbXc \K∗, zbytek tedy plyne z lemmatu 4.8.

Důsledek 5.7. At’ A ( KbXc\K∗ je prvočást. Pak existuje j ∈ {0, . . . , n},
žež Xr

j /∈ A pro všechna r ≥ 0.
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D̊ukaz. Postupujme sporem. Je-li 1 = X0
j ∈ A, je A = KbXc. Pro všechna

Xj tedy Xr
j ∈ A pro nějaké r ≥ 1. Odtud vyplývá, že X0, . . . , Xn ∈ A a

A = KbXc \K∗, nebot’ o A předpokládáme, že je to prvočást.

Definice 5.1 (Maximálńı prvočást). Prvočást A nazveme maximálńı, je-li
A ( KbXc \K∗ a současně neexistuje prvočást B, že A ( B ( KbXc \K∗.

Lemma 5.8. At’ A ⊆ KbXc je prvočást taková, že Xj /∈ A, kde j ∈
{0, . . . , n}. Ideál νj(A) je v K[x] maximálńı, právě když A je maximálńı
prvočást.

D̊ukaz. Toto je př́ımý d̊usledek lemmatu 4.12

Zvolme nyńı ᾱ = (α0 : · · · : αn) ∈ Pn(K). Vı́me, že můžeme předpokládat,
že α0, . . . , αn ∈ K a αj 6= 0 pro nějaké j ∈ {0, . . . , n}. Položme Mbᾱc =
{F ∈ KbXc;F (ᾱ) = 0}. Z lemmat 4.5 a 4.7 plyne, že Mbᾱc je prvoideál.
Typickými prvky Mbᾱc jsou αrXs−αsXr. Ideál, který tyto prvky generuj́ı,
je homogenńı a je roven ideálu, který je pro ta j, že αj 6= 0 generován všemi
polynomy αjXs − αsXj , nebot’ αj(αrXs − αsXr) = αr(αjXs − αsXj) −
αs(αjXr −αrXj). Ukážeme, že polynomy αjXs −αsXj ideál (Mbᾱc) gene-
ruj́ı. Můžeme předpokládat, že j = a αj = 1. Každý prvek F ∈ KbXc
lze vyjádřit jako Xk

0 ν
∗
0(f), kde k ≥ 0 a f ∈ K[x] (lemma 4.10). f =

g((x1 − α1), . . . , (xn − αn)). At’ je d = deg(f) = deg(g) a at’ λ je abso-
lutńı člen polynomu g ∈ K[x]. Pak Xk

0 ν
∗
0(f)(1, α1, . . . , αn) = 1k1dλ = λ.

Vid́ıme, že F padne do Mbᾱc právě když λ = 0. To lze vyjádřit též jako
F ∈ Mbᾱc ⇐⇒ ν0(F ) ∈ M(α), nebot’ ν0(Xk

0 ν
∗
0(f)) = f . Současně vid́ıme,

že pro λ = 0 lež́ı Xk
0 ν
∗
0(f) v ideálu generovaném polynomy ν∗0(xs − αs) =

Xs − αsX0. Protože M(α) je v K[x] ideál maximálńı, tak jsme vzhledem k
lemmatu 5.8 dokázali následuj́ıćı tvrzeńı:

Lemma 5.9. Pro každé ᾱ ∈ Pn(K) je Mbᾱc maximálńı prvočást. Jsou-
li α0, . . . , αn ∈ K takové, že ᾱ = (α0 : · · · : αn), je (Mbᾱc) generován
polynomy αrXs − αsXr, kde r, s ∈ {0, . . . , n}.

D̊ukaz.

Podle definice je Mbᾱc = Ī(ᾱ). Proto pro každou projektivńı algebraic-
kou množinu S plat́ı Ī(S) ⊆

⋂
(Mbᾱc; ᾱ ∈ S). Je-li S = V̄(A), kde A je

i–část, tak
√
A ⊆ ĪV̄(A) ⊆

⋂
(Mbᾱc; ᾱ ∈ V̄(A)). Podobné vztahy plat́ı i v

afinńım př́ıpadě, kde v́ıme, že pro K = K̄ dostáváme rovnosti, což je vlastně
obsahem Hilbertovy věty o nulách. Následuj́ıćı tvrzeńı lze pokládat za jej́ı
projektivńı verzi.
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Tvrzeńı 5.10. At’ A je vlastńı i–část obsažená v KbXc. At’ K̄ = K. Pak
bud’

(i)
√
A = KbXc \K∗ a V̄(A) = ∅, nebo

(ii) ĪV̄(A) =
√
A =

⋂
(Mbᾱb; ᾱ ∈ V̄(A)) a V̄(A) 6= ∅.

D̊ukaz. Prvý př́ıpad jistě nastane, pokud pro každé j ∈ {0, . . . , n} exis-
tuje r ≥ 1 ,že Xr

j ∈ A. At’ tedy existuje j ∈ {0, . . . , n}, že Xr
j /∈ A pro

každé r ≥ 0. Podle lemmatu 5.5 je
√
A rovna pr̊uniku všech prvočást́ı

B ⊇ A. Stač́ı tedy dokázat, že B je možné vyjádřit jako pr̊unik prvočást́ı
Mbᾱb. (Z A ⊆ B ⊆ Mbᾱb plyne, že ᾱ ∈ V̄(A)). Př́ıpad B = KbXc \
K∗ lze pominout, takže lze předpokládat, že Xj /∈ B. Pak je νj(B) =⋂

(M(β);β ∈ S), kde S = V(νj(B)), podle Hilbertovy věty o nulách. Tud́ıž
B = ν−1

j (νj(B)) =
⋂

(ν−1
j (M(β);β ∈ S) =

⋂
(Mbβ̄c;ϕj(β) ∈ S}. Zde

ϕj(β1, . . . , βj−1, βj+1, . . . , βn) = (β1 : · · · : βj−1 : 1 : βj+1 : · · · : βn).

Tvrzeńı 5.11. At’ A je vlastńı i–část obsažená v KbXc. Pak bud’

(i)
√
A = KbXc \K∗ a V̄(A) = ∅, nebo

(ii) ĪV̄(A) =
√
A a V̄(A) 6= ∅.

D̊ukaz. Př́ıpad, kdy {X0, . . . , Xn} ⊆
√
A můžeme řešit stejně jako v d̊ukazu

tvrzeńı 5.10. Proto lze předpokládat, že Xj /∈
√
A pro nějaké j ∈ {0, . . . , n}.

Postupujme podobně jako v d̊ukazu 1.18 a uvažujme vedle dvojice (Ī, V̄) i
dvojici (Ī, V̄). Nejmenš́ı i–část KbXc, která obsahuje A ,se skládá z polynomů∑k

i=0 FiGi, kde Fi ∈ A,Gi ∈ KbXc a deg(F1) + deg(G1) = · · · = deg(Fk) +
deg(Gk). Tato množina, označme ji B, totiž zjevně vyhovuje podmı́nkám
lemmatu 4.5. Současně snadno nahlédneme, že B = b(A)K̄[X] ∩ K[X]c =
b(A)c = A. Je Ā(A) = V̄(A) = V̄(B) 6= ∅ dle T5.10, nebot’ Xr

j /∈ B pro

všechna r ≥ 0. Podle T5.10 je ĪV̄(A) = ĪV̄(B) ∩KbXc =
√
B ∩KbXc, a to

je rovno
√
A.

Definice 5.2 (Projektivńı variety). Projektivńı algebraickou množinu S
nazveme ireducibilńı, nebo též projektivńı varietou, jestliže neexistuj́ı pro-
jektivńı algebraické množiny S1 a S2 takové, že ∅ ( S1 ( S, ∅ ( S2 ( S a
S = S1 ∪ S2.

Předchoźı úvahy nám dovoluj́ı uhádnout, že projektivńı variety a projek-
tivńı algebraické množiny vykazuj́ı chováńı velmi podobné afinńımu př́ıpadu.

Tvrzeńı 5.12. (i) At’ Si ⊆ Pn, i ∈ I. Pak
⋂
i∈I Ī(Si) = Ī(∪i∈ISi);
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(ii) At’ Mi ⊆ KbXc, i ∈ I. Pak
⋂
i∈I V̄(Mi) = V̄(∪i∈IMi);

(iii) Ī(S) je i–část pro každé S ⊆ Pn a V̄(M) = V̄(b(M)c) pro každé M ⊆
KbXc;

(iv) At’ S1, . . . , Sk jsou podmnožiny Pn. Pak Ī(S1∪· · ·∪Sk) ⊇ Ī(S1) · · · Ī(Sk);

(v) At’ A1, . . . , Ak jsou i–části v KbXc. Pak V̄(A1 · · ·Ak) = V̄(A1)∪ · · · ∪
V̄(Ak);

(vi) Všechny projektivńı algebraické množiny tvoř́ı topologii uzavřených množin
(Zariského topologii) a V̄Ī je v této topologii uzávěrovým operátorem;
(Řı́ká se mu projektivńı uzávěr)

(vii) Neexistuje nekonečná posloupnost S1, S2, . . . projektivńıch algebraickýh
množin, že S1 ) S2 ) · · · ;

(viii) Každou neprázdnou projektivńı algebraickou množinu lze vyjádřit jako
konečné sjednoceńı ireducibilńıch;

(ix) Projektivńı algebraická množina S je ireducib́ılńı, právě když Ī(S) je
prvočást v KbXc;

(x) Každá projektivńı algebraická množina S má jediné vyjádřeńı ve tvaru
S1 ∪ · · · ∪ Sk, kde Si jsou ireducibilńı a žádné Sj , 1 ≤ j ≤ k nelze
vynechat.

D̊ukaz. Body (i) a (ii) vyplynou př́ımo z definice operátor̊u Ī a V̄. Prvńı část
(iii) je obsažena v lemmatu 4.13. Druhá část plyne z lemmatu 5.1. Bod (iv)
je jednoduchý d̊usledek bodu (i), nebot’ i–část Ī(S1) · · · Ī(Sk) je obsažena v
i–části Ī(S1)∩· · ·∩ Ī(Sk). Bod (v) je zaležen na tom, že A1, . . . , Ak je tvořeno
vhodnými součty polynomů F1, . . . , Fk, kde Fi ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ k. Bod (vi) je
př́ımým d̊usledkem bodu (v). Bod (vii) je d̊usledek noetherovskosti K[X].
Bod (viii) vyplývá z bodu (vii). Bod (ix) odpov́ıdá tvrzeńı 1.15 a bod (x)
tvrzeńı 1.16. Muśıme si ovšem pomoćı lemmatu 4.7 nejprve vyjasnit, že i
prvočásti A lze charakterizovat podmı́nkou BC ⊆ A =⇒ B ⊆ A ∨ C ⊆ A,
kde B,C jsou i–části. Přitom platnost implikace stač́ı ověřit pro př́ıpady,
kdy B ⊇ A a C ⊇ A.
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Kapitola 6

Souvislosti afinńıch a
projektivńıch variet

Poznámky a připomenut́ı: At’ n ≥ 2. Připomeňme definici ψi : An →
Pn, ψi((α0, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn)) = (α0 : · · · : αi−1 : 1 : αi+1 : · · · :
αn). Obraz ψi označme Ui. Vid́ıme, že (α0 : · · · : αn) ∈ Ui, právě když
αi 6= 0. Podobně jako v afinńım př́ıpadě plat́ı, jak snadno nahlédneme, i
v př́ıpadě projektivńım, že množiny DF = {ᾱ ∈ Pn;F (α) 6= 0} tvoř́ı bázi
otevřených množin v Zariského topologii. Každá jiná otevřená množina je
jejich konečným sjednoceńım.
Naš́ım ćılem nyńı bude ukázat, že afinńı a projektivńı Zariského topologie
se prostřednictv́ım množin Ui vzájemně jednoznačně určuj́ı. Plat́ı Ui = Dxi ,
takže Ui je množina otevřená. Heuristickou pomůckou nám bude diagram:

KbXc νi //

V̄
��

K[x]

V
��

Pn Anψioo

Z něj obráceńım šipek lze źıskat diagramy, kde má smysl uvažovat komutaci:

KbXc

V̄
��

K[x]
ν−1
i

oo

V
��

Pn ⊇ Ui Anψioo

KbXc νi //

V̄
��

K[x]

V
��

Pn
ψ−1
i

// An

Lemma 6.1. Pro každý ideál I ⊆ K[x] plat́ı Ui ∩ V̄(ν−1
i (I)) = ψi(V(I)).
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D̊ukaz. At’ i = 0 a at’ ᾱ = ψ0(β) ∈ U0, kde β ∈ An. Z L4.10 v́ıme, že
ν−1

0 (I) = {Xs
0ν
∗
0(f); s ≥ 0, f ∈ I}. Pak ᾱ ∈ U0 ∩ V̄(ν−1

0 (I)) ⇐⇒ ∀f ∈
I∀s ≥ 0 je Xs

0ν
∗
0(f)(ᾱ) = 0 ⇐⇒ ∀f ∈ I je f(β) = 0 ⇐⇒ β ∈ V(I) ⇐⇒

ψ0(β) ∈ ψ0(V(I)). T́ım je d̊ukaz u konce, nebot’ ᾱ = ψ(β).

Lemma 6.2. Pro každou i–část C ⊆ KbXc je ψ−1
i (V̄(C)) = V(νi(C)).

D̊ukaz. At’ ψO(β) = ᾱ, kde β ∈ An. Pak β = ψ−1
0 (ᾱ).

Máme β ∈ ψ−1
0 (V̄(C)) ⇐⇒ ᾱ ∈ V̄(C) ⇐⇒ ∀F ∈ C je F (ᾱ) = 0 ⇐⇒

∀F ∈ C je ν0(F )(β) = 0 ⇐⇒ ∀f ∈ ν0(C)jef(β) = 0 ⇐⇒ β ∈ V(ν0(C)).

Připomeňme, že podmnožina An je algebraická, právě když je uzavřená
(v Zariského topologii). Podobně jsou pohmy algebraický a uzavřený syno-
nymy v Pn. Pro i ∈ {0, . . . , n} je Pn = Ui ∪ V̄(Xi).

Lemma 6.3. At’ i ∈ {0, . . . , n}. Pro S ⊆ An plat́ı S je uzavřená ⇐⇒
ψi(S) ∪ V̄(Xi) je uzavřená.

D̊ukaz. At’ S je uzavřená, tedy at’ S = V(I), kde I ⊆ K[x] je ideál. Podle
lemmatu 6.1 je ψi(S) = Ui∩V̄(ν−1

i (I)). Tud́ıž ψi(S)∪V̄(Xi) = (Ui∪V̄(Xi))∩
(V̄(Xi) ∪ V̄(ν−1

i (I))) = Pn ∩ (V̄(Xi) ∪ V̄(ν−1
i (I)) = V̄(Xi) ∪ V̄(ν−1

i (I)) je
sjednoceńı dvou uzavřených množin, a tedy je to množina uzavřená. At’

naopak je ψi(S) ∪ V̄(Xi) uzavřená množina. Jistě ψ−1
i (ψi(S) ∪ V̄(Xi)) =

ψ−1
i (ψi(S)) ∪ ψ−1

i (V̄(Xi)) = S ∪ ∅ = S. Vı́me, že ψi(S) ∪ V̄(Xi) = V̄(C)
pro nějakou i–část C. Podle L6.2 je S = ψ−1

i (V̄(C)) = V(νi(C)), takže S je
uzavřená.

Důsledek 6.4. At’ i ∈ {0, . . . , n}. Množina D ⊆ An je otevřená v afinńı
Zariského topologii, právě když ψi(D) je otevřená v projektivńı Zariského
topologii.

D̊ukaz. Položme S = An \D. Pak Pn = Ui ∪ V̄(Xi) a Pn \ ψi(D) = ψi(S) ∪
V̄(Xi). Jde tedy o př́ımý d̊usledek lemmatu 6.3

Ztotožńıme-li Ui s An, vid́ıme, že afinńı Zariského topologie je indu-
kována projektivńı Zariského topologíı.

Opačným směrem poukazuje následuj́ıćı fakt:

Tvrzeńı 6.5. At’ S ⊆ Pn. Pak S je otevřená v Pn, právě když ψ−1
i (S) je

otevřená v An pro každé i ∈ {0, . . . , n}. Podobně S je uzavřená, právě když
ψ−1
i (S) je uzavřená pro každé i ∈ {0, . . . , n}.
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D̊ukaz. Pro S ⊆ Pn je ψi(ψ
−1
i (S)) = S ∩Ui. Množina Ui je otevřená. Je-li S

otevřená, že otevřená i S ∩ Ui, a tedy i ψ−1
i (S), podle d̊usledku 6.4. Plat́ı-li

otevřenost ψ−1
i (S) pro každé i ∈ {0, . . . , n}, je podle D6.4 otevřená každá

S∩Ui. Z toho plyne i otevřenost S = S∩Pn = S∩(U0∪· · ·∪Un) = (S∩U0)∪
· · · ∪ (S ∩ Un). Dále plat́ı, že S ⊆ Pn je uzavřená ⇐⇒ Pn \ S je otevřená
⇐⇒ ψ−1

i (Pn\S) = An\ψ−1
i (S) je otevřená pro ∀i ∈ {0, . . . , n} ⇐⇒ ψ−1

i (S)
je uzavřená pro ∀i ∈ {0, . . . , n}.

Tvrzeńı 6.6. At’ i ∈ {0, . . . , n}. Zobrazeńı V 7→ V̄Ī(ψi(V )) a V̄ 7→ ψ−1
i (V̄ )

vytvářej́ı bijekci mezi afinńımi varietami V ⊆ An a těmi projektivńımi vari-
etami V̄ ⊆ Pn, které nelež́ı ve V̄(Xi). V této bijekci je obrazem V = V(I),
I prvoideál, varieta V̄(ν−1

i (I)) a obrazem V̄ = V̄(C), kde C je prvočást,
varieta V(νi(C)).

D̊ukaz. At’ V̄ = V̄(C). Podle lemmatu 6.2 je ψ−1
i (V̄ ) = V(νi(C)) varieta,

nebot’ νi(C) je podle L4.12 prvoideál, pokud předpokládáme Xi /∈ C. Ovšem
Xi ∈ C vede na V̄ = V̄(C) ⊆ V̄(Xi), a tyto variety jsme ze svých úvah vy-
loučili. Je-li V = V(I), kde I je prvoideál, tak ν−1

i (I) je prvočást a V̄(ν−1
i (I))

je projektivńı varieta. Podle lemmatu 6.1 je ψi(V ) = Ui∩V̄(ν−1
i (I)). Chceme

ukázat, že V̄(ν−1
i (I)) je nejmenš́ı projektivńı algebraická množina, která ob-

sahuje ψi(V ). Máme ψi(V )∪V̄(Xi) = V̄(ν−1
i (I))∪V̄(Xi), nebot’ V̄(ν−1

i (I)) =
(V̄(ν−1

i (I))∩Ui)∪ (V̄(ν−1
i (I))∩ V̄(Xi)). Podle lemmatu 6.3 je ψi(V )∪ V̄(Xi)

algebraická projektivńı varieta. Je-li V̄Ī(ψi(V )) = V̄1 ∪ · · · ∪ V̄k ireduci-
bilńı rozklad, tak V̄j ⊆ V̄(Xi) neplat́ı pro žádné j ∈ {1, . . . , n} (Jinak by
V̄j bylo možno ze seznamu vynechat). T́ım pádem V̄Ī(ψi(V )) ∪ V̄(Xi) =
ψi(V )∪ V̄(Xi) má ireducibilńı rozklad V̄1∪· · ·∪ V̄k∪ V̄(Xi). Současně je tato
množina rovna sjednoceńı variet V̄(ν−1

i (I)) ∪ V̄(Xi). Z jednoznačnosti ire-
ducibilńıho rozkladu pak plyne, že V̄(ν−1

i (I)) = V̄1 = V̄Ī(ψi(V )). Zbývá
ověřit, že jde o vzájemně inverzńı zobrazeńı. To je však snadné, nebot’

νi(ν
−1
i (I)) = I a ν−1

i (νi(C)) = C, dle L4.12.
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Kapitola 7

Eliptické funkčńı těleso

At’ F/K je algebraické funkčńı těleso, přičemž K se shoduje s tělesem kon-
stant (tedy K̃ = K). At’ P = PF/K a at’ g je rod F/K.

Lemma 7.1. Pro n ≥ 1, x ∈ F a P ∈ P plat́ı, x ∈ L(nP ), právě když
existuje i ∈ {0, . . . , n} takové, že (x)− = iP . Přitom x ∈ L(nP )\L((n−1)P ),
právě když (x)− = nP . V takovém př́ıpadě je [F : K(x)] = n deg(P ).

D̊ukaz. At’ (x)+ =
∑
aQQ a (x)− =

∑
bQQ. Je tedy (x) =

∑
(aQ − bQ)Q,

kde 0 ∈ {aQ, bQ} pro každé Q ∈ P. Podmı́nka x ∈ L(nP ) znamená, že
bQ = 0 pro Q 6= P a aP − bP ≥ −n, odkud n ≥ bP ≥ 0. Zbytek je jasný (pro
závěrečnou rovnost je třeba ověřit podmı́nky D4.8).

Lemma 7.2. At’ (n−1) deg(P ) ≥ 2g−1, kde P ∈ P a n je celé. Pak existuje
x ∈ F takové, že (x)− = nP .

D̊ukaz. Podle lemmatu 7.1 potřebujeme ukázat, že dimL(nP ) > dimL((n−
1)P ). K tomu stač́ı ověřit, že `(jP ) = j deg(P ) + 1− g kdykolik j deg(P ) ≥
2g − 1. To je však d̊usledek tvrzeńı 6.5.

Důsledek 7.3. At’ g = 0 a at’ existuje P ∈ P stupně 1. Pak existuje x ∈ F ,
že F = K(x).

D̊ukaz. Máme (0−1)·1 = −1 = 2g−1, takže podle lemmatu 7.2 je (x)− = P
pro nějaké x ∈ F . Podle lemmatu 7.1 je [F : K(x)] = 1, a tedy F =
K(x).

Lemma 7.4. At’ g = 1 a at’ P ∈ P je stupně 1. Potom L(P ) = L(0) a
`(kP ) = k pro každé k ≥ 1.
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D̊ukaz. Vı́me, že L(0) = k, takže `(0) = 1. Pro k ≥ 1 máme deg(kP ) ≥ 1 =
2g − 1, a proto podle tvrzeńı 6.5 je `(kP ) = deg(kP ) = k.

Všimněte si, že v situaci lemmatu 7.4 je L((k + 1)P ) \ L(k(P )) 6= ∅ pro
každé k ≥ 1, avšak pro k = 0 uvedený vztah neplat́ı.

Lemma 7.5. At’ n a m jsou dvě nesoudělná č́ısla, přičemž jedno z nich je
prvoč́ıslo. Plat́ı-li [F : K(x)] = n a [F : (K(y)] = m, je F = K(x, y).

D̊ukaz. Je-li n = 1 nebo m = 1, je vztah triviálńı. At’ je n > 1, m > 1 a
at’ je n prvoč́ıslo. Ze vztahu n = [F : K(x, y)] · [K(x, y) : K(x)] plyne, že je
bud’ [F : K(x, y)] = 1, nebo [K(x, y) : K(x)] = 1. Prvá rovnost znamená, že
F = K(x, y). At’ plat́ı ta druhá. Pak je y ∈ K(x), tedy K(y) ⊆ K(x), takže
n = [F : K(x)] děĺı [F : K(y)] = [F : K(x)] · [K(x) : K(y)] = m. To je však
našimi předpoklady vyloučeno.

Tvrzeńı 7.6. At’ g = 1 a at’ P ∈ P je stupně 1. Pak existuj́ı x, y ∈ F takové,
že F = K(x, y), x ∈ L(2P ) \ L(P ), y ∈ L(3P ) \ L(2P ), [F : K(x)] = 2, [F :
K(y)] = 3 a pro vhodná ai ∈ K, kde i ∈ {1, 2, 3, 4, 6} plat́ı

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

D̊ukaz. Podle lemmatu 7.4 můžeme zvolit x ∈ L(2P ) \ L(P ) a y ∈ L(3P ) \
L(2P ). Máme vp(x) = −2, vp(y) = −3, vp(x

2) = −4, vp(xy) = −5 a vp(x
3) =

vp(y
2) = −6. Položme Z = {1, x, y, x2, xy, x3, y2}. Pro každý divisor Q = P

je vQ(z) ≥ 0 kdykolik z ∈ Z, nebot’ (x)− = 2P a (y)− = 3P (viz lemma 7.1).
To znamená, žře Z ⊆ L(6P ). Ovšem `(6P ) = 6 podle lemmatu 7.4. Existuj́ı
tedy u1, u2, u3 ∈ K a v1, v2, v3, v4 ∈ K, že

u1y
2 + u2xy + u3y = v1x

3 + v2x
2 + u3x+ v4

přičemž ne všechny prvky množiny {ui; 1 ≤ i ≤ 3} ∪ {vi; 1 ≤ i ≤ 4} jsou
nulové. Množiny Z \ {x3} a Z \ y2} poskytuj́ı bázi vektorového prostoru
L(6P ), a proto muśı být u1 6= 0 a v1 6= 0. Máme

(u4
1v

2
1)y2 + u3

1v
2
1u2xy + u3

1v
2
1u3y = u3

1v
3
1x

3 + u3
1v

2
1v2x

2 + u3
1v

2
1v3x+ u3

1v
2
1v4

Substituce y = u−2
1 v−1

1 y1 a x = u−1
1 v−1

1 x1 pak vedou na požadovaný tvar.
Zbytek plyne z lemmat 7.1 a 7.5.

Poznámka: Rovnici v tvrzeńı 7.6 se ř́ıká Weierstraßova

Naš́ım ćılem nyńı bude vysloveńı tvrzeńı, které jsou v jistém smyslu
opačná v̊uči d̊usledku 7.3 a tvrzeńı 7.6.
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Tvrzeńı 7.7. At’ F = K(x). Pak g = 0,K[x] je valuačńı obor, x je jeho
uniformizuj́ıćı prvek a deg(xK[x]) = 1.

D̊ukaz. Z 1 = [F : K(x)] plyne, že deg(x)=1. Označme P to jediné mı́sto, pro
které je (x)− = P . Pak (xk)− = kP pro každé k ≥ 1, takže {1, x, . . . , xk} ⊆
L(kP ) dle lemmatu 7.1, přičemž xk ∈ L(kP ) \ L((k− 1)P ). Odtud `(kP ) ≥
k + 1. Je-li k + 1 ≥ 2g − 1, tak podle tvrzeńı 6.5 máme k + 1 ≤ `(kP ) =
deg(kP ) − g + 1 = k − g + 1, takže g ≤ 0, a tedy g = 0. Z (x)− = P plyne
vp(x

−1) = 1, a odtud Op = K[x−1]. Máme K(x) = K(x−1), takže i K[x] je
valuačńı obor př́ıslušný mı́stu stupně 1, a to je rovno xK[x].

Tvrzeńı 7.8. At’ F = K(x, y), přičemž x a y splňuj́ı Weierstraßovu rovnici
pro vodná ai ∈ K, i ∈ {1, 2, 3, 4, 6}. Pak g ∈ {0, 1}, 2 = [F : K(x)], 3 = [F :
K(y)] a existuje jediné mı́sto P stupně 1 takové, že (x)− = 2P, (y)− = 3P .
Je-li g = 0, tak existuje t ∈ F , že F = K(t), (t)− = P a pro vhodná
fx, fy ∈ K[t] je x = fx(t) a y = fy(t), přičemž deg(fx) = 2 a deg(fy) = 3.

D̊ukaz. Položme

l = y2 + a1xy + a3y a r = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

Předpokládejme, že l = r. Nejprve vylouč́ıme, že by mohlo nastat F = K(x)
nebo F = K(y). Je-li F = K(x), zvoĺıme P ∈ P, že (x)− = P . Pak vp(r) =
−3. Z vp(y) ≥ 0 máme vp(l) ≥ −1. Z vp(y) ≤ −1 plyne 2vp(y) = −3. Je-li
F = K(y), zvoĺıme P ∈ P, že (y)− = P . Pak vp(l) = −2 nebo vp(l) =
−1 + vp(x) ≤ −3. Aby vp(r) bylo záporné, muśı být vp(x) ≤ 0. Pak vp(r) =
3vp(x), takže vp(l) = vp(r) opět platit nemůže. Z F = K(x)[y] = K(y)[x]
nyńı uv́ıd́ıme, že muśı být 2 = [F : K(x)] a 3 = [F : K(y)]. Srovnáńım
vQ(l) a vQ(r) lze snadno ukázat, že nemůže platit vQ(x) < 0 a vQ(y) ≥ 0,
ani vQ(x) ≥ 0 a vQ(y) < 0, pro žádné Q ∈ P. Je-li vQ(x) ≤ vQ(y) < 0,
je vQ(r) = 3vQ(x) < 2vQ(x) ≤ vQ(x) + vQ(y) ≤ 2vQ(y), přičemž vQ(l) ∈
{vQ(x) + vQ(y), 2vQ(y)}. Čili ani tento př́ıpad nemůže nastat. Vid́ıme, že
pro vQ(x) < 0 je vQ(r) = 3vQ(x) a vQ(l) = 2vQ(y). Z r = l tedy plyne
3(x)− = 2(y)−. Přitom deg(x)− = 2. Je-li (x)− =

∑
aQQ, tak z podmı́nky

3(x)− = 2(y)− plyne, že každé aQ muśı být sudé. Tud́ıž (x)− = 2P pro právě
jedno P ∈ P, deg(P ) = 1. Pak nutné (y)− = 3P . Každé k ≥ 2 lze vyjádřit
jako 2i + 3j, kde i ≥ 0 a j ≥ 0. Pak je (xiyj) = kP , takže dimL(kP ) ≥ k
pro každé k ≥ 2. Je-li k ≥ 2g − 1, je k ≤ dimL(kP ) = k + 1 − g, odkud
g ≤ 1. Je-li g = 0, muśı být `(P ) = 2, takže (t)− = P . Zbytek vyplývá z
toho, že 1, t, t2 tvoř́ı bázi L(2P ) a 1, t, t2, t3 tvoř́ı bázi L(3P ).
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