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Kapitola 1

Uzavérové operatory a
Zariského topologie

Definice 1.1 (Uzavérovy systém). At X je néjakd mnozina a at S je systém
jejich podmnozin. Pak & nazveme uzdvérovym systémem, jestlize:

i) Xes
(i1) Jsou-li A; € S,i €I, pak (((A;;i€l)eS

Typicky piiklad: S je systém vsech konvexnich podmnozin roviny (obecné
R™).

V algebfie se pfirozené vyskytuje mnoho uzavérovych systému - podgrupy,
podokruhy, idealy a dalsi.

Definice 1.2 (Uzavérovy operétor). S kazdym uzdvérovym systémem je
prirozené spjat uzdvérovy operdtor. Oznaé¢me ho Cls. Pro strucnost at C =
Cls. Pak C : P(X) — S, kde P(X) je poten¢ni mnozina, tedy mnozina vsech
podmnozin mnoziny X. Definujeme C(B) = (J(A € S, A O B). Z definice
uzavérového systému plyne, ze C(B) vskutku lezi v S. Volnéji fec¢eno, C(B)
je nejmensi prvek S, ktery obsakuje mnozinu B C X.

Snadno nahlédnete, ze plati:
(UO01) CC(B) =C(B) (idempotence)
(U02) ) € B C By, C X = C(By) CC(B3) (monotonie)

(UO03) B C C(B) (extensionalita)



Lemma 1.1 (Charakterizace uzavérovych operatora). A¢ C : P(X) —
P(X) je zobrazend, které spliuje (UO1)—(UO3). PotomS = {B C X;C(B)
B} tvori uzdvérovy systém. Pritom plati C = Cls.

Dukaz. Trividlni O

V nékterych situacich je snazsi nebo pfirozenéjsi definovat uzavérovy
operator nez uzavérovy systém. Priklady:

1. Af K je téleso. Pro kazdé B C K sestrojme nejprve téleso F' genero-
vané mnozinou B a pak polozme CI(B) = {a € K; a je algebraické

nad F}.

2. At R je okruh. Pro kazdé B C R sestrojme nejprve podokruh S gene-
rovany mnozinou B a pak polozme CI(B) = {a € R,; a je celistvé nad

S}.

Pozn. Téleso i okruh budou vZdy znamenat téleso komutationi a okruh
komutativni.

Otézka k zamysleni - Jak vypadd uzavérovy systém piislusny operatorim
Cl v prikladech 1. a 2.7

Neékteré uzavérové operdtory mohou mit navic jesté vlastnost:
(UO4) C(Bl UByU---U Bk) = C(Bl) U C(BQ) U---u C(Bk)

Takova vlastnost neni samoziejma. Napiiklad ji nema systém vSech podpro-
storu linearniho prostoru nebo systém vsech konvexnich podmnozin.

Lemma 1.2. Af S je uzdvérovy systém, C = Cls. Pak C spliuje (UO4),
pravé kdyz S splnugje:

(iii) Jsou-li A; € S,1 <i < k,pakA1U---UA, € S (Uzavrenost na konecnd
sjednocent)

Dikaz. (UO4) = (iii): Vyuzijeme, 72e A € § <= C(A) = A. Jest 41 U
~--UAk:C(A1)U-~-UC(Ak) ZC(AlU-”UAk).

(iii) = (UO4): Jiste C(B1U---UBg) 2C(B;),1 <i<k.

C(Blu- . -UBk) - C(B1>U- . UC(Bk) plyne z toho, zZe C(Bl)U~ . UC(Bk) eS
dle (iii). L]

Definice 1.3 (Topologie uzavienych mnozin). Uzdvérovy systém S se nazyva
topologii uzavienych mnoZin, jestlize spliuje (i), (ii), (iii) a (iv): 0 € S.



Topologie muze byt zaddna uzavienymi nebo otevienymi mnozinami na
zékladé vztahu U C X oteviend <= X \ U uzaviena.

Definice 1.4 (Topologie otevienych mnozin). Topologie oteviengch mnozin
na X je tedy systém U, ze

e () eU;

o X €U,

e J(U;,iel)el, pokud U; e U Vi € I

e UiN---NU, €U, pokud Uy, ..., U, € U.

Nékteré uzavérové systémy vznikaji z Galoisovy korespondence.

Definice 1.5 (Galoisova korespondence). At X a Y jsou mnoziny. At
A:P(X) = PY)aB:PY)— P(X). Pak (A, B) nazveme Galoisovou
korespondenct, plati—li:

(i) e Ay C A e X — A(A1) 2 A(Ay)
0e BiCByeY — B(Bl) D) B(Bg);

(ii) BA(A) D AproVAe X
AB(B) D BproVBeY.

Lemma 1.3. At (A, B) je Galoisova korespondence. Potom BA i AB jsou
uzdvérové operdtory. Navic plati BAB =B a ABA=A

Dukaz. Monotonie B.A plyne z dvojiho pouziti (1). Extensionalita je shodna
s podminkou (2), pro idempotenci sta¢i ukazat rovnost ABA = A. Inkluzi
BA(A) 2 A dostaneme z (2), takze z (1) plyne ABA(A) C A(A). Pokud v
(2) piseme A(A) na misté B, obdrzime ABA(A) O A(A). O

Dodatek k Lemma 1.53. At Y = {A(A); AC X} aX ={B(B);BCY}.
Potom A a B poskytuji vzdjemné inverzni bijekce mnozin X a ).

Diikaz. To je piimy dusledek vztahu BAB = B a ABA = A. O

Uvazujme nyni téleso K a prirozené ¢islo n > 1. Budeme uvazovat okruh
Klzy,...,z,]. Protoze seznam x1,...,x, se ¢asto opakuje, je zvykem psét
pouze K|z]. Tedy K|z] = K|z1,...,xy), kde n se rozumi z kontextu.



Dalsi dilezitou mnozinou bude A" = K x --- x K. Pouzitim A odkazuji
na afinni prostor. K znamens algebraicky uzaveér. V algebraické geometrii je
zvykem pro kazdé téleso L, K C L C K psat A"(L) ve vyznamu L X - -+ X L.

—_———

n—krat
A™(L) se nazyva mnozinou L-raciondlnich bodi.

Pro S C A" polozme I(S) = {f € K[z];Ya € S je f(a) = 0}. Pro
M C K|z] polozme V(M) = {a € A™;Vf € M je f(a) = 0}. Symbolicky

A" = KJz]
\%
Lemma 1.4. (I,V) je Galoisova korespondence.

Diikaz. Jiste € S; C Sy C A" = 1(S1) 2 I(Ss), nebot ,polynom,
ktery se nuluje na vétsi mnoziné, se nuluje i na mensi“. Podobné () C M; C
M, C K[z] = V(M) 2 V(Ms), nebot ,nula vétsiho poétu polynomu je
spole¢nou nulou i mensiho po¢tu polynomu“.

Je-li a € S, tak pro Vf € I(S) je f(a) = 0, takze S C VI(S). Je-li f € M,
tak pro Ya € V(M) je f(a) =0, tedy M CIV(M). O

Definice 1.6 (Algebraické mnoziny). Mnozina S € A" se nazyva alge-
braickd (pripadné afinni algebraickd), pokud S = V(M) pro néjaké M C

Lemma 1.5. Plati
(i) At S; C A" i e I. Pak (V;c;1(Si) = 1W(U;e; Si)
(i) At M; € Klz],i € I. Pak ey V(M;) = V(U,ep Mi).
Dikaz. Ziejmé. m

Pozndmka:
Je-li R okruh a M € R, je zvykem (M) chépat jako idedl generovany M.
Pokud M = {fi,..., fx}, piseme misto (M) téz (f1,..., fx)-

Lemma 1.6. [(S) je idedl K[z] a V(M) =V((M)).

Diikaz. At f(a) =0aat g € K[z]. Pak (¢9- f)(a) = g(a)- f(a) = 0. Je-li téz
g(a) =0, je (f + g)(a) = 0. Proto je I(S) vzdy idedl. Stejnd ivaha vede na
rovnost V((M)) = V(M), nebot (M) = {Zle gifi; fi € M a g; € K[z]}. To
znamend, ze (M) lze ziskat postupnym priddvanim souctu fi + fo a ndsobku

qgf. ]



Lemma 1.5(1) tikd, ze ideal I(S; U --- U Sk) je roven idedlu I(S;) U
-+ U I(Sg). Pro algebraickou geometrii vétsi roli nez prunik idedlu hraje
jejich soucin. Pfipomenme, ze pro I1, ..., I idedly je

LoDy ={fi- fuV1<j<kf€l;}
Piitom Iy --- I, CIiN--- NI (viz KO). Mame tedy:
Dusledek 1.7. I(S; U---USk) D I(S1) - - - I(Sk).
Lemma 1.8. Af I1,..., I} jsou idedly v K|[x].
Potom V(I ---I;) = V(1) U---UV(I).

Diikaz. Inkluze D plynez Iy -+ I;; C I;. At a € V(11 -+ I,) Lo Vi frs

fj € I;}). Predpokladejme, ze a ¢ V(I1) U --- UV (I;_1). Pak existuji f; €
I, .., fu—1 € I—1, Ze fj(a) # 0 pro kazdé 0 < j < k — 1. Pfredpokladejme,
ze pro vSechna fi € I je 0 = fi(a)--- fri—1(a) fr(a). Tedy fr(a) = 0 a

£0
a € V(Ik). L]

Pro kazdé a; € K se definuje minimdlni polynom m,, € K[z] (viz KO).
Je-li a1 € K, je mq, = 21 — a1. Pokud m,, chdpeme jako polynom v jiné
proménné nez x, piseme mg, (x2) apod.

Lemma 1.9. A¢ a = (ay,...,a,) € A™.
Potom 1(a) C (mg, (1), ..., Ma, (xn) € Kz].

Diikaz. Chceme ukézat, ze kazdé mg,(x;) se nuluje na {a}. To je oviem
ziejmé, nebot mg;(a;) = 0. Uvazujme nyni homomorfismus okruht 7 :
K[x] — Klx1], ktery nuluje xa, ..., z,. Tedy

7 7 _ i1
T(D ) N2 ) = > N 2

i1 i1

Jinak feceno, zobrazuji idedl generovany mg, (1), ..., Ma, () na mq, K]
(hlavni idedl), coz je vlastni podmnozina K [x1]. Proto plati i inkluze v lem-
matu. O

Dusledek 1.10. V(K[z]) =0
Dikaz. 7 a € V(K]|z]) plyne I(a) 2 IV(K|z]) = K]z] - spor! O

Lemma 1.11. Af C je uzdvérovy operdtor na X .
Potom {S C X;C(S) = S} je topologii uzaviengch mnozin, je-li C(0) =0 a
pro vSechna S1,S2 C X plati C(S1 U S2) C C(S1) UC(S2).



Dukaz. 7 Sy USy O 51 a5 USy O S plyne C(Sl U SQ) D) C(Sl) a C(Sl U
Sz) D) C(SQ) Je tedy C(Sl USQ) D) C(Sl)UC(SQ), takze C(SlUSQ) = C(Sl) U
C(S2). Zbytek z Lemmatu 1.2 a za nim nésledujici paséze. O

Tvrzeni 1.12 (O algebraickych mnozinach). Mnozina S C A" je alge-
braickd, pokud VI(S) = S. Plati, ze S C A™ je algebraickd, pokud S = V(I)
pro néjaky idedl I. Vsechny algebraické mnoZiny tvori topologii uzavienijch
mnozin, kde uzdvérovy operdtor je roven VI.

Diikaz. S je algebraicka g = V(M) pro néjaké M C Klz|. Je-li § =
V(M), tak S = VIV(M) = VI(S) a I(S) je idedl. Dle 1.10 je V(K|[z]) =
0, takze VI(0) = V(K[z]) = 0. Dle 1.7 je I(Sy U S3) D 1(S7) - I(S2), takze

VI(S1 U S2) C V(I(S1) - I(S2)) = VI(S1) UVI(S,). O

Definice 1.7 (Afinni uzavér a Zariského topologie). Zobrazeni VI(S) se
nazyva afinnim uzdvérem S.

Topologie urcend VI(S) se nazyva Zariského topologie (afinnich algebraickych
mnozin).

Definice 1.8 (Ireducibilni mnoziny). Algebraickd mnozina S se nazyva ire-
ducibilni, pokud S je neprazdnd a nelze ji vyjadrit jako sjednoceni vlastnich
algebraickych podmnozin. Tedy S = 573U Sy = 571 = S nebo Sy = S.

Pozn.: Ptipomenme, ze z Dodatku k lemmatu 1.3 plyne
S1 € Sy = I(S1) 2 1(S2), kdykoliv S7 a Sy jsou algebraické.

Lemma 1.13. Neexistuje nekoneénd posloupnost Si,S2, ... algebraickijch
mnozin takovd, Ze S1 2 So 2

Diikaz. Af existuje. Pak 1(S7) € I(S2) € ..., coz je ve sporu s faktem, ze
K|[x] je noetherovsky (viz KO). O

Lemma 1.14. KazZdou neprdzdnou algebraickou mnozinu S lze vyjdadrit jako
sjednocent ireducibilnich algebraickych mnoZin.

Dikaz. Budujme binarni strom takovy, ze
e kofen je roven S
e koncové vrcholy (listy) jsou ireducibilni algebraické mnoziny

e ostatni vrcholy jsou tvaru T =Ty U Ty, Ty £ T,T> # T algebraické



Strom musi byt koneény, nebotf v nekoneéném by bylo mozné najit vétev s
nekonecnou posloupnosti ostie klesajicich algebraickych mnozin. O

Tvrzeni 1.15. Algebraickd mnoZina S je ireducibilng, prave kdyz 1(S) je
prooidedl K|z].

Diikaz. At 1(S) neni prvoidedl. Pak existujf idedly J; 2 1(S), Jo 2 I(S),

ze JiJo CI(S) (viz KO). Odsud plyne V(J;1) = V(IV(J1)) € VI(S) = S a
V(J2) € S. To znamena, ze S = VI(S) = V(J1J2) = V(J1)UV(J2) je sjedno-
cenim dvou vlastnich algebraickych podmnozin. At S neni ireducibilni, tedy
S =51US8s, kde S1 € a Sy C S. Pak [(S1) 2 I(5),V(S2) D I(S) al(S5) =

1(S1 U Sp) 5 1(Sh)I(Sh). 0

Definice 1.9 (Ireducibilni rozklad). Bud S C A™ algebraickd mnozina.
Vyjadieni S = S1 U .- U S nazveme jejim ireducibilnim rozkladem, po-
kud kazda S; je ireducibilni algebraicka a jejim vynechanim vznikne vlastni
podmnozina S.

Tvrzeni 1.16. KaZdd algebraickd mnoZina md prdvé jedno ireducibilni
vyjadrent (rozklad).

Diikaz. Af S = S1U---USy = T1U- - -UT] jsou dvé takovd vyjadieni. Pak Vi €
{1,...,k} plati I(S;) D I(S) D I(Th)---I(1T;). Protoze I(S;) je prvoideal,
musi existovat j € {1,...1}, ze I(S;) D I(7}). Oznacme (né&jaké) takové j
jako o (i). Je tedy S; C T,(;). Analogicky 37 : {1,...1} — {1,...,k}, ze T; C
ST(]-). Tedy SZ - Tg(i) - Si/, kde ¢/ = TU(i). Z 7& 1 by Vyplynulo, 7e SZ
lze vypustit. Je tedy i = 70(i) a podobné j = o7(j). Proto k =1 a 0 a
7 jsou vzdjemné inverzni permutace, piicemz z S; C T5;) € S; plyne S; =

Ty i)- O

Definice 1.10 (Radikily a radikalové idedly). PFipomeiime, ze vI = {a €
R:3k > 1, ze d* € I} se nazyvé radikdl idedlu I v okruhu R.

Plati, ze VI = (\(P € Spec R;P D I), kde Spec R oznacuje mnozinu
véech prvoidesli v R. Méme v/ P = P pro kazdé P € Spec R a /I D I pro
kazdy idedl I. Idealy, které spliuji v/I = I se nazyvaji radikdlové. Operétor
M — \/(M) je uzdveérovy operator na R.

Nasim cilem nyni bude ukézat, ze radikdlové idedly v K[z] se shoduji s
idedly, které lze vyjadrit jako I(S), S C A™. K tomu ndm poslouzi Hilbertova
véta o nuldch, jez uvedeny fakt tvrdi pro pripad K = K.



Hilbertova véta o nuldch: At K je algebraicky uzaviené téleso. Maximaln{
idedly K|x| jsou pravé vsechny idedly tvaru:

M(ai,...,ap) = (x1 — Gpn, ..., Tn — ayn), kde a = (ay1,...,a,) € A™. Pro
kazdy vlastni ideal I C K[z] plati, ze IV(I) = VI = J(M(a);a € V(I)).

Ptechod od K ke K vyzaduje jistou drobnou algebraickou piipravu. Jsou-li
R C S okruhy a [ je idedl R, pak

k
IS ={> aisija; € I&s; € 1,1 <i <k}
=1

je idedal S. Je to nejmensi idedl, ktery obsahuje I.

Lemma 1.17. A{ K C L jsou télesa a atf I je idedl K|x]. Polozme J =
IL[z]. Pak I = JN K|[x].

Diikaz. Je ziejmé, ze I C J N K|x].
Pro dukaz opa¢né inkluze staci ovérit, ze kdykoliv g € K|z| lze vyjadiit jako
Zle a;si, kdeay,...,ap € I&sy,...,s; € Llz], tak Jtq,...,tp € Klz], Ze
> aisi = Y ait;. Pak je totiz kazdé a;s; prvkem I, takze i g € I.
Vylozime, Ze existenci t; 1ze odvodit ze zékladnich fakt linedrn{ algebry. Lze
jisté zvolit N >0, ze g = 3" gjy, a1’ - @'y ai = Yo ai, @7 xp a
si= 2805t kde 0 < i -4 jn < N&1<i <k

€K, gj,..4, € K& Sij, € L. Definujme bih €L
tak, ze s;a; = Y bi; . a1~ x3'. Volbu N lze provézt tak, ze 0 < ji+-- -+
Jn < N. Rovnost g = >_ a;s; pak znamena,Vj; > 0,...,7, > 0, > jp < N
musi byt bljl ,,,,, in + o+ bkjl ..... in = Y41, 50n

Jest by, . = > a; £t St kde j;+Ji = ji- Jestlize za kazdé bij,

dosadime

ik
tak se uvedené rovnosti daji chapat jako systém linedrnich rovnic s koefici-
i € K a neznamymi :cij,l, = Sin Prava strana je tvofena

,,,,,,,,,,,,,,,,,

prvky K. Hodnost matice, ktera je tvofena prvky K, se nezméni, chdpeme-

li ji jako matici nad L. Ma-li pak soustava feseni v L (z;, ., =Si, .,.)s
31 dn 31 i

musi mit i feSeni v K(x;,, ., =ti, ). d
J1 In 1 n

Tvrzeni 1.18. Af I C K|[z] je idedl. Potom IV(I) = /T.



Diikaz. Pouzijeme Hilbertovu véru o nuldch. Potfebujeme dat do souvislosti
Galoisovu korespondenci (I, V), ktera se vztahuje k A" a K|z|, a obdobné
definovanou Galoisovu korespondenci (I, V), kterd se vztahuje k A" a K|[z].
Podle lemmatu 1.6 je V(I) = V(I K[z]). Z definice operdtoru V mame V(1) =
V(I). Z definice operdtoru I plyne, ze IV(I) = IV(I) N K[z]. Polozme J =
IK|z]. Podle Hilbertovy véty o nuldch je IV(I) = V(J) = VJ = {f €
K[z]; f™ € J pro ngjaké m > 1}. Tedy f € K[z] lezi v /J pravé kdyz
/™ e JNK|z| pro ngjaké m > 1. Ovsem podle lemmatu 1.17 je JNK[z] = I.
Tedy f € K|x] padne do v/.J pravé kdyz f € v/I. Proto IV(I) = vV JNK|z] =
VI O

Uzéavérovy operator VI posila kazdou podmnozinu A" na nejmensi ji

obsahujici algebraickou mnozinu. Na druhou stranu uzavérovy operator IV
posila kazdou podmnozinu K[z] na nejmensi radikdlovy ideél, ktery ji obsa~
huje. Operator I a V tedy poskytuji vzajemné jednoznacnou korespondenci
mezi algebraickymi mnozinami a radikdlovymi idealy.
Operator VI je soucasné uzavérovym operatorem Zariského topologie na
A" (jeji struktura zavisi na volbé K). Algebraickd mnozina je ireducibilni,
neni-li ji mozno vyjadfit jako sjednoceni vlastnich algebraickych podmnozin.
Ireducibilni algebraické mnoziny tedy odpovidaji prvoidedlum (kazdy prvo-
idedl je zjevné radikdlovym idedlem). Vyse uvedend fakta budeme v dalsim
povazovat za samoziejma.



Kapitola 2

Afinni variety a topologie

Af K je téleso a at A" je jemu pifslusny afinni prostor. Pfipometime, Ze
algebraickd mnozina V' C A" je ireducibilni, je-li I(V') prvoidedl K[z]. Jako
synonymum k oznaceni ireducibilni algebraické mnoziny budeme pouzivat
slovo warieta, ¢i presnéji souslovi afinni varieta (Casem se seznamime i s
projektivnimi varietami). Poznamenejme, ze v ruznych jinych kontextech se
pod varietou rozumi i jiné typy objektu, a to i uvniti algebraické geometrie.
Prvoidedly jsou v nasem pojeti vzdy vlastnimi idedly. Proto je varieta vzdy
mnozinou neprazdnou.

Definice 2.1 (Soufadnicové okruhy). Souradnicovym okruhem algebraické
mnoziny S se rozumi okruh K[z]/I(S). Znaci se K[S].

Lemma 2.1. Neprdzdnd algebraickd mnozina S je varietou prdvé tehdy,
kdyz K[S] je oborem integrity.

Diikaz. To je piimy dusledek faktu, ze pro idedl I okruhu R plati, ze R/I
je obor integrity pravé kdyz I je prvoideal. O

Definice 2.2 (Funkéni télesa). Je-li V varieta, tak se podilové téleso okruhu
K|[V] nazyva funkcni téleso variety V. Znaci se K(V).
Bud nyni V varieta s bodem o = (o, ..., a,) € V. Kazdy prvek K (V) lze

SHI(V)
g+I(V)

zapsat jako . Rikdme, ze 5 representuje tento prvek.

Kazdé v € K(V) muze mit samoziejmé vice representaci. Vime, ze
IV (V) s - .

giiﬂgvg = giﬂgvg pravé kdyz figo — fag1 € ]I(V)

Pro a € V definujeme O, = {y € K(V);3f, g € K[z], ze v = JHIUV) (o) #

g+1(v)+ 9
0}. Ztejme je O, podokruhem K (V).

10



Lemma 2.2. A~ € O, je representovdno é% i g—z, kde g1(a) # 0, ga2(cv) # 0.
Pak fi(a) =0 <= fa(a) = 0.

Dikaz. Oznatme h = figa—gaf1 € I(V). Tedy h(a) = 0, takze fi(a) g2(a) =
—

#0

fa(@) gr1(a). O
—~—
20
Pozn: M, C O, definuji jako {7y € O,; je-li v representovéno g,g(a) #
0, tak f(a) = 0}. Z L2.2 snadno plyne, ze M, je idedlem O,,.

Lemma 2.3. O, je lokdlni okruh a M, je jeho (jediny) mazximdlni idedl.

Dikaz. Ovétrime, ze Oy \ My, = OF. Jisté Oy \ My 2 O%. At v € O, \ M,
je representovano f/g, kde g(a) # 0. Pak f(a) # 0 dle 1L2.2. To znamen4,
7e O, obsahuje i v~1, nebof y~! je representovano g/f. O

Definice 2.3 (Polynomiélni zobrazeni). At f : V — W je zobrazeni, kde
V. C A" a W C A™ jsou variety. Toto zobrazeni nazveme polynomidlni,

jestlize existuji polynomy fi,...,fm € Klz] takové, ze pro kazdé o =
(a1, an) €V e f(2) = (Fu(@)s... (@) € W.

Pozndmky:
e Identické zobrazeni V. — V je jisté polynomidlni, protoze za f1,..., f, lze
zvolit polynomy x1,...,x,.

eJeli f: V5 W,g:W — Z, kde VC A" W C A™ Z C AF, pficemz
f je uréeno (fi,...,fm) a g je urceno (gi,...,gx), mame (g - f)(a) =

g(fila),..., fm(a)) = (g1(fi(@), -, fn()), ..., ge(fi(a), ..., fm(@))), coZ
lze vyjadrit jako (hi(a),..., hg(a)), kde

hj(aq,...,on) = hj(a) = g;(fi(a),..., fm())
Vidime, ze slozeni polynomialnich zobrazeni je opét polynomialni.

Definice 2.4 (Morfismy). O polynomidlnich zobrazenich f : V — W se
mluvi také jako o (afinnich) morfismech variet V a W.

Dvé variety V a W nazveme izomorfni, jestlize existuji polynomidlni zobra-
zeni f:V =W ag: W — V takové, ze gf =idy a fg = idy.

Pozdéji ukdzeme, ze V je izomorfni W prave kdyz K[V] = K[W].

Lemma 2.4. AL f:V — W ag:V — W jsou polynomidlni zobrazeni
variet V.a W, pricemz f je uréeno (fi,..., fm) a g je urceno (gi,...,gm)-
PakVa €V je f(a) =g(a) <= fi—g; € (V) pro kazdéic {1,...,m}.
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Diikaz. Podminku f; — g; € I(V) lze vyjadiit také tak, ze fi(a) = gi(«) pro
kazdé o € V. Zbytek je jasny. O

Vedle polynomiélnich zobrazeni ma smysl uvazovat i racionalni zobrazeni
(r1y..oyrm) : V. — W, kde r; = s;/t; pro s;,t; € Klz]. Je-li v, = s./t}
jind sada raciondlnich zobrazeni, tak ve zobecnéném lemmatu 2.4 by na
pravé strané mohla stdt podminka s;t; — sit; € I(V). Ovsek jak formulovat
levou stranu? Problém je nejen v tom, Ze r; a r, nemusi byt definoviny ve
vSech bodech V, ale i v tom, ze nulové body ¢; a t, se mohou velmi ligit.
Cilem dalstho vykladu bude ukdzat, ze problém vazny vlastné neni, nebot
za uvedenych podminek bude mnozina bodu V, na které jsou vsechna ¢; i ¢
nenulovd, hustou podmnozinou V' v Zariského topologii.

Pozndmky k topologii: Bud' Y podmnozina topologického prostoru X. O
S CY fekneme, Ze je oteviend v Y, je-li S =Y NU pro néjakou otevienou
podmnozinu prostoru X. Podobné vztahem S =Y N F, FF C X uzaviena,
definujeme mnoziny uzaviené v Y. Je snadné ovéfit, ze timto 1ze na Y defi-
novat topologii (fikdme ji indukovand, nebo téz zdédénd).

Je-li Y oteviend mnozina v X, jsou indukovanymi otevienymi mnozinami
pravé vSechny oteviené podmnoziny X obsazené v Y. Podobné, je-li Y
uzavriena, jsou indukovanymi uzavienymi mnozinami pravé vsechny uzaviené
podmnoziny X obsazené v Y. To je ziejmé.

V topologickém prostoru X se mnozina D nazyva hustd, je-li jeji uzavér
roven X.

Lemma 2.5. Mnozina D C X je hustd, pravé kdyz X \ D neobsahuje Zddnou
neprdzdnou otevienou mnozinu.

Diikaz. Oznacme F uzévér D. At U C X \ D je oteviend. Je-li U # 0, je
F C X\ U, nebot D C X\ U, pricemz X \ U je uzaviend. Z U # () plyne
F # X.Jeli F# X, je X\ F neprazdnd oteviend mnozina v X \ D. O

Lemma 2.6. Af U a D jsou husté podmnoZiny topologického prostoru X .
Je-li U otevirend mnoZina, je mnoZina U N D hustd.

Dikaz. ALV je oteviena takovd, ze VN(UND) = (. Pak je VNU oteviend a
splituje (VNU)ND = (. Podle L2.5 musi byt VNU = (). Dalsimi aplikacemi
téhoz lemmatu dostdvame V = (), takze U N D musi byt husta. O

Varieta V ma indukovanou Zariského topologii. Jejimi uzavienymi mnozi
nami F© C V jsou uzaviené (tedy algebraické) mnoziny Zariského K-
topologie A™. Definice variety tika, ze z V. = Fj; U F5, kde obé F; jsou
uzaviené, vyplyva, ze V = F; nebo V = Fj.
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Tvrzeni 2.7. KaZdd neprdzdnd oteviend podmnoZina variety V je hustd.

Diikaz. AL U; C V je oteviend a neprazdna. At Us C V je také oteviend a
at Us Uy = (). Podle L.2.5 staéi ukdzat, ze Uy = ). Polozme F; = V \U;,i €
{1,2}. ZU1NUy = 0 plyne V. = Fy U Fy. Z Uy # () plyne Fy C V. Protoze
V je varieta, dostdvame Fy =V, takze Uy = (). O

Pro kazdé f € K[z] je Dy = {a € A™; f(«) # 0} otevienou mnozinou,
nebot Dy =A™\ V(f).

Tvrzeni 2.8. (i) Pro kazdou algebraickou mnozinu S C A" ezistuje k >
1afi,...,fx € K[z] takové, ze S =V (f1,..., fx).

(i) Pro kaZdou otevienou mnozinu U C A™ existuje k > 1 a fi,..., fx €
Klz], 22U = Dy U---U Dy, .

Diikaz. At S =V(I), kde I je idedl. Okruh K[z] je noetherovsky, a proto je I
generovan koneénou mnozinou { f1, ..., fx}. Podle L1.6 je S = V(f1,..., fx) =
V(fi)n---NV(fg). Jiste Dy, = A"\ V(f;), odkud A" \'S = Dy U---UDy,.
Kazdou otevienou mnozinu lze vyjadrit jako A™\ S kde S je algebraicka. [

Varieta V' méa zdédénou topologii, a proto jeji oteviené mnoziny jsou
tvaru (Dy, NV)U---U (Dy, NV).
Tvrzeni 2.9. Af proi € {1,2} jsou f;,g; € K[x] takovd, e g; ¢ 1I(V'). Pak
je U = Dy, N Dy, NV oteviend hustd podmnozina V. At D C U je néjakd
hustd podmmnozina V. Potom

file) _ fole)
g1(@)  ga(a)

fi+I(V)  fo+1(V)
g +IV) g+ILV)

pro vSechna o € D <—>

Diikaz. 7 g; ¢ I(V') plyne, ze U; = Dg,NV je neprazdnd oteviend podmnozina
V. Z 1L2.6 a L2.7 vime, ze U = Uy N Uy je oteviend a hustd. Uvazme
nyni h = figo — fog1. Staci ukdzat, ze h € I(V) pravé kdyz h(a) = 0
pro kazdé o € D. Piimé implikace je trividlni. Pro opa¢nou implikaci staci
nahlédnout, ze D, NV = (). To oviem plyne z L2.5, nebot predpoklddame,
ze DpbND = 0. L]
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Pozndmky:

e 7 definice télesa plyne, ze kazdé v € K (V') lze representovat zkomkem f/g
tak, ze g ¢ I(V). Z tvrzeni 2.9 vyplyvd, ze dvé raciondlni lomené funkce
fi(x)/gi(x) se shoduji na husté podmnoziné V' préavé kdyz f;/g; representuji
tyz prvek K (V). Proto muzeme prvky K(V) oznalit za raciondlni funkce
V =+ K.

e Pro v € K(V) ozna¢me D, sjednoceni véech mnozin D, NV takovych,
ze g ¢ I(V) a ze existuje néjaké f € K|x], pro které f/g representuje ~.
Mnozina D, je sjednocenim hustych otevienych mnozin, a proto je hustou
otevienou podmnozinou V. Pro kazdé o € Dy, existuje f /g representujici v
takové, ze g(a) # 0. Proto mizeme pravem D) nazvat definicnim oborem
racionalni funkce .

e Af X aY jsou topologické prostory. Zobrazeni f : X — Y nazveme spojité,
je-li ffl(U ) oteviend podmnozina X, kdykoliv je U C Y oteviena. Pokud
U=UU---UUyg, kde U; jsou oteviené, tak zjevné staci ovérit otevienost

kazdé f— ( ;), nebot f~YU) = f~H(U) U---U fFLUy).

Uvazme lomené raciondlni funkce fj(x)/g;(z),1 < j < m a polozme
= (L&) Im@)y pak o 1ze povazovat za zobrazeni D,y — A™, kde
91(z) gm (@) ¢)

(p) = Dg, N+ N Dy, je oteviend podmnozina A™.

Lemma 2.10. Zobrazeni ¢ : D,y — A™ je spojité.

Diikaz. Af h € K[z1,...,2,). Podle bodu (ii) tvrzen{ 2.8 staéi, ze o~ 1(Dp,)

je oteviena podmnozina A". Pro a € D, lze hy(a) zapsat jako %, kde

p.q € K[z] a g(la) = ¢i'(z)--- gy (), pro néjaké e; > 1,...,e, > 1.
Vidime, 7e a € p~ (D) <= ¢(a) € D, < hp(a) #0 <= pla) #
0 <= « € D, pro kazdé o € D,. Tudiz o~ (Dy) = D, N Dy, je oteviena.

O

Definice 2.5 (Raciondlni zobrazeni). Raciondinim zobrazenim z variety
V' C A™ do variety W C A™ nazveme kazdou m-tici (71, . . ., Ym ) raciondlnich
funkel 41, ..., vm € K(V') takovych, ze pro kazdé a € D,y N---N Dy, ) =
Dy je (m(a), ..., ym(a)) € W. Mnozina D,y je podle lemmatu 2.6 hustou
otevienou podmnozinou V. Lze ji povazovat za defini¢ni obor racionalniho
zobrazeni r.

Definice 2.6 (Representace raciondlnich zobrazeni). Pokud &,gj ¢ I(V)
(fl( ) fm(fﬂ

ce ) nazyvéame

representuji v;,1 < j < m, tak m-tici ¢ =
representaci r. Je ziejmé, ze D(,) je SJedIlOCGHIm Vsech hustyc otevienych
mnozin D,y NV takovych, ze ¢ representuje r.
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Mnozina D(,) NV je hustd oteviena, nebot kazd4 z mnoZin Dy, NV je
husté oteviena.

Lemma 2.11. Af ¢ representuje raciondlni zobrazenir zV do W. Oznacme
Y zuzeni p na D,yNV. Pak vy : DyNV = W ar: Dyy— W jsou spojita
zobrazent.

Diikaz. AL U C A" je oteviend. Pak v 1(UNV) = o~ 1{(U)NV, coz je podle
lemmatu 2.10 oteviena mnozina ve V. Proto je ¢ spojité. Misto v piSme ¢.
Af ¢ probih4 vsechny representace r. Pak je r—1(U N W) sjednocenim vsech
@(UNW), a proto je to mnozina oteviend. Tudiz i r je spojité. O

Lemma 2.12. Nechf V. .C A" a W C A™ jsou variety a af D CV je hustd.
At o = (fl(m) f’"(x)) je takové, Ze fj,g; € K[x],1 < j <m, Ze D C Dy,

gl(m) ’ ’ gm(x)
a Ze (o) € W pro kazdé o € D. At ~y; je raciondlnt funkce representovand
fi/gj- Potom 1 = (y1,...,%m) je raciondini zobrazent z variety V' do variety
wW.
Dukaz.

) sy < _ (fi=) m
At f}/g; je néjakd representace v;, g; ¢ 1(V). Polozme ¢ = (g'i(i) ey Qﬂgg)

a D" = DN Dyy. Cheeme ovétit, ze (o) € W pro kazdé o € Dy N'V.
Méjme W = V(hy,..., hg), kde hs € K[z1,...,2p],1 < s < m. Cilem tedy
je ukdzat, ze hy'(a) = 0 pro kazdé h = hs a kazdé a inD(,ny N V. Piitom
he'(a) =0 <= ¢'(a) ¢ D, <= a ¢ (¢')"1(D},). Predpokldddme, ze
© (D) N D = 0. Zobrazeni ¢ a ¢’ se na D,y N D,y 2 D' shoduji, takze
jei (¢ )"HDp)ND = ((¢)"Y(Dy) NV)N D" = (). Podle lemmatu 2.6 je
mnozina D' = DN D,y hustd podmnozina V. Proto podle lemmatu 2.5

musi byt mnozina (¢')~*(Dy) NV prazdnd, nebot podle lemmatu 2.10 je
oteviend. Tudiz o ¢ (¢’)~1(Dy) pro kazdé a € V. O
Uvazme nyni zobrazeni ¢ = (gi 537 oy i;:g;) Dy — A™ a ¢ =
hi(z1,....Tm) hi(z1,..,Tm) Y . l
<k1(zi,...,xm) yro k;(xi,,xm)) : D(¢') — A%
Pak miizeme uvazovat slozené zobrazeni vop : o~ ! (D) — Al Zazy, ... oy

dosazujeme f1(x)/g1(x), ..., fm(x)/gm(x). Vzniklé obrazy lze jisté upravit

tak, ze pro kazdé o € cp_l(D(¢) je (Wop)(a) = (%, cel pqll((‘z)), kde p,, g €

Klz],1 <r < l: Polozme p = (%,...,ZZ(—&)). Pak je =1 (Dy)) C Dy,
ale rovnost platit nemusi.

Piedpokladejme nyni, ze V C A", N C A™ a Z C Al jsou variety takové, ze
(VN D) €W ayp(WNDy) € Z. Piedpokladejme, ze V N D,y # 0
a W N Dy = 0. Pak muze nastat, ze kazdé ¢(a), kde a € V N Dy, lei
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mimo D). To se stane prave tehdy, kdyz je mnozina U = V N e Y (W n
»~1(Z)) prazdné. Mnozina U je podle lemmatu 2.11 vzdy ve V oteviena.
Je-li neprazdnd, je hustd. Pro kazdé a € U je pu(a) = (¢ o ¢)(a) € Z,
takze podle lemmatu 2.12 existuje racionalni zobrazeni t : V — Z, které u
representuje. Tuto ivahu pouzijeme v dikazu tvrzeni 2.13.

Definice 2.7 (Dominantni zobrazeni). Racionélni zobrazeni r z variety V' do
variety W nazveme dominantni, je-li {r(a);a € D(,y} hustou podmnozinou
w.

Tvrzeni 2.13. Al r je raciondlni zobrazeni z variety V do variety W a
s raciondlni zobrazeni z variety W do variety Z. Predpoklidejme, Ze U =
r~Y(s7Y(2)) # 0. Pak je U hustd oteviend podmnozina V a existuje prdvé
jedno raciondini zobrazeni 't : V. — Z takové, ze U C D) a s(r(a)) = t(a)
pro kazdé o € U. Je-li v dominantni, je vidy r—(s=1(2)) # 0.

Dukaz. Pro a € U existuji ¢ = pq a ¢ = 1, takové, ze o representuje r, v
representuje s a a € ¢~ H(D(y). Je tedy ¢(p(a)) = s(r(a) aa € Uy =V N
o YW ny~1(2)), pticemz U, je husta oteviensd podmnozina V. Sestrojme
1= po jako v tvaze vySe a uvazme raciondlni zobrazeni ¢, : V — Z urcené
zobrazenim .. Postupujeme-li stejné pro néjaké 3 € U, zjistime, Ze pq a pug
se shoduji na oteviené husté podmnoziné U,NUg. Z tvrzeni 2.9 plyne, Ze t, =
tg a ze t =ty je jediné mozné. Zbyvd ukazat, ze U # (), je-li r dominantni.
To je vsak snadné, protoze neprazdna oteviend mnozina D) N W ma podle
lemmatu 2.5 neprazdny prinik s hustou mnozinou {r(a); @ € D)} O

Definice 2.8 (Biracionélné ekvivalentni variety). Pokud racionalni zobra-
zeni t popsané v tvrzeni 2.13 existuje, ozna¢me ho comp(s,r). Vime, ze
existuje vzdy, kdyz je r dominantni.

Variety V. C A™ a W C A™ se nazyvaji biraciondlné ekvivalentnd, pokud
existuji dominantni racionalni zobrazeni r z V do W a s z W do V takova,
ze comp(s,r) = idy a comp(r, s) = idy.

V nésledujici kapitole ukdzeme, ze K (V) = K(W) pravé kdyz V a W
jsou biracionélné ekvivalentni.
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Kapitola 3

Afinni zobrazeni a algebra

At ¢ : X — Y je zobrazeni mnozin. Pak pro kazdé g : Y — K se misto gop
nékdy pise ¢*(g). Je-li ¥ : W — X jiné zobrazeni, pak

P (0*(9)) =gowoth=(po1h)*(g).

Af napitklad X = A"Y = A™ a f = (f1,...,fm), kde fi € K[z] =
Klzy,...,zp],1 < i < m. Pak pro g € Klz1,...,2y] je f*(g) mozno
ztotoznit s polynomem h € K[z], h(z1,...,x,) = f(fi(z),..., fm(x)).

Je-li g1,90 € Klx1,...,xn] a A € K, pak zjevné plati f*(g1 + g2) =
f*(g1) + f*(92), f*(9192) = f*(91)*(g2) a f*(Ag) = Af*(g). Vidime, ze f*
lze povazovat za homomorfismus K-algeber K|z1,...,zy] = Klz1,...,z,].
Je-li g1,92 € Klz1,...,xm] takové, ze g1 — g2 € I(W), kde W C A™
je varieta, je g1(8) = g2(8) pro kazdé f € W. Proto prvky v € K[W]
muzeme povazovat za zobrazeni W — K a psat vy(8) = A\ pravé kdyz
g € K[z1,...,x,] representuje v a spliuje g(58) = A (je tedy v =L(W) 4 g.
Z lemmatu 2.4 vyplyva, ze morfismy ¢ : V — W, kde V C A" a W C A™
jsou variety odpovidaji m—ticim (p1,...,¢m), kde ¢; € K[V],1 < i <
m, jsou takové, ze (¢1(a),...,om(a)) € W pro kazdé a € V. Jestlize
vi = fi + K[V], tak fikdme, ze f = (f1,..., fm) representuje morfismus
o= (P15 Pm)-

Predpoklddejme, Ze ¢ je representovéno také m—tici f' = (fi,..., f},) a ze
v € K[W je representovéno jak g € K[z1,...,2Tn], tak ¢ € K[x1,...,2p].
Potom pro kazdé o € V mdame ((f)*(¢))(a) = ¢ (f1(@),..., fl(a)) =
S (1(@)r- - (@) = 9(F1(@)..., fin(@) = (F*(g))(@). Tuto spolecno
hodnotu ozna¢me (¢*(7))(«). Definovali jsme tak zobrazeni ¢* : K[W]| —
K|[V]. Z vlastnosti f*: K[z1,...,2m] = Kx1,...,2, vyplyva, Ze ¢* je ho-
momorfismus K-algeber. Zjevné ¢*(v) = ¢* (¢ + I(W)) = f*(g) + I(V).
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Predpoklddejme nyni, ze variety V a W jsou izomorfni. Existuji tedy mor-
fismy p: V- Way: W — V takové, ze pot) = idy a pop = idy. Odtud
plyne (¢ o 9)* = ¥* o * = (idw)* = idgpw] a podobné p* o ™ = idg[y].
Vidime, ze ¢* : K[W] = K[V] a ¢* : K[V] = K[W] jsou vzajemné inverzni
izomorfismy K-algeber K[V] a K[W].

Budtenynia : K[V] = K[W]ab: K[W] 2 K[V] izomorfismy K-algeber. Je
mozné najit ¢ a 1 tak, ze b = p* a a = ¢*? Reknéme, ze b : K[W] — K[V]

je néjaky homomorfismus K—-algeber. Algebra K[x1,...,z,,] je generovéna
polynomy 1, ..., %y, K-algebra K[W] je generovana prvky z; + I(W) =
mw(z;),1 < j<m.Zde my : Klz1,...,zm] — K[W] je pfirozend projekce

modulo I(W). Ze znalosti b(mw (x;)) lze tudiz odvodit homomorfismus b jed-
nozna¢né. Je-li b = ¢*, kde ¢ : V. — W je representovano f = (fi,..., fm),
bude bimw (3)) = ¢*(z; + W) = [*(z;) + I(V) = my(f*(z;)), kde
v Klz1,...,2,] = K[V] je projekce modulo I(V). Ovsem f*(x;) = fj,
nebot f; dostaneme, pokud do polynomu z; € K[z, ...,z dosadime za
T1,...,Tm polynomy fi, ..., fm.

Lemma 3.1. A{ b : K[W] — K|[V] je homomorfismus K —algeber. Pak
ezistuje jednoznacné urcéeny morfismus ¢ : V.— W takovy, Ze b = ¢*.

Diikaz. Hleddme ¢ = (41, ..., pp) takové, ze b = p*. Af p; je representovdno
fi,1 <1 <n. Pro kazdé j,1 < j <m, ma byt

b(mw (z5)) = v (f*(x5)) = v (fj) = ¢;-.

Vidime, ze pokud ¢ existuje, je uréeno jednoznacné. Potfebujeme ukézat, ze
pro kazdé o € V je (fi(a), ..., fm(@)) = (¢1(@),...,om(a)) € W. K tomu
nam poslouzi nasledujici zobrazeni:

o " Kx1,...,xm] = Klz1,...,2y]
° thK[wl,...,xm]%K[W]
° ﬂvtK[.%'l,...,xn]—)K[V]

o b: K[W] — K|[V].

Jde o homomorfismy K-algeber, pficemz z brw (z;) = 7y (f*(2;)),1 <j<n
plyne, ze bory = myof*, nebot x1, ...,z generuji K[z1, ..., x| Implikaci
a €V = f(a) € W ovéiime tak, ze dokézeme, ze hf(a) = 0 pro kazdé
h € I(W). Ovsem pro h € I(W) méme my (h) = 0, odkud 0 = by (h) =
v (f*(h)) = my(hf), coz znaci hf € [(V), a tedy hf(a) = 0. O
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Dusledek 3.2. AY V a W jsou afinni variety. K—algebry K[V] a K[W]
jsou izomorfni pravé tehdy, kdyz jsou izomorfni variety V.a W.

Diikaz. Implikace V=W = K[V] = K[W] je snadnd a jiz jsme ji zminili.
Pro dukaz opa¢né implikace at a : K[V]| = K[W] ab: K[W] = K[V] jsou
vzajemné inverzni. Podle lemmatu 3.1 sestrojme morfismy ¢ : V — W a
oW = V,zea=19"ab= 9" Pak idgw = ab = (p o )*. Odtud
¢ o1 = idyy, nebot podle L3.1 existuje jediny morfismus p: W — W, ze
p* =idgw), a tim je nutné idy . Podobné plati ¢ o p = idy. 0

Téleso K lze ztotoznit s afinnfm prostorem A!. Ten lze povazovat za
varietu (mame I(A') = 0 a 0 je prvoideal K). Aplikujeme-li tvrzeni 2.13
na situaci Z = A', dostaneme, ze pro dané raciondlni zobrazeni r : V —
W a danou raciondlni funkci v : W — K existuje raciondlni funkce s =
comp(7,r), kdykoliv ril(D(V)) # (). V takovém piipadé budeme psit s =
r*(y). Vime, ze pokud r je representovano (ti,...,ty,) a7y je representovano
g, je m*(7) representovano g(ti,...,tm). Je ziejmé, ze comp(y,r) existuje,
kdykoliv je v = ¢ € K[W]. Podle T2.13 existuje také pro kazdé v € K[W],
je-li r dominantni.

Lemma 3.3. Af je r raciondlni zobrazeni z variety V' do variety W. Potom
je pmapstor*(¢) homomorfismus K—algeber K[W| — K(V). Je-li navic
dominantni, je r* : K(W) — K(V') takvé homomorfismus K —algeber.

Diikaz. Pro ¢; € K[W],i € {1,2}, je definovdno r*(¢;) = comp(p;,r) €
K(V)ir*(p1+p2) = comp(pi +p2, 7). Potiebujeme ovérit, ze r* (o1 +@2) €
K (V) se shoduje s 7*(¢1)+7r*(p2) € K(V). Podle tvrzeni 2.9 tomu tak bude,
pokud se representace prvku K (V') shoduji na néjaké husté podmnoziné
V. Existenci takové mnoziny lze snadno ovérit: Je-li ¢; representovéno g;
a r je representovdno t = (t1,...,ty) (zde g € Klxi,...,xn] a tx €
K(x1,...,2y),1 <k <m), je jisté mozné nelézt otevienou hustou mnozinu
ve V takovou, ze pro kazdy jeji prvek a jsou definovany hodnoty g;(¢(a)) =
g1(t1(@), ... tm(a)), g2(t(a)) i (g1 + g2) (t(a)). Pritom zjevne (g1g2)(t(er)) =
g1(t(a)) + g2(t(a)). Podobné se dokaze r*(p1 - ¢2) = 1*(p1) - 7*(p2) a
r*(Ap) = A(r*(¢)), kde A € K a ¢ € K[W]. V piipadé r dominantniho
je r*(y) definovano podle tvrzeni 2.13 pro kazdé v € K(W). Ovétit, ze
r* : K(W) — K(V) je homomorfismus lze stejnou metodou, jaka byla
pouzita v prvni ¢asti dukazu. O

At V a W jsou biraciondlné ekvivalentni variety. Ovérit, Ze pak je K (V) &2
K(W) se zdd byt snadné, pokud dokdzeme né&jaky vztah typu (r o s)* =
s* or* kde r a s jsou dominantni raciondlni zobrazeni. Takto zaptasny
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vztah, byt se v literatuie vyskytuje, neodpovid4 ovSem pfesné nasi definici
raciondlniho zobrazeni. Definiéni obor r o s totiz muze byt mensi, nez de-
finiéni obor comp(r, s). Budeme tedy definovat (comp(r, s))* = s* or*. Jako
prvni krok uvedeme nésledujici fakta:

Lemma 3.4. Af jer dominantni raciondlni zobrazeni z variety V do variety
W. Je-li r representovdno v = (ui,...,um), kde uj € K(x1,...,2,),1 <
j < n, jeUN{u(a);a € Du)NV} # 0 pro kazdé U C W otevienou
neprazdnou. Je-li s dominantni raciondlni zobrazeni z variety W do variety
Z, je comp(s,r) dominantni raciondlni zobrazeni z V do Z.

Diikaz. Potfebujeme ovéiit, ze u=1(U)ND(u)NV # 0. Vime, zie u=1(U)NV
je oteviend a D(u)NV je oteviena hustd. Staci tedy ukdzat, ze u=1(U)NV #
0 Ovsem = (U)NV = r~Y(U)N D(u). Protoze predpokladame = (U) # 0,
jeir Y (U)N D(u) # 0. Bud nynf v = (vy,...,v), kde v, € K(z1,...,2m),
representaci s. At S C Z je neprazdnd oteviena. Pak v~ 1(S) N W je podle
prvni ¢4sti ditkazu neprazdnd oteviend a tedy i (u=t(v=1(S)NW))NV £ (.
Tudiz (vou) ' (S)NV # 0, takze i t71(S) NV # (), kde t = comp(s,r) je
representovano v o u (dle tvrzeni 2.13). O

Lemma 3.5. Af r a s jsou dominantni raciondlni zobrazend, r z variety V.
do variety W a s z W do Z. Potom r* o s* = (comp(s,r))*.

Diikaz. Af u a v jsou stejné jako v ditkazu lemmatu 3.4. Tedy u representuje
r a v representuje s. At ¢ € K(x1,...,x;) representuje v € K(Z). Vime, ze
v o u representuje comp(s,r) a (r* o s*)(y) mé representaci ¢(vy,...,v;) o
(Uty .y um) = @01(Uly .oy Up), e 0p(UL, ey Uy)) = @ o (Vo u), coz je
representaci (comp(s,r))*(vy). Protoze (r* o s*)(y) a (comp(s,r))*(vy) maji
stejné representace, jsou si rovny. [

Tvrzeni 3.6. ALV a W jsou variety a af b : K(W) — K (V) je homomor-
fismus K —algeber. Pak existuje prdvé jedno dominanitni raciondlni zobrazeni
r 2V do W takové, Ze b = r*.

Dukaz. Ptejme se nejprve, zda existuje raciondlni zobrazeni r takové, ze
r*(¢) = b(¢) pro kazdé i) € K[W]. Podle lemmatu 3.4 muzeme 7* povazovat
za homomorfismus K[W] do K(V). Ten se shoduje s restrikci b na K[W]
pravé kdyz se shoduji na mnoziné generatort my (x;),1 < j < m, kde
je projekce K[z1,...,xpy] — K[W]. At r = (r1,...,m) a at 7, € K(V)
je representovano ¢; € K(x1,...,xy). Pak b(mw(x;)) = r*(mw(x;)) je re-
presentovano ;(¢1,...,¢m) = @;, takze b(rw(z;)) = rj. Odtud vyplyva
jednoznacnost r Aby r takto definované bylo opravdu zobrazenim z V' do W,
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musi byt (r1(c),...,rm(a))ginW pro kazdé a € D(r). Zvolime-li néjakou
pevnou representaci ¢ = (¢1,...,¢m), kde @; representuji r; = b(mw (z;)),
stac¢i podle lemmatu 2.12 ukazat, ze (¢1(@),...,om(®)) € W pro kazdé
a € DNV Uvazme homomorfismus ® : K[z1,...,z,] — K(V) takovy, ze
®(z;) = rj. Takovy homomorfismus K-algeber je pravé jeden, pficemz pro
F=2Aerenxit -z je ®(f) =D Aer eyt - Tor. Je ziejmé, ze ®(f)
je representovano Y Ae, . e, @7 - @5 Protoze ®(xz;) = bmy (z5),1 < j <
m, mame ¢ = bmy. Chceme ukdzat, ze h(pi(a),...,om(a)) = 0 kdyko-
lik a € D,yNV ah € [(W). To je podle lemmatu 2.12 totéz, jako ze
h(pi(z),...,pm(x)) representuje nulovy prvek K (V).

Ovsem h(e1(z),...,om(z)) representuje ®(h) = bmy (h) = b(0) = 0. Do-
stali jsme tudiz r takova, ze r*(¢)) = b(¢) pro kazdé ¢p € K[W]. Homo-
morfismus « : R — U, kde R je obor integrity s podilovym télesem T a
U je téleso, lze rozsitit na homomorfismus T — U pravé kdyz x(t) # 0
pro kazdé t € R*. Pfitom toto rozsifeni je jednoznacné. Protoze zizeni b
na K[W] lze rozsitit na b : K(W) — K(V), musi byt b(¢) = r*(¢p) # 0
pro kazdé v € K[W],¢ # 0. Podminka r*(¢) # 0 staci k dukazu, ze r je
dominantni. Vskutku, v opaéném piipadé muzeme za 1 zvolit 7y (h), kde
DpNW # 0 akde r(a) ¢ Dy, pro zédné o € D(r). To znamend, ze hr(a) = 0
pro kazdé o € D(r), takze r*(1p) = 0, kde ¢ # 0. Protoze r je dominantni,
jer* : K(W) — K(V) homomorfismus. Ten se na K[W] shoduje s b, a proto
se oba homomorfismy musi rovnat. O

Tvrzeni 3.7. ALV a W jsou afinni variety. Pak K(V) = K(W) prdvé kdyz
V a W jsou biraciondlné ekvivalentnyi.

Dikaz. Jsou-li biraciondlné ekvivalentni, existuji raciondlni zobrazeni r a s
takovd, ze comp(s,r) = idy a comp(r,s) = idy. Mame (comp(s,r))* =
r*os* = (idy)* = idg[y), a podobné s* or* = id gy. Proto K(V) = K(W).
Je-li naopak K (V) = K(W), pak lze podle tvrzeni 3.6 odvodit dominantn{
raciondlni zobrazeni r a s, kde r je z V do W a s je z W do V takova, zez
r* a s* jsou vzdjemné inverzni izomorfismy. Zbytek opét plyne z lemmatu
3.5, tedy ze vztahu (comp(s,r))* = r* o s* = (idy)*, ktery podle T3.6 déva
comp(s,r) = idy a symetricky comp(r, s) = idy . O

Vyklad raciondlnich zobrazeni mohl vézt k otdzce absence algebraické
struktury, ktery by vyjadfovala, ze a = % € K(x) representuje v € K(V).
Pro ¢ € K[V] totiz mame homomorfismus my : K[z] — K[V] (jeho pro-
jekce modulo I(V)), ktery spliiuje, ze b € K|[x] representuje ¢ pravé kdyz
my (b) = . Je ziejmé, ze my nelze rozsifit na homomorfismus K (z) — K(V),
nebot by to byl homomorfismus téles (ktery mé trividlni jadro). Nicméné
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Ty lze rozsffit na K[z]y = {¥ € K(z);c ¢ I(V)}. To je podokruh K|z],

ktery je roven lokalizaci K [x] pomoci prvoidealu I(V'). Vskutku, zobrazeni

g — Zﬂ%; je korektné definovanym homomorfismem K|[x]y — K(V), jehoz

jédro je tvofeno vsemi ¢ € K[z]y takovymi, ze b € I(V). Okruh K(z] lze
pomoci b — % vnofit do Klz]y a zuzeni popisovaného homomorfismu na
K|[x] d& 7y . Proto budeme oznacovat popisovany homomorfismus také jako
my . Skutecnost, ze my : Klz]y — K(V) je vskutku homomorfismus, vyplyvéa
z obecnych vlastnosti lokalizace. P¥imy dukaz lze samoziejmé také snadno

provézt.
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Kapitola 4

Homogenni polynomy

Pozndmky a pripomenuti:

e 7 kazdého vektorového prostoru W nad télesem K lze odvodit pro-
jektivni prostor P(W) tak, ze jeho prvky, tedy projektivni body se
shoduji s 1-dimenzionalnimy podprostory W. Mnozina projektivnich
bodu obsazenych ve 2—dimenzionalnim podprostoru W pak uréuje pro-
jektivni primku. Obecné (k + 1)-rozmérny podprostor W indukuje k—
rozmérny projektivni podprotor P(W). V dalsim je vzdy n > 1.

e Piseme P*"(K) = P(A""Y(K)) a P" = P*(K). Prvky P*(K) (tedy
projektivni K —raciondlni body) jsou mnoziny

{PQags - Aan)i Ao, ... o € K a3j €{0,...,n}, ze oj # 0}

Takovy projektivni bod zapisujeme (ag : --- : ay). Mluvi se pak o
homogennich souradnicich. Je ziejmé, ze (ag : -+ : ) = (Bo : -+ ¢
Brn) prave kdyz se zlomky o;/a; a B;/5; shoduji. Protoze ale néktery
jmenovatel muze byt nulovy, je tieba pouzit vyjadieni, Ze o;8; = o 5;

kdykoliv 0 < i < j < n. Samoziejmé také plati, ze (ag : -+ : ) =
(Bo : -++ : Bp) prave kdyz existuje j € {0,...,n}, ze o # 0,5; # 0
a o;/aj = /B pro kazdé i € {0,...,n}. Vidime, ze (g : -+ : o)

muze popisovat K-raciondlni projektivni bod i v piipadé, kdy nékteré
soufadnice « nelezi v K. V télese K ovSem vzdy musi lezet podily
a;/aj, kde a;j # 0, coz je i podminkou postacujici.

e Jezvykem psat U; ve vyznamu {(ag : -+ - : ap,) € P™; 04 = 1}. VSimnéte
si, ze definice U; se nezméni, pokud piseme a; # 0. Mnozinu U; muzeme
ztotoznit s A™ tak, ze (ap : a1 @ -0 i1 2 1 airr o i ap)
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ztotoznime s (o, a1, ..., QG—1, Qit1, ..., ). Projektivni body lezici v
U; pokladame za vlastni vzhledem k soufadnici ¢. Ostatni projektivni
body spliuji «; = 0 a fikdme jim nevlastni. Obvykle se pti ivahéach o
vlastnich bodech pfedpoklada, ze ¢ = 0, nebo ¢ = n.

Vyvoj geometrie pfinesl pojem nevlastnich bodl a pozdéji i pojem pro-

jektivniho prostoru z duvodu, které byly v pocatcich ryze praktické. Pozdéji
se ukazalo, zze bez téchto pojmu zlUstava teorie variet matematicky i este-
ticky neuspokojiva.
Projektivni varietu V chceme definovat tak, aby V; = U; NV bylo pro kazdé
i také varietou (ptripoustime ale i moznost V; = (}). Jak ale tici, ze polynom
f € K[xg,x1,...,2,) mé za projektivni bod (ag : a1 : -+ : ay)?. Odpoved
lze najit v lemmatu 4.1.

Definice 4.1 (Homogenni polynomy). Polynom f € Klzg,...,z,]|, f =
Y Aro,rn Ty - T se nazyva homogennd, jestlize existuje ¢islo d > 0, ze

ro+---+r, = d, kdykoliv je Ay . ., # 0. Je-li f # 0 je d uréeno jednoznacné
a je rovno stupni polynomu f.

Abychom naznacili, ze se uvahy tykaji homogennich polynomu, bueme
pouzivat velkd pismena, napifiklad F = 3XZ + 2X1 X2 € K[Xo, X1, Xa).
Misto K[Xj, ..., Xn] budeme téz psiat K[X]. Pro vsechny homogenni poly-
nomy obsazené v K[X] zvolime oznaceni K| X |.

Definice 4.2 (Homogenni ¢ast mnoziny). Je-li A C K[X], tak |A] =
K|X] N A se nazyva homogenni ¢dst mnoziny A.

Definice 4.3 (Homogenni dekompozice). Kazdy polynom f € K[X] stupné
d > 0 lze jednoznacné vyjadrit ve tvaru f = Fy+Fy_1+---+ F1+ Fp, kde F;
je homogenni polynom stupné ¢ > 0. Takovému vyjadieni fikaime homogenni
dekompozice.

Je ziejmé, ze f je homogenni prave kdyz f = Fy, tedy pravé kdyz F;_1 =
Fpo=---=F =F=0.

Lemma 4.1. A f € K[X] md homogenni dekompozici f = Fq+ -+ + Fy.
Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) Pro kazdé (ag : -+ :ap) = (Bo : -+ : Bn) € P je fap,...,an) =0
pravé kdyz f(Bo,...,0Bn) = 0.
(2) Pro kazdé (ag : -+ : ay) € P" plati f(ag,...,an) = 0 prdvé kdyz

Fr(ag,...,an) =0 pro kazdé r € {0,...,n}.
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Diikaz. At f(ag,...,a,) =0, kde ag,...,a, € K a kde a; # 1 pro néjaké

i € {0,...,n}. Chceme zjistit za jakych podminek pak plati f(Aag, - .-, Aa,,) =

0 pro kazdé A € K. To nastéva prave kdyz A je kofenem polynomu Zfzo fry",

kde f. = F.(ag, ..., ay). Téleso K je nekonecné, a proto plati, ze f(Aags - - -, Ao ) =

0 pro kazdé A\ € K pravé kdyz 0 = Fy(ag,...,an) = - = Fy(ag, ..., an).

O

Vidime, ze pro homogenni polynomy je podminka F(ag : -+ : o) =0

nezavisld na volbé homogennich soufadnic projektivniho bodu P = (ag :
.« .. : an).

Lemma 4.2. Af je I idedl K[X]. Oznaéme J mnoZinu vech f € K[X],
pro kterd plati F,. € I pro kazdé r € {0,...,d}, kde f = Fg+ ---+ Fy je
homogenni dekompozice. Mnozina J je idedlem K[X] a J = ([I]).

Dukaz. Podle definice je J tvoreno vSemi koneénymi soucty > F)., kde F je
homogenni stupné r a F, € I. Mame Y F, + > F, =Y (F, + G,). Pfitom z
F,,G, € I plyne F,+G, € I, pficemz bud’ F,+G, = 0, nebo deg(F,+G,) =
r. Proto je J uzavieno na soucty. Pro A € K* ptali, ze A\F;+ --- + AFy je
homogenni dekompozice Af, je-li Fyy + --- + Fy homogenni dekompozice f.
Podobné je X; Fy+- - -+ X; Fp homogennidekompozici X; f,0 < ¢ < n. Vidime,
ze J je uzaviené i na skalarni nasobky a nasobky pomoci proménnych X;,
takze je to ideédl okruhu K[X]. Je-li f = > F, € J, je kazdé f, prvkem
| 1], takze [I| C J, odkud ([I]) C J. Soucty prvki z |I] lezi v idedlu touto
mnozinou generovaném, takze plati i opacnd inkluze. Idedl J lze tedy popsat
jako mmnozinu vsech souétu prvku |I]. O

Dusledek 4.3. At I je idedl K[X|. Pak I = (|I]) prdvé kdyz I = (A) pro
néjaké A C K| X|.

Diukaz. Je-li I = (|I]), sta¢i polozit A = [I]. Je-li I = (A), mdme A C ||,
atedy I = (A) C (|I]), takze plati rovnost. O

Definice 4.4 (Homogenni idedly). Idedl spliujici podminky D4.3 se nazyva
homogenni.

Dusledek 4.4. Pro kazdy idedl I okruhu | X | plati, Ze (|[I]) je nejvétsim
homogennim idedlem v I obsaZenym.

Diikaz. 1dedl (|I]) je generovany podmnozinou K | X |. Proto je homogenni.
Jeli J=(A)CI, kde ACK|X|,je AC|I],atedy J=(A) C([I]). O
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Z lemmatu 4.2 také plyne, ze [([I])]| = |I].

Chceme-li charakterizovat mnoziny |I |, staci tedy charakterizovat mnoziny
| H|, kde H je homogenni ide4l.

Lemma 4.5. Mnozinu A C K|X| lze vyjadrit jako |H |, kde H je homo-
gennd idedl v K[X], prdavé kdyz A splriuje

(1) Pro F,G € A zdeg(F) = deg(G) vyplyvd, z2e F + G € A,
(2) NcFeAaX,FeAprokaidée \e K,0<i<naF €A.
Plati, e A= |H]|, a zre A uréuje H jednoznacné.

Dikaz. Je-i A = |H |, tak jsou podminky (1) a (2) jisté splieny. Naopak,
pokud A splauje (1) a (2), tak je mnozina v8ech f € K[X] s homogenni
dekompozici F+- - -+ F takovou, ze F; € A,0 < i < d, idedlem (uzavienost
na soucty vyplyva z (1) a uzavienost na ndsobky vyplyva z (2)). Jsou-li H; a
Hj dva homogenni idedly, tak z H; = (| H;|),i € {1, 2}, plyne jednoznacnost
v lemmatu postulovana. O

Definice 4.5 (i—¢ésti). Podmnozinu K| X |, ktera spliuje (1) a (2), nazveme
homogennt idedlovou ¢dsti, zkrédcené i1—cdsti.

Lemma 4.6. Af f,g € K[X] jsou takové, e fg € K|X|. Jsou-li f i g
nenulové, je f € K| X| age K|X].

Dikaz. AL 0 ¢ {f,g}. At r = deg(f) a s = deg(g) aaf f = > F, a
g = Y_Gj jsou homogenni dekompozice. Ozna¢meé r’ nejmensi i < r, ze
F; # 0. Podobné odvodme s’ jako nejmens{ j, ze G; # 0. Soucty F,Gs a
F.. Gy figuruji v homogenni dekompozici polynomu fg. Je-li fg homogenni,
musi tedy byt r =17 a s = 5. O

Lemma 4.7. A{ A C K|X| je i-¢dst, a af H = (A). Idedl H je prvo-
idedlem, prdvé kdyz pro vSechna F,G € K| X | plati implikace FG € A —
FecAvVGeA.

Dukaz. Je-li H prvoideal, musi podle lemmatu 4.6 uvedend implikace pla-
tit. Pro dukaz opactnym smérem piedpokladejme, Ze fg € H, kde f a g
jsou nenulové polynomy s homogennimi dekompozicemi f =>" (F; a g =
ijo G ;. Postupujme indukci, dle r+s. Soucin F, G je vedoucim ¢lenem ho-
mogenni dekompozice polynomu fg € H, a proto mame F,.G; € A. Mlzeme
tedy prepokladat, ze F; € A. Polozme f = f — F,. Pak fg = fg— F,g € H,
takze podle indukéntho piedpokladu je f = f + F, € H, nebo g € H. O
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Definice 4.6 (Prvocésti). Homogenni idedlovd ¢dst (i-¢ést), ktera spliuje
implikaci lemmatu 4.7 se nazyva prvocdst.

Lemma 4.8. Zobrazeni H — |H| je bijekci homogennich idedli K[X]
a viech i-édsti obsazengych v K|X|. Tato bijekce prevddi prvoidedly na
prvoéasti a naopak.

Duikaz. To je pouze shrnuti lemmat 4.5 a 4.7 O

Nyni se budeme zabyvat vztahem i—¢asti (coz jsou podmnoziny K| X |)
a idedlt K[X]). Pro j € {0,...,n} oznac¢ime m; homomorfismus K[X] —
Klzo,...,®i—1,%Tiy1,. .., Ty takovy, ze m;(X;) = x; amj(X;) = 1. Napiiklad
7T1(3XOX1X2 —3Xp X9 + 2X12) = 3x9x2 — 3x0x2 + 2 = 2. Kvuli uspornosti
zapisu budeme psat 7; : K[X] — K|z], byt toto plat{ piisné vzato pouze
pro j = 0. Protoze pravdivost nasledujicich tvrzeni neni zavisld na volbé j €
{0,...,n}, budeme v dukazech vzdy predpokladat, ze j = 0. Déle oznac¢ime
restrikci m; na mnozinu K| X |v;.

Lemma 4.9. Af I je idedl K|z]. Pak I/j_l(I) je i—édst. Je-li A C K| X|
néjakd i-cdst, tak je nu;(A) idedl Klx]. Tento idedl je vlastni prdve kdyz
X7 ¢ A pro Zidné r > 0.

Diikaz. Méme vy '(I) = |7y *(I)], piicemz m; ' (I) idedl jiste je. A{ A C
K| X] je i-¢ast. Pak vp(AF) = Ap(F) a vy(X;F) = zivp(F) pro kazdé
FeAXNe Kaie{l,...,n}. Staci tedy ovérit, ze v9(A) je uzaviend na
soucty. Jsou-li F,G € A, zvolime s,t > 0 takovd, ze XSF i X}G maji stejny
stupen. Pak X§F + X{G € A a soucasné vo(X§F + X{G) = v(F) + (G).
Je-li X§ € A, je 1l =wy(X]) € vo(A), takze vg(A) = K|[z]. Pokud vy(A) neni
vlastni, tak 1 = vo(F') pro néjaké F' € A. Je ziejmé, ze v F' nemuze figurovat
Xi, kde i > 1. Proto je F' = AX{ pro néjaké r > 0 a A € K* (pak oviem
nutné A = 1). O

Lemma 4.10. Af{ f € K[z] md homogenni dekompozici Fy+ ---+ Fy a af
f#0. Pak vi(f) = Y ocpca Xo "Fr € K| X]. Pritom G € K|X| spliuje
w(G) = f pravé kdyz G = X§v5(f) pro néjaké s > 0.

Diikaz. Je ziejmé, ze vj(f) € K| X | a ze vo(X§vy(f)) = f. K dokonéeni
dukazu staci ovéfit, ze G = v5(f) pokud G neni ndsobkem X, a splauje
1(G) = f.V takovém piipadé G lze zapsat jako Gy +XoGar—1+- - -—|—X0/Gg,
kde Go,...,Gagrrime € K[z] jsou homogenni, r = deg(G,), je-li 0 < r <
d aG, #0aGy # 0,d = deg(G). Podminka 1(G) = f znamend, ze
Gy +Gg_1+ -+ Gp je homogenni dekompozice f, takze nutné d' = d a
G = wvo(f). o
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Lemma 4.11. A{ f,g € K|z] jsou nenulovd. Pak v§(fg) = vi(f)vi(g).

Diikaz. Méame vo(vg(f)v§(g)) = vo(v§(f))vo(vi(g)) = fg. Podle L4.10 staci
nyni ovérit, ze v (f)vg(g) neni ndsobek Xo. To je skuteéné pravda, nebot
nasobkem Xy nenf ani v(f), ano 1§(g). Z lemmatu 4.10 mimo jiné plyne, ze
v;j je surjektivni zobrazeni. TudiZz 7; je surjektivni homomorfismus okruhu,
coz je ostatné ziejmé. Pro surjektivni homomorfismy ale plati, Ze vzorem
prvoidedlu je vzdy prvoideadl. O

Lemma 4.12. At P je prvoidedl K [x]. Pak l/j_l(P) je prvocast a I/j(l/j_l(P)) =
P. Je-li A C K| X| takovd prvocdst, Ze X; ¢ A, tak je v;(A) prvoidedl a
V7L (5(A4)) = A,

Diikaz. Mame vy '(P) = |75 (P)], pricemz 7, *(P) je prvoidesl. Pro kazdé
M C K[z] plati v(vy '(M)) = M, nebof zobrazeni 1y je surjektivni. Z
predpokladu X; ¢ A podle L4.9 dostavame, ze vo(A) je vlastni idedl Klx].
At f,g € K[z] jsou nenulovd a at fg € v9(A), kde A je prvocast, Xy ¢ A.
Podle L4.10 existuje s > 0 takové, ze X§vj(fg) € A. Protoze A je prvocast a
Xo ¢ A, musi byt 5(fg) € A. Podle L4.11 je v (f)§(g) € A, atedy v5(f) €
A (pak f = w(5(f)) € vo(A)), nebo 1§ (g) € A (pak g € 1p(A)). Vidime, zie
vo(A) vskutku je prvoidedl. Jisté vy ' (vg(A)) D A. Zbyva dokizat opacnou
inkluzi. At G € K|X| je takové, ze vo(G) = vo(F) = f pro ngjaké F € A.
Podle 14.10 existuji s > 0at > 0,7e G = X§vi(f) a F = X i(f). ZF € A
a Xo ¢ A plyne, ze v5(f) € A, takze i G € A. O

Lemma 4.12 k4, Ze v; vytvaii jednoznacny vzajemny vztah mezi prvo-
idedly K[x] a prvocastmi K | X |, které neobsahuji X;. Vznika tak i vzajemné
jenoznacénd vazba mezi prvoidedly K[x] a homogennimi prvoidedly K|[X],
které neobsahuji X; (viz lemma 4.8).

Pro S C P polozme I(S) = {F € K|X|; F(ag,...,a,) = 0 pro viechna
{(ag : -+ ap) €

(g : -+ : ay) € S}.pro M C K|X| bud V(M) =
P F(ao,. .., a,) = 0 pro kazdé F € M}. Dvojice (I, V) tvoii Galoisovu ko-
respondenci mezi P" a K| X |. Dukaz je snadny (téméf doslova lze zopakovat
dukaz lemmatu 1.4).

Dalsi nase tivahy se budou opirat o dvojici (I, V). V literatute je vSak daleko
castéjsi dvojice (I, Vy), kterd je s I, V) v ndsledujicim vzdjemném vztahu:

e Pro M C K[X] polozme nejprve M;, ={G € K|X|;3f € M s homo-
genni dekompozici f = F; + - + Fp takové, ze G = F;,0 < j < d}.

Klademe V(M) = V(My,).
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e Déle I,(S) = {f € K(X];F; € I(S) pro kazdé 5,0 < j < d, kde
f=F;+ -+ Fy je homogenni dekompozice}.

Lemma 4.13. (i) Je-li M C K| X|, tak V(M) = V(M).

(ii) Je-li S C P", je 1(S) vidy i—cdst, I(S) = [I,(9)] a In(S) = (I(S)) je
homogenni idedl v K[X].

(iii) Vi1, (S) = VI(S) pro kazdé S C P™.
(iv) T,V (M) = |IV(My,)] pro kazdé M C K[X].

Diikaz. Pro M C K|X| je M = Mj. Odtud (i). Je zfejmé, ze A = 1(S)
spliiuje podminky (1) a (2) z lemmatu 4.5. Proto je A homogenni ¢&dsti
homogenniho idedlu H, ktery podle lemmatu 4.2 je tvoren soucty prvkia z
A. Odtud plyne (ii). Z definice operatoru I, plyne, ze (I(S))n = [In(S)]| =
I(S). Odtud V,I,(S) = VI(S). Z definice V;, mdme V,(M) = V(M) a
zbytek ¢ésti (iv) plyne z ¢asti (ii). O

Definice 4.7 (Projektivni algebraické mnoziny a uzavér). Vidime, ze operatory
VI, a VI se shoduji. Tento operator se nazyva projektioni uzdver.
Pokud VI(S) = S, nazyvame S C P" projektivni algebraickou mnozinou.

7 vlastnosti Galoisovy korespondence plyne, ze to jsou pravé vsechny
mnoziny, které lze vyjadiit ve tvaru V(M), kde M C K|X|, piipadné
Vi(M), kde M C K[X]. V dal$fm budeme pracovat s dvojicf (V,I). Vlast-
nosti Galoisovy korespondence (Vj, 1) jsou podle lemmatu 4.13 nutné rov-
nocenne.
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Kapitola 5

Projektivni algebraické
mnoziny

Nasim cilem bude ukazat, ze vlastnosti projektivnich algebraickych mnozin
jsou podobné tém, které jsme popsali v afinnim pripadé. K tomu vS8ak bu-
deme potiebovat vice védét o homogennich idedlech, tedy i—¢astech.

Lemma 5.1. Af M C K|X|. Pak (M) je homogenni idedl a |(M)] je
nejmenst i—céast, kterd obsahuje M.

Dikaz. To, ze (M) je homogenni, plyne z L4.3. Je-li A DO M néjaka i—Cast,
tak (A) O (M) a A= |[(A)] D [(M)], opét podle L4.3. O

Lemma 5.2. A{ A; = |H;|, kde H; C K[X] jsou homogenni idedly, j € J,
kde J # 0. Pak A = (\(Aj;j € J) je i-cdst, kterd je rovna |H|, kde H =
((Hj;j € J). Plati, Ze H je homogennd idedl.

Dukaz. Mnozina A zjevné spliuje podminky (1) a (2) lemmatu 4.5. Proto
je i-casti. Pro kazdé j € J je (A) C Hj, takze (A) C H. Z H C H;
plyne, |H| C |H;| = Aj, takze |H| C A. Zbyva ukézat, ze H = (|H]),
tedy ze H je homogenni (viz D4.4). Je-li f € H s homogenni dekompozici
f=Fq+---+Fy, je F; € Hj prokazdé j € Jaiec{0,...,d}. O

Pro i-¢asti A, B C K|X] definujme AB jako {0} U (Ug>o Ma), kde
My = {Zfzo F,Gy_i; F; € A,G4—; € B, pticemz F; = 0, nebo deg(F;) =i a
soucasné G = 0, nebo deg(G;) = j}.

Lemma 5.3. Af Aj = I.Hth? € {1,2} Pak A1A2 = I_HlHQJ a H1H2
je homogenni. Pritom plati, Ze A1As je nejmensdi i—cdst, kterd obsahuje

{FlFQ;Fl S A1 & Fy e AQ}
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Diikaz. Je ziejmé, ze A1 Ay C |H1Hz| a ze AjAs je i—Cast (viz lemma 4.5).
Protoze H; je tvofeno soucty prvki z Aj, je HiHy generovano mnozinou
viech F1Fy, kde (F1, Fy) € Ay x As. Proto je HiHs homogenni idedl a z
H{H5; C (AlAg) mame LH]_HQJ - {(AlAg)J = A As. L]

Lemma 5.4. A P C K|[X] je prvoidedl. Pak je (| P|) nejvétsi homogenni
prvoidedl obsaZeny v P.

Diikaz. Je ziejmé, ze | P| spliuje podminku lemmatu 4.7. Zbytek plyne z
dusledku 4.4. O

Pro i-¢4st A polozme VA = {F € K|X|; F¢ € A pro ngjaké d > 0}.

Lemma 5.5. Al A = |H]|, kde H C K(X) je vlastni homogenni idedl.
Pak \/H je rovnéz homogennd idedl a plati, ze VA = L\/ﬁj Pritom /A =
(B 2 A; B je prvocdst).

Dikaz. Oznaéme P mnozinu vsech prvoidedlu K[X]| a H mnozinu vsech
homogennich prvoidedlii. Z obecné teorie vime, 7e vVH = (\(P 2 H; P € P).
Z P O H podle dusledku 4.4 plyne P O (|P]) 2 H, takze z lemmatu 5.4
méame vVH = (P D H; P € H). Homogennost v H je diisledkem lemmatu
5.2, ze kterého téz plyne, ze |[VH| = (\(|[P|;P 2 H a P € H). Protoze
P D H préavé kdyz |P| D |H| = A, zb§va dokézat, ze VA = [H|. Méme
F ¢ |VH| prave kdyz F € K|X]| a F? € H pro ngjaké d > 1. Oviem po
F e K|X]|z F?e H plyne, ze F¢ € |H| = A. O

Piipomenme, ze pro a = (ay,...,a,) € A"(K) je M(a) = (z1 —
Q1. .., Ty — o) maximalni vlastn{ idedl K(z] (a tedy i prvoidedl). Je-li

K = K, maji véechny maximdalni idedly K|[z| tento tvar.

Lemma 5.6. (Xo,...,X,) je v K[X] nejvétsim vlastnim homogennim idedlem
a je to prvoidedl. Nejvétsi vlastni i—¢dst je rovna K| X |\ K* a je to prvocdst.

Diikaz. 1dedl (Xo,...,Xn) = (X0 —0,..., X, —0) je maximalnim idedlem
K[X], a proto je prvoidedlem. Je homogenni, protoze je generovdn homo-
gennimi polynomy. Je-li H C K[X]| homogenni idedl, tak jsou dvé moznosti.
Bud H C (Xy,...,X,), nebo existuje f € H s nenulovym absolutnim
¢lenem. V takovém piipadé mame Fy # 0, kde f = Fy+- - -+ Fp je homogenni
dekompozice. Pak ovéem Fy € H a H = K[X]. Zjevné [(Xo,...,Xn)]
K|X]\ K*, zbytek tedy plyne z lemmatu 4.8.

Ol

Dusledek 5.7. A{ A C K| X |\ K* je prvoédst. Pak existuje j € {0,...,n},
zeZ X7 ¢ A pro vsechna r > 0.
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Duikaz. Postupujme sporem. Je-li 1 = X]Q € A, je A= K|X]. Pro vSechna
Xj tedy X7 € A pro néjaké r > 1. Odtud vyplyvd, ze Xo,..., X, € A a
A=K|X]|\ K* nebot o A pfedpokldddme, Ze je to prvocast. O

Definice 5.1 (Maximdln{ prvoc¢ast). Prvocast A nazveme mazimdlni, je-li
A C K| X]\ K* a soucasné neexistuje prvocast B, ze A C B C K| X |\ K*.

Lemma 5.8. Af A C K|X| je prvocdst takovd, Ze X; ¢ A, kde j €
{0,...,n}. Idedl v;(A) je v K[z] mazimdlnt, prdvé kdyz A je mazimdlni
prvocdast.

Dukaz. Toto je primy dusledek lemmatu 4.12 O

Zvolmenyni & = (ap : -+ : ) € P"(K). Vime, ze muzeme piedpoklddat,
ze ag,...,an € K a o # 0 pro néjaké j € {0,...,n}. Polozme M|a] =
{F € K|X|;F(a) = 0}. Z lemmat 4.5 a 4.7 plyne, ze M |a] je prvoideal.
Typickymi prvky M|a| jsou o, Xs — a5 X,. Idedl, ktery tyto prvky generuj,
je homogenni a je roven idedlu, ktery je pro ta j, Ze o; # 0 generovan vSemi
polynomy ;X — asX;j, nebot aj(a,Xs — asX,) = ar(o;Xs — asX;j) —
as(0 X, — o, X;). Ukdzeme, ze polynomy o Xy — o X; idedl (M|a|) gene-
ruji. Muzeme pfedpokladdat, ze j = a a; = 1. Kazdy prvek F' € K|X]
Ize vyjadiit jako XA5vi(f), kde k > 0 a f € K[z] (lemma 4.10). f =
g((r1 — a1),...,(xy — ap)). At je d = deg(f) = deg(g) a at X je abso-
lutni ¢len polynomu g € K[z]. Pak XEvg(f)(1,a1,...,an) = 1F19) = \.
Vidime, ze F' padne do M|a] pravé kdyz A = 0. To lze vyjadrit téz jako
FeM|a| < VO(F) € M(a), nebot vo(XE1g(f)) = f. Soucasné vidime,
ze pro A = 0 lezi Xk (f) v idedlu generovaném polynomy v (s — o) =
X — asXo. Protoze M(a) je v K[z] idedl maximélni, tak jsme vzhledem k
lemmatu 5.8 dokézali nasledujici tvrzeni:

Lemma 5.9. Pro kazdé a € P*"(K) je M|&] mazimdlni prvoédst. Jsou-
li agy... 0 € K takové, Ze & = (ag : -+ : an), je (M|a]) generovan
polynomy o, Xy — asX,, kde r;s € {0,...,n}.

Dukaz. O

Podle definice je M |a| = I(a). Proto pro kazdou projektivn{ algebraic-
kou mnozinu S plati I(S) € N(M|a);a € S). Je-li S = V(4), kde A je
i-¢ast, tak VA C IV(A) C N(M|a];a € V(A)). Podobné vztahy plati i v
afinnim pifpadé, kde vime, ze pro K = K dostdvame rovnosti, coz je vlastné
obsahem Hilbertovy véty o nulach. Nésledujici tvrzeni lze poklddat za jeji

projektivni verzi.
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Tvrzeni 5.10. Af A je vlastni i-¢dst obsazend v K|X|. Af K = K. Pak
bud’

(i) VA=K|X]|\ K* a V(A) =0, nebo
(i) TV(A) = VA= N(M|a|;a € V(A)) a V(A) # 0.

Diikaz. Prvy piipad jisté nastane, pokud pro kazdé j € {0,...,n} exis-
tuje r > 1 ze X7 € A. At tedy existuje j € {0,...,n}, ze X] ¢ A pro
kazdé r > 0. Podle lemmatu 5.5 je v/A rovna pruniku vsech prvocésti
B D A. Stadi tedy dokazat, ze B je mozné vyjadiit jako prunik prvocasti
M|al. (Z A C B C M|a| plyne, ze a € V(A)). Piipad B = K|X]| \
K* lze pominout, takze lze pfedpokladat, ze X; ¢ B. Pak je v;(B) =
NM(B); 8 € S), kde S = V(v;(B)), podle Hilbertovy véty o nuldch. Tudiz
B = vy (vi(B) = Nv; (M(B): 8 € S) = N(M[B];0;(8) € S}. Zde
0By, Bi—1,Bj41, -+ Bn) = (Brr i Bjmr 1 1 Bipa v oot B). [

Tvrzeni 5.11. A{ A je vlastni i—cdst obsaZend v K| X |. Pak bud
(i) VA=K|X|\ K* a V(A) =0, nebo
(ii) TV(A) = VA a V(A) # 0.

Diikaz. Piipad, kdy {Xo,..., X,} € VA mizeme fesit stejné jako v diikazu
tvrzeni 5.10. Proto lze predpoklddat, ze X; ¢ v/A pro ngjaké j € {0,...,n}.
Postupujme podobné jako v ditkazu 1.18 a uvazujme vedle dvojice (I,V) i
dvojici (I, V). Nejmensi i-¢dst K| X |, ktera obsahuje A ,se skldd4 z polynomt
Sk FiGi, kde Fy € A,G; € K[ X| a deg(Fy) + deg(Gy) = - - - = deg(Fy,) +
deg(Gg). Tato mnozina, ozna¢me ji B, totiz zjevné vyhovuje podminkdm
lemmatu 4.5. Sou¢asné snadno nahlédneme, ze B = |(A)K[X] N K[X]| =
[(A)] = A. Je A(A) = V(A) = V(B) # 0 dle T5.10, nebot X7 ¢ B pro
vsechna r > 0. Podle T5.10 je IV(A) = IV(B) N K| X | = VBN K| X, a to
je rovno VA. O

Definice 5.2 (Projektivni variety). Projektivni algebraickou mnozinu S
nazveme ireducibilng, nebo téz projektivni varietou, jestlize neexistuji pro-
jektivni algebraické mnoziny S; a So takové, ze ) € S1 C S,0 C So C S a
S =5S1US,.

Predchozi ivahy nam dovoluji uhddnout, Ze projektivni variety a projek-
tivni algebraické mnoziny vykazuji chovani velmi podobné afinnimu pripadu.

Tvrzeni 5.12. (i) A¢ S; CP"i € I. Pak (;c;1(S;) = I(UierSs);
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(i) At M; C K|X],i€1. Pak (N;e; V(M;) = V(Ui M;);

(iii) 1(S) je i~cdst pro kazdé S C P a V(M) = V([(M)]) pro kazdé M C
K1X];

(iv) At Si,..., Sk jsou podmnoZiny P". PakT(S1U---USy) D I(S1)---1(Sk);
(v) At Ay,..., Ay, jsou i—édsti v K| X|. Pak V(Ay---Ay) =V(A)U---U

(vi) Vsechny projektivni algebraické mnoziny tvori topologii uzavienych mnozin
(Zariského topologii) a VI je v této topologii uzdvérovym operdtorem;
(Rikd se mu projektioni uzdver)

(vii) Neexistuje nekonecnd posloupnost S1,Sa, ... projektivnich algebraickijh
mmnozin, Ze S1 2 S2 2 -+

(viii) KaZdou neprazdnou projektivni algebraickou mnoZinu lze vyjddrit jako
koneéné sjednocent ireducibilnich;

(iz) Projektivni algebraickd mnoZina S je ireducibilnd, prdvé kdyz 1(S) je
prvocdst v K| X |;

(x) Kazda projektivnd algebraickd mnozina S ma jediné vyjadrent ve tvaru
S1U---USy, kde S; jsou ireducibilni a Zddné S;,1 < j < k nelze
vynechat.

Diikaz. Body (i) a (ii) vyplynou piimo z definice operatorti I a V. Prvni ¢4st
(iii) je obsazena v lemmatu 4.13. Druhd ¢ést plyne z lemmatu 5.1. Bod (iv)
je jednoduchy dusledek bodu (i), nebot i-¢ast 1(Sy)---I(Sy) je obsazena v
i-¢asti 1(S1)N---NI(Sk). Bod (v) je zalezen na tom, Ze Ay, ..., Ay je tvoieno
vhodnymi soué¢ty polynomu Fi,..., Fy, kde F; € A;,1 < i < k. Bod (vi) je
pfimym dusledkem bodu (v). Bod (vii) je dusledek noetherovskosti K[X].
Bod (viii) vyplyvéa z bodu (vii). Bod (ix) odpovida tvrzeni 1.15 a bod (x)
tvrzeni 1.16. Musime si ovSem pomoci lemmatu 4.7 nejprve vyjasnit, ze i
prvocasti A lze charakterizovat podminkou BC C A =— B C AV (C C A,
kde B,C' jsou i—¢asti. Pritom platnost implikace staci ovérit pro piipady,

kdy BD AaCDA. 0
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Kapitola 6

Souvislosti afinnich a
projektivnich variet

Pozndmky a pripomenuti: Af n > 2. Pfipomenme definici ¢; : A" —
P (g, -y Qie1, Qg 1y oo yiy)) = (g @ o0 0y o 10 aypr 2 o-oe e
ay). Obraz 1; oznaéme U;. Vidime, ze (ag : -+ : an) € U;, pravé kdyz
a; # 0. Podobné jako v afinnim piipadé plati, jak snadno nahlédneme, i
v piipadé projektivnim, ze mnoziny Dr = {& € P"; F(«a) # 0} tvoii bazi
otevienych mnozin v Zariského topologii. Kazda jina oteviend mnozina je
jejich koneénym sjednocenim.

Nasim cilem nyni bude ukézat, ze afinni a projektivni Zariského topologie
se prostrednictvim mnozin U; vzajemné jednoznacné urcuji. Plati U; = D,,,
takze U; je mnozina oteviend. Heuristickou pomiickou nam bude diagram:

K| X |~ K]

|

P" A"

7 néj obracenim Sipek lze ziskat diagramy, kde ma smysl uvazovat komutaci:

K| X|~—— K[z] K| X| -2~ Klz]
Vi k)
POU AT P AT

Lemma 6.1. Pro kazdy idedl I C K|z] plati U; NV (v; (1)) = ;(V(I)).
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Dukaz At i = af

0a = o(B) € Uy, kde B € A" Z L4.10 vime, ze
Yo ( ) = { X5 (f);

(f )

). T

a

> 0,f € I}. Pak a € UyN V(' (I) <= Vf €

:0 <~ Vfelj f(f)=0 < pBeV(I)
e dukaz u konce, nebot @ = ¥(f). O

IVs > 0 je X§vg
Yo(B) € tho(V(I)

Lemma 6.2. Pro kazdou i—cdst C C K|X| je 1, (V(C)) = V(4(C)).

s
@)
im j

Diikaz. At ¢o(8) = a, kde 8 € A". Pak 8 = ;' ().

Méme 8 € ¢, (V(C)) <= a € V(C) < VF e Cje F(a) =
VF € Cjeng(F)(B) =0 < Vfew(C)jef(B) =0 < B¢ V(VO(C))

Ptipomenme, ze podmnozina A" je algebraickd, pravé kdyz je uzaviena
(v Zariského topologii). Podobné jsou pohmy algebraicky a uzavieny syno-
nymy v P". Pro i € {0,...,n} je P" = U; UV(Xj;).

Lemma 6.3. At i € {0,...,n}. Pro S C A" plati S je uzaviend <=
»;(S) UV(X;) je uzaviend.

Diikaz. At S je uzaviend, tedy at S = V(I), kde I C K[x] je idedl. Podle
lemmatu 6.1 je ¥;(S) = U;NV(y; 1(I)). Tudiz ¢;(S)UV(X;) = (T;UV(X;))N
(V(X:) UV (D) = B0 (V(X:) U V(YD) = V(X,) UV (D)) e
sjednoceni dvou uzavienych mnozin, a tedy je to mnozina uzavrené Af
naopak je 1;(S) U V(X;) uzaviena mnozina. Jiste ¢; ' (1;(S) U V(X;)) =

o (@i(9) U H(V(Xy) = SUD = S. Vime, ze () U V(X ) V(C)
pro néjakou i-¢ast C. Podle L6.2 je S = 1; 1(V(C)) = V(14(C)), takze S je

uzaviena. O

Dusledek 6.4. Af i € {0,...,n}. MnoZina D C A" je otevrend v afinni
Zariského topologii, pravé kdyz 1;(D) je oteviend v projektivni Zariského
topologiz.

Diikaz. Polozme S = A™\ D. Pak P" = U; UV(X;) a P"\ ¢;(D) = ¢;(S) U
V(X;). Jde tedy o pifmy disledek lemmatu 6.3 O

Ztotoznime-li U; s A", vidime, ze afinni Zariského topologie je indu-
kovana projektivni Zariského topologii.

Opacnym smérem poukazuje nasledujici fakt:

Tvrzeni 6.5. Af S C P". Pak S je oteviend v P, prdvé kdyz @b;l(S) je
otevirend v A™ pro kazdé i € {0,...,n}. Podobné S je uzaviend, prdvé kdyz
;7 1(S) je uzaviend pro kazdé i € {0,...,n}.
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Diikaz. Pro S C P je ¢;(1; 1(S)) = SNU;. Mnozina U; je oteviend. Je-li S
oteviend, ze oteviena i S NU;, a tedy i @D;l(S), podle disledku 6.4. Plati-li
otevienost 1/1;1(5) pro kazdé i € {0,...,n}, je podle D6.4 oteviend kazda
SNU;. Z toho plyne i otevienost S = SNP"™ = SN(UpU- - -UU,) = (SNUy)U
-+ U (SNU,). Déle plati, ze S C P" je uzaviend <= P"\ S je oteviend
= ¢ 1(P"\S) = A"\y; 1(S) je oteviend pro Vi € {0,...,n} <= ¥; (S)
je uzaviena pro Vi € {0,...,n}. O

Tvrzeni 6.6. At i € {0,...,n}. Zobrazeni V s VI(1;(V)) a V = ;7 (V)
vytvareji bijekci mezi afinnimi varietami V- C A" a témi projektivnimi vari-
etami V' C P", které nelezi ve V(X;). V této bijekci je obrazem V = V(I),
I prvoidedl, varieta V(ui_l(f)) a obrazem V = V(C), kde C je prvocdst,
varieta V(v;(C)).

Diikaz. At V = V(C). Podle lemmatu 6.2 je 1; (V) = V(1;(C)) varieta,
nebot v;(C) je podle L4.12 prvoideél, pokud predpokladdme X; ¢ C. Ovsem
X; € C vede na V =V(C) C V(X;), a tyto variety jsme ze svych tvah vy-
lougili. Je-li V' = V(I), kde I je prvoideal, tak v; *(I) je prvocést a V(v; *(I))
je projektivni varieta. Podle lemmatu 6.1 je ¢;(V) = U;nV(v; ' (I)). Chceme
ukazat, ze V(v L(I)) je nejmensi projektivni algebraickd mnozina, kterd ob-
sahuje 1; (V). Mame ¢;(V)UV(X;) = V(v; 1(1))UV(X;), nebot V(v 1(I)) =
(Vv 1 (I)NU) U (V(y; 1 (1) NV(X;)). Podle lemmatu 6.3 je 1;(V)UV(X;)
algebraicka projektivni varieta. Je-li VI(;(V)) = V4 U --- UV} ireduci-
biln{ rozklad, tak V; C V(X;) neplat{ pro zddné j € {1,...,n} (Jinak by
V; bylo mozZno ze seznamu vynechat). Tim padem VI(¢;(V)) U V(X;) =
i (V)UV(X;) mé ireducibiln{ rozklad V4 U- - - UV, UV(X;). Soucasné je tato
mnozina rovna sjednoceni variet V(v; (1)) U V(X;). Z jednoznaénosti ire-
ducibilntho rozkladu pak plyne, ze V(v *(I)) = Vi = VI(¢;(V)). Zbyva
oveiit, ze jde o vzdjemné inverzni zobrazeni. To je vsak snadné, nebot

vi(v; M) =T av; Y (1(C)) = C, dle L4.12. O
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Kapitola 7

Eliptické funkcéni téleso

At F/K je algebraické funkeni téleso, pricemz K se shoduje s télesem kon-
stant (tedy K = K). At P =Pp/i a at g je rod F/K.

Lemma 7.1. Pron > 1,z € F a P € P plati, v € L(nP), pravé kdyz
existuje i € {0, ...,n} takové, Ze (x)— = iP. Pritomx € L(nP)\L((n—1)P),
pravé kdyz (x)— = nP. V takovém pripadé je [F : K(z)] = ndeg(P).

Dikaz. At (x)+ =Y agQ a (z)- = Y boQ. Je tedy (z) = > (ag — bg)Q,
kde 0 € {ag,bg} pro kazdé Q € P. Podminka = € L(nP) znamend, ze
bg =0pro Q # P aap—>bp > —n, odkud n > bp > 0. Zbytek je jasny (pro
zdvérecnou rovnost je tieba ovérit podminky D4.8). O

Lemma 7.2. At (n—1)deg(P) > 2g—1, kde P € P an je celé. Pak existuge
x € F takové, Ze () = nP.

Diikaz. Podle lemmatu 7.1 potiebujeme ukézat, ze dim L(nP) > dim L((n—
1)P). K tomu staci ovérit, ze £(jP) = jdeg(P) + 1 — g kdykolik j deg(P) >
2g — 1. To je vsak disledek tvrzeni 6.5. O

Diusledek 7.3. Af g =0 a af existuje P € P stupné 1. Pak existuje x € F,
ze F = K(x).

Dikaz. Mame (0—1)-1 = —1 = 2g—1, takze podle lemmatu 7.2 je () = P
pro néjaké z € F. Podle lemmatu 7.1 je [F : K(z)] = 1, a tedy F =
K(x). O

Lemma 7.4. Af g =1 a af P € P je stupné 1. Potom L(P) = L£(0)
U(kP) =k pro kazdé k > 1.

s
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Diikaz. Vime, ze L(0) = k, takze £(0) = 1. Pro k > 1 mame deg(kP) > 1
2g — 1, a proto podle tvrzeni 6.5 je ¢(kP) = deg(kP) = k.

ol

Vsimnéte si, ze v situaci lemmatu 7.4 je L((k+ 1)P) \ L(k(P)) # 0 pro
kazdé k > 1, avSak pro k = 0 uvedeny vztah neplati.

Lemma 7.5. Af n a m jsou dvé nesoudélnd cisla, pricemz jedno z nich je
prvoéislo. Plati-li [F: K(x)] =n a [F: (K(y)] =m, je F = K(z,y).

Diikaz. Je-li n = 1 nebo m = 1, je vztah trividlni. Af jen > 1, m > 1 a
at je n prvoéislo. Ze vztahu n = [F : K(x,y)] - [K(z,y) : K(z)] plyne, Ze je
bud [F : K(z,y)] =1, nebo [K(z,y) : K(z)] = 1. Prvéa rovnost znamena, ze
F = K(z,y). At plat{ ta druhd. Pak je y € K(x), tedy K(y) C K(z), takze
n=I[F:K(z)] deli [F:K(y)]=[F:K()] [K(x): K(y)] =m. To je vsak
nasimi predpoklady vylouceno. O

Tvrzeni 7.6. At g =1 a af P € P je stupné 1. Pak existuji x,y € F takové,
ze F' = K(x,y),z € L2P)\ L(P),y € L(3P)\ L(2P),[F : K(x)] = 2,[F :
K(y)] =3 a pro vhodnd a; € K, kde i € {1,2,3,4,6} plati

y2 + a1y + azy = z3 + a2x2 + a4 + ag
Diikaz. Podle lemmatu 7.4 muzeme zvolit x € L(2P) \ L(P) ay € L(3P) \
L(2P). Mame v,(z) = —2,v,(y) = —3,v,(2?) = —4,v,(zy) = =5 a vp(2?) =
vp(y?) = —6. Polozme Z = {1, x,y, 22, zy, 2%, y?}. Pro kazdy divisor Q = P
je vg(z) > 0 kdykolik z € Z, nebot (z)- = 2P a (y)— = 3P (viz lemma 7.1).

To znamend, zfe Z C L(6P). OvSem ¢(6P) = 6 podle lemmatu 7.4. Existuji
tedy w1, us,uz € K a vy,v2,v3,v4 € K, Ze

u1y2 + ugxy + usy = ’U1$3 + v2x2 + uzx + v4

pricemz ne vsechny prvky mnoziny {u;;1 < i < 3} U{v;;1 < i < 4} jsou
nulové. Mnoziny Z \ {23} a Z \ y?} poskytuji bazi vektorového prostoru

L(6P), a proto musi byt u; # 0 a v; # 0. Mame
4,2\ 2 2 2 2. 2 2 2
(urvi)y” + ui{’vluzzxy + ui{’vluw = u?v%m‘g + ui{’vlvzm + U?Ulvgi‘ + u?vlvz;

Substituce y = uf%flyl axr= uflvflml pak vedou na pozadovany tvar.
Zbytek plyne z lemmat 7.1 a 7.5. O

Pozndmka: Rovnici v tvrzeni 7.6 se tikd Weierstraffova

Na§im cilem nyni bude vysloveni tvrzeni, které jsou v jistém smyslu
opacnd vuci dusledku 7.3 a tvrzeni 7.6.
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Tvrzeni 7.7. A{ F = K(x). Pak g = 0, K[x] je valuaéni obor, = je jeho
uniformizugici prvek a deg(zK[x]) = 1.

Dikaz. Z1 = [F : K(x)] plyne, ze deg(z)=1. Ozna¢me P to jediné misto, pro
které je (r)_ = P. Pak (z¥)_ = kP pro kazdé k > 1, takze {1,x,...,2F} C
L(kP) dle lemmatu 7.1, piicemz 2% € L(kP)\ L((k —1)P). Odtud ¢(kP) >
k+1.Jelli k41 > 2g — 1, tak podle tvrzeni 6.5 mame k + 1 < ¢(kP) =
deg(kP)—g+1=k—g+1, takze ¢ <0, a tedy g = 0. Z (x)_- = P plyne
vp(z71) =1, a odtud O, = K[z~ !]. Madme K(z) = K(z71), takze i K[z] je
valua¢ni obor piislusny mistu stupné 1, a to je rovno zK|[z]. ]

Tvrzeni 7.8. AL F = K(x,y), pricemz x ay spliuji Weierstrafovu rovnici
pro vodnd a; € K,i € {1,2,3,4,6}. Pak g € {0,1},2 = [F : K(x)],3 =[F:
K(y)] a ezistuje jediné misto P stupné 1 takové, ze (z)_ = 2P, (y)— = 3P.
Je-li g = 0, tak existuje t € F, Ze F' = K(t),(t)- = P a pro vhodnd
fo, fy € K[t] je x = fo(t) ay= fy(t), pricemZ deg(fz) = 2 a deg(f,) = 3.

Diikaz. Polozme
l=9y* 4+ a1zy + asy ar = x> + asx® + asx + ag

Piedpokladejme, ze [ = r. Nejprve vylou¢ime, Ze by mohlo nastat F' = K (x)
nebo F' = K(y). Je-li F' = K(z), zvolime P € P, ze (x)_ = P. Pak v,(r) =
—3. Z vp(y) > 0 mame v,(l) > —1. Z v,(y) < —1 plyne 2v,(y) = —3. Je-li
F = K(y), zvolime P € P, ze (y)- = P. Pak v,(I) = —2 nebo v,(l) =
—1+vp(x) < —3. Aby vp(r) bylo zaporné, musi byt v,(z) < 0. Pak v,(r) =
3vp(x), takze vp(l) = vp(r) opét platit nemize. Z F = K(z)[y] = K(y)[z]
nyni uvidime, ze musi byt 2 = [F : K(x)] a 3 = [F : K(y)]. Srovnanim
vo(l) a vo(r) lze snadno ukazat, ze nemuze platit vg(z) < 0 a vg(y) > 0,
ani vg(z) > 0 a vg(y) < 0, pro zadné Q € P. Je-li vg(z) < vg(y) < 0,
je vo(r) = 3vg(x) < 2vg(x) < vg(x) +vo(y) < 2vg(y), pricemz vg(l) €
{vg(x) + vo(y),2vg(y)}. Cili ani tento piipad nemiize nastat. Vidime, Ze
pro vg(x) < 0 je vo(r) = 3vg(x) a vg(l) = 2vg(y). Z r = [ tedy plyne
3(z)- = 2(y)—. Pritom deg(z)_ = 2. Je-li (z)- = )" agQ, tak z podminky
3(z)— = 2(y)— plyne, ze kazdé ag musi byt sudé. Tudiz (x)_ = 2P pro pravé
jedno P € P deg(P) = 1. Pak nutné (y)- = 3P. Kazdé k > 2 lze vyjadiit
jako 2i + 33, kde i > 0 a j > 0. Pak je (2'y/) = kP, takze dim L(kP) > k
pro kazdé k > 2. Je-li k > 29 — 1, je k < dimL(kP) = k+ 1 — g, odkud
g < 1. Je-li g = 0, musi byt ¢(P) = 2, takze (t)—- = P. Zbytek vyplyva z
toho, 7ze 1,t,t? tvorf bazi L(2P) a 1,t,t%,t3 tvoii bazi L(3P). O

T
T
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