Kapitola 3. Ciselné iady

3.1. Uvodni definice

Definice 3.1:
Bud (a,,)22; posloupnost redlnych resp. komplexnich éisel. Pro kazdé n € N
definujeme n-ty ¢astecny soucet s,, Fady .., a, takto:

n
Sp=a1+ ... +a, = E ag.
k=1

Definice 3.2:
Rekneme, ze fada Y -, a,, konverguje k souctu s, jestlize existuje s € R tak, ze
Sp — s. Piseme Y7 a, =s.
. . v v ~ (oo} . .
Je-li lim s,, = oo, Fekneme, ze fada )~ a, diverguje do oc;

n—oo

je-li lim s, = —oo, Fekneme, Ze fada Y . | a, diverguje do —oo.
n—oo

Pokud lim s, neexistuje, fekneme, ze fada >~ a, osciluje.

n—oo

Véta 3.1: (Nutnd podminka konvergence fady)(L)
Je-li >°°° | a,, konvergentni, pak lim a, = 0.
n—oo

Véta 3.2: (Aritmetika)(BD)
Necht Y>> an =a,y ooy by =b,a,b,a,3 € R. Pak > 7 (aa, + (by,) konver-
guje a plati > °  (aa, + Bb,) = aa + Bb.

Véta 3.3: (Bolzano-Cauchyova véta pro fady)(L)
Rada >0 | an je konvergentni pravé tehdy, kdyz

n+p
Ve € (0,00) HnoeNVnZnOVpeN:\Zak\<e.
k=n

3.2. Rady s nezapornymi ¢&leny

Poznamka
Jsou-li a,, nezédpornd, je (s,) neklesajici a limita posloupnosti (s,) vzdy existuje.
Tato limita je vlastni (a fada .~ ; a,, konverguje) pravé tehdy, je-li (s, ) omezen.

Véta 3.4: (Srovnavaci kritérium)(L)

Necht dng Vn > ng : 0 < a,, < b,,. Pak plati:

(i) jestlize > | b, konverguje, pak i Y-, a, konverguje;
(ii) jestlize > 7, a, diverguje, pak i Y ., b, diverguje.

Véta 3.5: (Limitni srovndvaci kritérium)(L)

Predpokladejme, ze a,, > 0,b, > 0 pro vSechna dostatecné velka n.

1. Necht nlirgo 5> = c € (0,00). Pak >0, an konverguje pravé tehdy, kdyz
konverguje > 7 | by,.

2. Necht lim = =0, necht Y 7, b, konverguje . Pak > ° | a,, konverguje.

n—oo "N
1




3. Necht nlgr;o 3= = 00, necht 37 | a, konverguje . Pak 3° | b, konverguje.
Véta 3.6: (Cauchyovo odmocninové kritérium)(L)

Bud (a,) posloupnost nezapornych ¢isel.

(i) Necht 3¢ € (0,1) 3ng € N Vn > ng : {/a, < q. Pakfada ) - | a, konverguje.
(ii) Necht pro nekone¢né mnoho n je /a, > 1. Pak fada > - | a, diverguje.

n=1

Véta 3.7: (Limitni Cauchyovo odmocninové kritérium)(L)

Bud (a,) posloupnost nezapornych ¢isel.

(i) Necht lim {/a, < 1. Pak fada . - | a, konverguje.
n—oo

n=1

(ii) Necht lim,, .o, /a, > 1. Pak fada > -, a, diverguje.

n=1
Véta 3.8: (D’Alembertovo podilové kritérium)(BD)
Bud (a,) posloupnost kladnych &isel.
(i) Necht 3¢ € (0,1) 3ng € NVn > ng : “2 < . Pak fada ) 77 | a,, konverguje.
(ii) Necht Ing € N Vn > ng : “2=L > 1. Pak fada Y -, a, diverguje.

An n=1

Véta 3.9: (Limitni d’Alembertovo podilové kritérium)(BD)
Bud (a,,) posloupnost kladnych éisel.
(i) Necht lim “2 < 1. Pak fada )7 a, konverguje.

(ii) Necht Jim “tl > 1. Pak fada )_,7 ) a, diverguje.

Véta 3.10: (Konvergence fady Y --)(BD)

Bud p € R. Rada )" ; -1 konverguje pravé tehdy, je-li p > 1.
Véta 3.11: (Kondenzacni kritérium) (BD)

Bud (a,) monotonni posloupnost nezédpornych ¢isel. Pak fada )

guje pravé tehdy, kdyz konverguje fada Y- | 2"agn.

o0

ne1 Gn konver-

3.3. Rady se ¢leny, které méni znaménka

Definice 3.3.:

Rekneme, ze fada Y -, a,, konverguje absolutné, jestlize Y -

»—1 |an| konverguje.

Véta 3.12:(Konvergence a absolutni konvergence)(L)
Jestlize fada Y~ | a,, konverguje absolutné, pak >~ a, konverguje.

Véta 3.13: (Leibnizovo kritérium)(T)
Bud (a,) monotonni posloupnost nezapornych éisel. Pak fada > -, (—1)"a,
konverguje pravé tehdy, kdyz a,, — 0.

Véta 3.14: (Abelovo-Dirichletovo kritérium) (BD)

Bud (b,,) monotonni posloupnost nezapornych ¢isel, (a,) posloupnost redlnych
nebo komplexnich cisel. Jestlize navic

(A) fada Y | a, konverguje a posloupnost (b,) je omezend

nebo

(D) posloupnost (a,) mé omezené ¢astecné soucty (s,) a b, — 0,

pak je fada Y | a,b, konvergentni.

Definice 3.4.: (Pferovnani rady)

Bud ¢ prosté zobrazeni mnoziny N na N (bijekce). Pak ¢ nazveme pferovnanim
a fadu ) -, b, nazveme pierovnanou fadou Y -, a,, jestlize pro viechna n € N
plati b, = Qg (n)-



Véta 3.15: (Pferovnani absolutné konvergentni fady)(BD)

Je-li >°°7 | a,, absolutné konvergentni a >, a, = s, pak kazdd prerovnana
fada je rovnéz absolutné konvergentni a konverguje ke stejnému souctu s.

Véta 3.16: (Riemannova o pferovnani neabsolutné konvergentni fady)(BD)

Piedpoklddejme, Ze > | a,, je konvergentni a neni absolutné konvergentni, bud
s € R*. Pak existuje pferovnani ¢ tak, ze fada 220:1 ag(n) konverguje k souctu s.

Definice 3.5.:
7 v ~ oo oo ¥ oo
Cauchyovym soucinem fad )~ ja, a >~ b, nazveme fadu ) >~ ¢, kde

n
Cp = E ajbp_j.
Jj=0

Véta 3.17: (O Cauchyové soucinu)(BD)

Predpoklddejme, ze >~ s a, a Y o by, jsou absolutné konvergentni a

oo o = a, Y oo bn = b. Pak Cauchyiiv souéin > 7 ¢, je absolutné konver-
gentni a plati > 2 ¢, = a.b



