7. Primitivni funkce
7.1. Uvodni definice

Definice 7.1:
Rekneme, Ze F je primitivni funkci k f na intervalu (a,b), jestlize pro kazdé
x € (a,b) existuje F'(x) = f(z).

Z kapitoly 5 vyplyva nasledujici tabulka

f(x) F(x) interval
", ne N “;:11 r€R
a+1

%0 € R\{-1} %437 x € (0,00)
x! In |z| x € (0,00) nebo z € (—o0,0)
e’ e’ rTE€R
sinz —cosx X ER
cos T sin x r€R
cos12m tgx re(kr -3 kn+3) ke Z
- cotgr xz € (krn,(k+ n), ke Z
\/11_7 arcsinz  z € (—1,1)

= arccosx  z € (—1,1)
14-1952 arctgr rER
ﬁ;z arccotgr x € R

Véta 7.1 : BD (Postacujici podminka existence primitivni funkce)
Je-li f spojita na intervalu (a,b), pak existuje alespoil jedna funkce F, ktera je
primitivni funkei k f na (a,b).

Véta 7.2 : T (Nutnd podminka existence primitivni funkce)

Jestlize existuje alespoii jedna funkce F, kterd je primitivni funkei k f na (a, b),
pak f ma na (a,b) Darbouxovu vlastnost.

Pfipomenime, Zze f md na (a,b) Darbouxovu vlastnost, jestlize pro kazdé dva
body z,y € (a,b),z < y a kazdé d lezici mezi f(z) a f(y) existuje alespoii jedno
¢ € (z,y) takové, ze f(c) = d.

Véta 7.3 : L (Jednoznaénost primitivni funkce)

Jsou-li F,G dvé primitivni funkce k f na (a,b), pak existuje C € R tak, Ze
F(z) — G(x) = C pro vsechna x € (a,b).

Je-li F primitivni funkci k f na (a,b) a C' € R, pak je funkce G = F + C rovnéz
primitivni funkei k f na (a,b).

Oznaceni:

Bud F primitivn{ funkei k f na (a,b). Mnozinu vSech primitivnich funkei k f na
(a,b) budeme znadit takto [ f(z)dz = F(z) + C,z € (a,b),C € R.

7.2. Metody vypoctu primitivni funkce

Véta 7.4 : L (Linearita primitivni funkce)
Bud F primitivni funkci k f na (a,b), G primitivni funkci k ¢ na (a,b),c,d € R.
Pak H = c¢F + dG je primitivni funkci k ¢f + dg na (a,b) nebo

/(cf(:lc) + dg(x))dx = c/ f(z)dx + d/g(ac)dm.
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Véta 7.5 : L (Integrace per partes)

Bud F primitivni funkci k f na I = (a,b), G primitivni funkci k g na (a,b) a H
primitivni funkci k F.g na (a,b). Pak existuje i primitivni funkce k f.G na (a,b) a
plati

/f(x)G(x)dm = F(z)G(z) — /F(:U)g(x)dx, xel

neboli

/F'(x)G(x)dx = F(2)G(z) — /F(:ﬂ)G’(x)d%x el

Véta 7.6 : (Substituce)

Bud ¢ : (o,8) — (a,b), kterd ma na intervalu («, 3) vlastni derivaci, bud f
definované na (a, b).

1. Jestlize existuje primitivni funkce F' k f na (a,b), pak existuje i primitivni
funkce H k h(t) = f(¢(t))¢'(t) na (a, 5) a plati H(t) = F(é(¢)) na (a, ). Jinak

zapsano
/ F6@)6 (B)dt = F(6(1)). £ € (o, B).

2. Necht ¢ navic zobrazi («, 8) na (a,b) a ¢'(t) #0V t € a, 3. Jestlize existuje
primitivni funkce H k h(t) = f(¢(t)).¢'(t) na (o, 3), pak existuje i primitivn{ funkce
F k f na (a,b) aplati F(z) = H(¢~*(z)) na (a,b). Jinak zapséno

/f(x)dm = H(¢ *(z),z € (a,b).

7.3 Integrace racionalnich funkci

V tomto odstavci uvedeme t¥idu funkei, jejichz primitivni funkce jsou elemen-
tarni, tj. jsou kombinaci resp slozenim kone¢ného poctu funkci racionalnich, alge-
braickych, exponencialni funkce, logaritmu, sinu a kosinu a funkci k nim inverznich.
Z véty 7.1. plyne, ze ke kazdé spojité funkci na intervalu existuje funkce primitivni,
to vSak neznamend, ze tato primitivni funkce je elementarni.

Definice 7.3
Budn € N,a; € Cproi =0, ...,n. Rekneme, 7e funkce P : R — R je (komplexni)
polynom jedné redlné proménné stupné nejvyse n, jestlize

P(z) = Zaixi,x € R.
i=0

Je-li a,, # 0, fekneme, Ze P je polynom stupné n.
Budn € N,a;; € C pro i,j = 0,...,n. Rekneme, ze P : Ry — R je (komplexni)
polynom (dvou proménnych), jestlize

P(J?,y) = Z aijxiyj7 Vﬂ?ay € R.

i,7=0,...,n

Rekneme, Ze r : R — R je racionalni funkce jedné realné proménné, jestlize
existuji polynomy P, @ : R — R tak, Ze ) neni identicky rovny nule a plati




pro vSechna x € R, pro kterd Q(z) # 0.

Obdobné fekneme, %e r : R? — R je racionalni funkce (dvou proménnych),
jestlize existuji polynomy P, Q : R?> — R tak, Ze (Q neni identicky rovny nule a plati
P(z,y)

Q(z,y)’

pro viechna [z,y] € R?, pro kterd Q(x,y) # 0.

T(x,y) =

Dusledkem zakladni véty algebry je nasledujici tvrzeni o rozkladu polynomu:

Tvrzeni(O rozkladu polynomu na kofenové ¢initele)

Bud Q : R — R,Q(z) = Y__, axz”® polynom stupné n € N s redlngmi koefi-
cienty , budte ay, ..., a; redlné navzajem riizné koteny polynomu @) s ndsobnostmi
my,...,mg, ozna¢me (1, ..., 31,01, ..., i komplexni (nikoliv redlné!)navzijem rtizné
kofeny polynomu @ s nasobnostmi ni,...,n; a kladnou imaginarni ¢asti. Pak plati

Qx) = ap(z—a1)™ (z—a)™..(x—a)™ (x—F1)" (x—F1)" . (x =)™ (x—F)™
Mz — o)™ (= o) (2 A+ prx + )™ (2 pir 4 )™

kde p, = —2ReSBk, ¢ = (ReBe)? + (ImfBy)? an =mq + ... + my + 2(ng + ... +ny).

Véta 7.7 (O rozkladu racionalni funkce na parcidlni zlomky)

Budte P,Q polynomy jedné proménné s redlnymi koeficienty, necht @ neni
identicky nulovy a ma rozklad (1). Pfedpokladejme, Ze stupeii P je mensi nez stu-
peni Q. Pak existuji ¢isla A", i =1,...,k, 7, =1,...,m; a B;j7C;j,j =1,..,l,s; =
1,...,n; tak, Ze plati

Pa) Al It A

Qx) (x—ay)™ (r—ay)™ 1 “z-m

Al A A
(x —ag)™  (z—ap)™—1 " Tz —ay
Blz + Ct Bz + CT*
(2 +pz+q) 22 +prtq
Blz+C} Bz 4 C["
(@ +px+q)™ T+t g

+ ...

+

pro vSechna realnd = # aq, ..., ag.

Integrace parcialnich zlomku
Jednotlivé typy parcialnich zlomku

integrand primitivni funkce
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Typy, které lze pievést na integraci racionalnich funkci

V nésledujici tabulce znadi r(x, y) raciondlni funkci dvou proménnych s vyjimkou
poslednich dvou radkt, kde r zavisi na jedné proménné.

typ integralu doporucena substituce
Jr(e, {/ g de y=0(z) = {/ e
[ r(z,Vax? + bz + c)dz,a > 0 Vaz? +br+c=+ax+y
Jr(z,Vaz? +bx + ¢)dz,c >0 Vax? +bx +c=+/c+yx
[ r(sinz, cosz)dx y=o¢(x) =tgs
Jr(sinz,cosz)dr,r sudd v sinech a kosinech y = ¢(z) = tgx
r(sinx,cosx)dx,r lichd v sinec = ¢(z) = cosx
Jr(sinz, )dz,r lichd v sinech y = o(x)
r(sinx,cosz)dx,r lichd v kosinec = ¢(x) =sinz
Jr(sinz, )dz,r  lichd v kosinech y=o(x) =si
[ r(e®)dx y=0o(x)=e"
r(lnz).2dx =¢(x) =lnz
Jr(nz).5d y=¢(x) =1

Pro nékteré pomérné jednoduché spojité funkce nelze primitivni funkci vyjadrit
pomoci kone¢ného poctu elementarnich funkci. V nékterych pfipadech lze k tako-
vému zjisténi uzit nasledujici vétu:

Véta(Liouvilleova)

Budte g, h racionélni funkce jedné proménné, g nekonstantni. Je-li

/eg(f)h(a:)dx

elementarni funkce na I, pak existuje racionalni funkce r tak, Ze

/eg(””)h(x)dw =eI@r(z)+Cx el



