Kapitola 2. Posloupnosti

2.1. Uvodni definice

Definice 2.1:

Posloupnosti (a,)5Z,,, rozumime piedpis, ktery kazdému n € N,n > ng piifadi
realné resp komplexni ¢islo a,. Toto a, nazveme n-tym clenem posloupnosti
(a‘n)%o:no'

Definice 2.2:

Posloupnost (a,,) je shora omezend, je-li {a,;n € N} shora omezen4.
Posloupnost (a,,) je zdola omezend, je-li {a,;n € N} zdola omezen4.
Posloupnost (a,,) je omezend, je-li shora omezend a zdola omezena.

Definice 2.3:

Posloupnost (a,,) je klesajici, jestlize Vn € N : a,, > any1.
Posloupnost (a,,) je rostouci, jestlize Vn € N : ap, < ap41.
Posloupnost (a,,) je nerostouci, jestlize Vn € N : ap, > ap41.
Posloupnost (a,,) je neklesajici, jestlize Vn € N : a,, < ap1.
Posloupnost (a,,) je monotonni, jestlize je nerostouci nebo neklesajici.
Posloupnost (a,,) je ryze monotonni, jestlize je rostouci nebo klesajici.

2.2. Konvergentni posloupnosti

Definice 2.4:
Rekneme, Ze posloupnost (a,) ma limitu @ € R (zna¢ime lim a, = a nebo

n—oo
an — a), jestlize

Ve € (0,00)3ng € NVn > ng : |a, —al <e.

Poznamka
Posloupnosti, které maji limitu a € R nazveme konvergentni posloupnosti nebo
posloupnosti s vlastni limitou.

Véta 2.1: (Jednoznacnost limity) (L)
Jestlize a,, — a a soucasné a,, — b, pak a = b.

Véta 2.2: (Konvergence a omezenost) (L)
Je-li posloupnost (a,) konvergentni, pak je omezena.

Dusledek:
Jestlize a,, — a > 0, pak existuje ng tak, ze pro vSechna n > ng je a,, > %

5
Véta 2.3: (Aritmetika limit) (T)

Jestlize a,, — a,b, — b,a,b € R, pak plati

(i) lim,—oo(an + b)) = a+ b,

(ii) limy,— oo (@p.by) = a.b.

(iii) Je-li navic b # 0, pak lim;, .o 3 = §.

Poznamky
Vétu 2.3 je mozné v nékolika smérech zobecnit. Casto budeme pouzivat tato
tvrzeni:
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a. Je-li (a,,) omezend, b, — 0, pak a,.b, — 0,
b. an — a = lax| — |al,

c. ap — 04 |a,| — |al.

Véta 2.4: (Limita a nerovnosti) (L)

Necht a,, — a,b, — b;a,b € R. Pak plati

1. Jestlize a < b, pak dngVn > ng : a, < by,.
2. Jestlize dngVn > ng : a, < by, pak a < b.

Véta 2.5: (Véta o dvou policajtech) (L)
2. Necht dngVn > ng : a, < b, <c, a a, — a,c, — a. Pak b, — a.

2.3. Nevlastni limity

Definice 2.5
Ozna¢me R* = RU {oo0, —oco}. Déle definujeme

Va e R: —oo <a< oo

Va € R*\ {-o0} :a+00 =00

Va € R*\ {c} :a + (—o0) = —c0

Va e R*,a>0:0a.00=00,a. — 00 = —00
Va e R*,a < 0:a.(—00) = 00,a.00 = —00

VaeR* :a:00=a:—00=0.

Neni definovano: oo — 00;0.00, 00 : 00, cokoliv : 0.
Pro kazdé € > 0 definujeme
U(oo,€) = P(oo,€) = (%,oo), U(—00,¢€) = P(—00,¢€) = (—00, —1).
Definice 2.6:

Bud a € R*. Rekneme, e posloupnost (a,,) mé limitu a (zna¢ime lim,, o a, = a
nebo a,, — a), jestlize

Ve € (0,00) Ing € N Vn > ng : a, € U(a,¢).

Véta 2.6: (Aritmetika limit znovu) (BD)

Budte a,b, € R*,a,, — a,b, — b. Pak

(i) an + b, — a+b,

(ii) an.by — a.b,

(i) 3= — 3,

kdykoliv jsou vyrazy na pravé strané definovany.

Véta 2.7: (L)

Je-li b=0,b,, > 0 pro vSechna dostatecné velkéd n, pak i — 00.

2.4. Hlubsi véty o posloupnostech

Definice 2.7
Bud M # ). Neni-li M shora omezen, definujeme sup M = oo, neni-li M zdola
omezend, definujeme inf M = —oo. Déle polozme sup ) = —oo, inf ) = co.

Véta 2.8: (O limité monotonni posloupnosti)(L)



Bud (a,) monotonni. Pak existuje a € R* tak, ze a,, — a.

Definice 2.8 (Vybrand posloupnost)

Bud (ny) rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel. Pak posloupnost (ay, ) je vy-
brand posloupnost (z posloupnosti (a,,)).

Lemma 2.1:(L)
Je-li a,, — a, (an, ) vybrana posloupnost, pak a,, — a.

Véta 2.9: (Bolzano-Weierstrassova)(T)
Bud (a,) omezena posloupnost. Pak existuje vybrand posloupnost (ay, ), ktera
je konvergentni.

Definice 2.9 (Cauchyovské posloupnost, Bolzano-Caucyova podminka)
Rekneme, Ze posloupnost (a,) je cauchyovska (splituje BCP), jestlize

Ve >0 3ng Yn,m > ng : |an, — am| < €.

Lemma 2.2:(L)
Kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska.

Lemma 2.3:(L)
Kazda cauchyovské posloupnost je omezena.

Lemma 2.4:(L)
Je-li (a,) cauchyovskd a vybrana posloupnost (a,, ) konvergentni, pak je i (ay)
konvergentni.

Véta 2.10: (Bolzano-Cauchyova)(T)
Posloupnost (a,,) je konvergentni pravé tehdy, je-li cauchyovska.



