Kapitola 4. Limity a spojitost realnych funkci

4.1. Uvodni definice

Definice 4.1:

Funkce f je shora omezend na mnoziné M C R, jestlize platize 3K € RVx € M :
f(z) < K (tj. je-li mnozina {f(z);x € M} shora omezena).

Funkce f je zdola omezend na mnoziné M, jestlize plati,ze 3L € RVx € M : f(z) >
K (tj. je-li mnozina {f(z);x € M} zdola omezend).

Funkce f je omezena na mnoziné M, je-li soucasné shora omezena a zdola omezena

na M.

Definice 4.2:

Funkce f je klesajici na mnoziné M C R, jestlize Vo, y € M,z <y : f(z) > f(y).
Funkce f je rostouci na mnozing M, jestlize Vo, y € M,z < y: f(z) < f(y).
Funkce f je neklesajici na mnoziné M, jestlize Vz,y € M,z <y : f(z) < f(y).
Funkce f je nerostouci na mnoziné M, jestlize Vz,y € M,z <y : f(z) > f(y).
Funkce f je monotonni na M, jestlize je na M nerostouci nebo neklesajici.
Funkce f je ryze monotonni na M, jestlize je na M rostouci nebo klesajici.

Definice 4.3:(Okoli bodu, jednostranna okoli)
Bud a € R, e € (0,00). Pak definujeme
(1) U(a,e) = (a —€,a+€) = {z € R; |z — a| < ¢} okoli bodu a o poloméru e,
(2) P(a,e) = (a —€,a) U (a,a+ €) prstencové okoli bodu a o poloméru e,
(3) P*(a,€) = (a,a + €) pravé prstencové okoli bodu a o poloméru e,
(4) P~ (a,€) = (a — €,a) levé prstencové okoli bodu a o poloméru e.
Déle pro a = —o0, € € (0,00) definujeme
(5) U(—00,€) = P(—00,€) = PT(—00,€) = (—00,—1) okoli bodu —occ o polo-
meéru €, prstencové okoli a pravé prstencové okoli bodu —oo o poloméru e
(levé okoli nedefinujeme).
a pro a = 00, € € (0,00) definujeme
(6) U(co,e) = P(oo,€) = P~(00,€) = (%,00) okoli bodu co o poloméru e,
prstencové okoli a levé prstencové okoli bodu oo o poloméru e (pravé okoli
nedefinujeme).

4.2. Definice limity a spojitosti, zakladni vlastnosti

Definice 4.4: (Limita funkce)
Budte a, L € R*.Rekneme, Ze funkce f mé v bodé a limitu L
(znadime lim f(x) = L), jestlize

Ve >0, 36 >0, Vz € P(a,0): f(z) € U(L,¢€).

Poznamka
Ma-li funkce f v bodé a limitu, pak existuje kladné ¢ tak, ze definiéni obor Dy
funkce f obsahuje P(a,d).
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Definice 4.5: (Spojitost funkce v bodé)
Bud a € R.Rekneme, ze funkce f je spojitd v bodé a, jestlize existuje limita

lim f(x) = f(a).

Definice 4.6: (Jednostranné limity)

Bud a € R*. Rekneme, %e f ma v bodé a limitu zprava (zleva) rovnou L, jestlize
plati

Ve>036>0Vze Pt (a,d): f(z) e U(L,e),

Ve>035>0Vaxe P (ad): f(z) e UL,e)).

Znac¢ime lim, o = L(lim,_,, = L).

Véta 4.1:(L) (Jednoznac¢nost limity)
Jestlize lim f(x) = L a soucasné lim f(z) = K, pak L = K.

Tr—a r—a

Véta 4.2:(L) (Existence vlastni limity a omezenost funkce)
Je-li L € R a lim f(x) = L, pak existuje § > 0 tak, Ze f je omezend na P(a,d).

Véta 4.3:(T) (Heine)

Budte a, L € R*. Predpokladejme, ze P(a,d) C Dy. Pak jsou ekvivalentni tvrzeni
(*),(**), kde

(*) lim f(z) = L

(**) pro kazdou posloupnost (z,) C P(a,d), pro kterou z,, — a, plati f(z,) — L.

Véta 4.4:(T) (Aritmetika limit)

Jestlize lim f(z) = L, lim g(z) = K, pak plati

(i) im (f(z) + g(x)) = L + K, je-li souc¢et L + K definovan;

(ii) lim (f(z).g(x)) = L.K, je-li sou¢in L.K definovan;

. flx) _ L : 1. n L 2

(iii) ilirz Ti) = %, je-li podil % definovan.

Poznamky

1. Pfipomenme, Ze neni definovan soucet typu oo — 0o, soucin typu 0.00 a podil
typu % nebo 2.

2.Vétu 4.4 je mozné v nékolika smérech zobecnit. Casto budeme pouzivat tato
tvrzeni:

1. Je-li f omezend zdola na P(a,d), lim g(z) = oo, pak lim f(z) + g(z) = co.

2. Je-li f omezend na P(a,d), lim g(z) = 0, pak lim f(x).g(z) = 0.

3. Je-li f omezend zdola na P(a,d) kladnou konstantou K, lim g(z) = oo, pak
lim f(z).g(x) = oc.

r—a

4. Je-li f kladné na P(a,d), lim f(z) = 0, pak lim ﬁ = 00.

r—a

Dusledek: (Aritmetika spojitych funkei)
Jsou-li funkce f a g spojité v bod€ a, pak jsou i f + g, f.g spojité v bodé a. Je-li
navic g(a) # 0, je i funkce g spojitd v bodé a.

Véta 4.5:(L) (Limita a nerovnosti)
Necht K, L € R*, lim f(z) = L, lim g(x) = K. Pak plati

1. Jestlize 30 > OVx € P(a,d) : f(z) < g(x), pak L < K.
2. Jestlize L < K, pak 30 > 0 Vz € P(a,9) : f(z) < g(x).



Véta 4.6:(L) (Véta o dvou policajtech)

Necht 36 > 0 Vz € P(a,0) : f(z) < h(z) < g(x) a souasné
lim f(x) = L,lim g(z) = L.

r—a r—a

Pak existuje lim h(z) = L.

Poznamka
Je-li L nevlastni, plati obdobné véta o ”jednom” policajtovi: Necht 3§ > 0 Vz €
P(a,d): f(z) < h(z) a soucasné lim f(x) = co. Pak existuje lim h(z) = oco.

Véta 4.7:(T) (Limita slozené funkce)
Necht lim f(z) = L, lirri g(y) = K. Je-li navic splnén jeden z pfedpokladi
r—a Yy—

(P1) existuje § > 0 tak, ze Va € P(a,d) : f(x) # L,
(P2) g je spojita v bodé L,
pak existuje lim g(f(x)) = K.

Dusledek:
Je-li f spojita v bodé€ a a g spojitd v bodé L, je slozena funkce g e f spojita v bodé
a.

Véta 4.8:(BD) (Limita monotonni funkce)
Bud f monotonni na intervalu (a,b). Pak existuji lim+ f(z) a lim f(z).

r—b—

4.3 Elementarni funkce

Véta 4.9:(BD) (Zavedeni exponencidlni funkce)

Existuje jedind funkce ¢ spliujici pozadavky

(i) ¢ je rostouci na R,

(i) Va,y € R: ¢(x +y) = ¢(2).¢(y),

(i) 4(0) = 1,

(iv) lim, o 2= = 1.

Tuto funkci nazveme exponencidlni funkce (se zakladem e) a budeme znacit ¢(z) =
e” resp. ¢(x) = exp(x).

Véta 4.10:(BD) (Zavedeni logaritmu)

Existuje jedina funkce v spliujici pozadavky

(i) ¢ je definovéna a rostouci na (0, 00),

(ii) Vz,y € R: ¢(z.y) = ¥(z) +¥(y),

(if) (1) = 0,

(iv) lim, ., 2& = 1.

Tuto funkci nazveme logaritmus (se zékladem e) a budeme znacit ¢)(z) = Inx resp.
Y(x) = log x.

Definice 4.7: (Definice obecné mocniny)
Bud a € (0,00),b € R. Pak definujeme mocninu a® = e?!»¢,

Véta 4.11: (Zavedeni sinu a kosinu)

Existuji jednoznaéné urcené funkce sinus a kosinus (budeme je znacit sin, cos) defi-
nované na R a ¢islo min(0, o), které spliiuji pozadavky

(i) sin je rostouci na [0, 7],

(ii) pro vSechna z,y € R plati

sin(z + y) = sinx cosy + cos z siny, cos(z + y) = cosx cosy — sinxsiny



(iii) sin0 = 0,cos 0 = 1,
sin(x) -1

(iv) lim, o =,
Dusledek
Funkce sinus je lich4, rostouci na [—7, 7], 2m-periodickd, sin § = 1,sin(z + 7) =

2
—sinz, cosx = sin(§ — x).

Definice 4.8: (Definice dalsich goniometrickych a cyklometrickych funkci)
Funkce tangens: Vo € R,x # 2k +1)5,k € Z : tgr = 522

funkce kotangens: Vo € R,x # kw, k € Z : cotgry = $52%

sin x ’
funkce arkussinus (znacime arcsin) je inverzni funkei k funkci sinus*, kde sin* x =
M T T
sinz,x € [-7, 5],
funkce arkuskosinus (znacime arccos) je inverzni funkeci k funkci kosinus*, kde
cos*z =cosz,z € [0,7],
funkce arkustangens (zna¢ime arctg) je inverzni{ funkei k funkci tangens* kde tg* 2 =
m T
tg.’IJ,% S (—57 5),
funkce arkuskotangens (zna¢ime arccotg) je inverzni funkci k funkci kotangens®,
kde cotg* x = cotgx,x € [0, 7].

Véta 4.12:(BD) (Spojitost elementarnich funkci)
Exponencialni funkce, logaritmus, sinus, kosinus, tangens, kotangens, arkussinus,
arkuskosinus, arkustangens a arkuskotangens jsou spojité na defini¢nich oborech.

4.4 Vlastnosti spojitych funkci na intervalu

Definice 4.9: (Spojitost na intervalu)

Rekneme, ze f je spojitd na intervalu I, je-li spojitd v kazdém vnitinim bodé
intervalu I, spojitd zprava v levém krajnim bodé a intervalu I (pokud a € I) a
spojita zleva v pravém krajnim bodé b intervalu I (pokud b € I).

Poznamka

Ekvivalentné lze definici spojité funkce na intervalu I vyslovit takto: Funkce f
je spojitad na I, je-li spojita zprava v kazdém bodé intervalu I, ktery neni jeho
koncovym bodem a je spojitd zleva v kazdém bodé intervalu I, ktery neni jeho
pocateénim bodem.

Véta 4.13:(T) (Darbouxova véta)
Bud f spojitd na [a,b], f(a) < f(b). Pak pro kazdé d € (f(a), f(b)) existuje ¢ €
(a,b) tak, ze f(c) = d.

Véta 4.14:(L) (Zobrazeni intervalu spojitou funkei)
Bud f spojita na intervalu I. Pak je f(I) jednobodovd mnozina nebo interval.

Definice 4.10: (Maximum a minimum funkce na mnozing)
Rekneme, zZe funkce f nabyva na mnoziné M maxima v bodé a € M, jestlize

Vo e M: f(z) < f(a).
Rekneme, 7e funkce f nabyva na mnoziné M ostrého maxima v bodé a € M, jestlize
Ve e M,z #a: f(z) < f(a).
Rekneme, ze funkce f nabyva na mnoziné M minima v bodé b € M, jestlize

Ve e M : f(z) > f(b).
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Rekneme, ze funkce f nabyva na mnoziné M ostrého minima v bodé b € M, jestlize
Vo e M,z #b: f(z) > f(b).

Maxima a minima funkce f nazveme extrémy funkce f na mnoziné M.

Rekneme, e funkce f nabyva na mnoziné M lokalniho maxima v bodé a € M
(ostrého lokalniho maxima v bodé a € M), jestlize existuje okoli U bodu a tak, ze
f nabyva maxima (ostrého maxima) na mnoziné M NU v bodé a.

Obdobné fekneme, ze funkce f nabyva na mnoziné M lokalniho minima v bodé
b € M (ostrého lokalniho minima v bodé b € M), jestlize existuje okoli U bodu b
tak, Ze f nabyva minima (ostrého minima) na mnoziné M NU v bodé b.

Véta 4.15:(T) (Spojitost a nabyvani extrému)
Bud f spojitd na uzavieném intervalu I = [a,b] . Pak f nabyvi na I maxima i
minima.Pak f je na I omezena.

Véta 4.16:(L) (Spojitost a omezenost funkce)
Bud f spojitd na uzavieném intervalu I = [a,b] .Pak f je na I omezen4.

Lemma 4.3:(BD)
Bud f spojitd a prostd na intervalu I. Pak je f na I ryze monotonni.

Véta 4.17:(BD) (Spojitost inverzni funkce)
Bud f spojitd a prosta na intervalu I. Pak je f_; spojita na intervalu f(I).



