Kapitola 5. Derivace

5.1. Uvodni definice, aritmetika derivaci

Definice 5.1:
Budte a € R,c € R*. Rekneme, 7e funkce f ma v bodé a derivaci ¢ (znac¢ime
f'(a) = ¢), jestlize existuje
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Obdobné fekneme , ze funkce f ma v bodé a derivaci zprava ¢ (znac¢ime f! (a) = c),
jestlize existuje
f(z) = f(a)
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a funkce f ma v bodé a derivaci zleva ¢ (znacime [’ (a) = ¢), jestlize existuje
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Poznamka:
Je-li ¢ € R, mluvime o vlastni derivaci, je-li ¢ = oo, ¢ = —o0, mluvime o nevlastni
derivaci.

Véta 5.1:(L) (Spojitost a derivace)

Ma-li f v bodé a vlastni derivaci, je f v bodé a spojita.

Véta 5.2:(T) (Aritmetika derivaci)

Necht f a g maji (vlastni nebo nevlastni) derivaci v bodé a. Pak plati

(1) existuje (f+g)'(a) = f'(a)+¢'(a), pokud je vyraz na pravé strané definovén,

(2) je-li g spojitd v bodé a, existuje (f.g)'(a) = f'(a).g(a) + f(a).¢’(a),pokud je
vyraz na pravé strané definovan,

(3) je-li g spojita v bodé a a g(a) # 0, existuje (£)'(a) = Ll2:ol Mo (),
pokud je vyraz na pravé strané definovan.

Véta 5.3:(T) (Derivace slozené funkce)

Necht f mé derivaci v bodé a a g ma derivaci v bodé b = f(a) a f je v bodé a
spojita. Pak existuje derivace sloZené funkce g @ f v bodé a a plati

(9o f)(a) =g (f(a)).f'(a),
pokud je vyraz na pravé strané definovan.
Véta 5.4:(BD) (Derivace inverzni funkce)
Bud f spojitd a prostd na intervalu I = (a,b),z9 € I a pfedpokladejme,

existuje vlastni nenulova f'(x¢). Pak existuje derivace funkce f~! v bodé yo =
f(zo) a plati
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Poznamka:



Jestlize ve vété 5.4 pFipustime, aby f’(x¢) byla nevlastni nebo nulovd, pak plati

(1) je-li f'(x0) = co(nebof’(xo) = —o0), je (f~)'(yo) = 0,

(2) je-li f'(x9) = 0 a f je rostouct, je (f~1)(yo) = oo, je-li f'(x9) = 0 a f je
klesajici, je (f~1)'(yo) = —o0.

Rozmyslete si obdobné tvrzeni pro jednostranné derivace.

Véta 5.5(L) (Fermatova, nutnd podminka pro lokalni extrém)

Necht f ma v bodé ¢ lokalni extrém a existuje (vlastni nebo nevlastni) f/(c).
Pak je f'(c) =0

Véta 5.6(T) (Rolleova)

Bud f spojitd na [a,b], f(a) = f(b) = 0 a existuje (vlastni nebo nevlastni)
derivace f'(z) v kazdém bodé z € (a,b). Pak existuje ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = 0.

Véta 5.7(L) (Lagrangeova)

Bud f spojita na [a, b] a existuje (vlastni nebo nevlastni) derivace f'(z) v kazdém
bodé z € (a,b). Pak existuje ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = f(b) f(a)

Véta 5.8:(BD) (L’'Hospitalovo pravidlo)
Typ 2] 0”

Budte a L € R*. Pfedpokladejme, ze
lim f(z) = lim g( )=0

a existuje hm /E ; = L.

Pak existuje i lim He)
r—a 9(2)

Typ

Budte a, L € R*.Predpokladejme, ze

lim l9(a)| = oo

kM OO”

a existuje hm E:; =1L

Pak ex1stuJe i hm Eig =1L.

Véta 5.9:(L) (Derivace a limita derivaci)
Bud f spojitd zprava v bodé a. Predpokladejme, Ze existuje (vlastni nebo
nevlastni) lim+ f'(x) = L. Pak existuje derivace f’ (a) a plati f/ (a) = L.

Véta 5.10: (Znaménko derivace a monotonie)

Bud f spojité na [a, b] a v kazdém bodé x € (a, b) existuje (vlastni nebo nevlastni)
derivace f’(z). Pak plati

(1) jestlize Vx € (a,b) :  f'(x) > 0, je f rostouci na [a, b],

(2) jestlize Vz € (a,b) :  f'(z) <0, je f klesajici na [a, D],

(3) vyrok (Vz € (a,b) : f'(x) > 0) plati pravé tehdy, je-li f neklesajici na [a, b],

(4) vyrok (Vz € (a,b) : f'(x) <0) plati pravé tehdy, je-li f nerostouci na [a, b].

Definice 5.2(Derivace vyssiho fadu)
Bud n € N,a € R a f ma vlastni n-tou derivaci f(™(z) na okoli bodu a. Pak
n + 1- ni derivaci funkce f v bodé a rozumime

£0) (@) — T £ (a+ hf)L ~ [")(a)
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5.2. Konvexni a konkavni funkce

Definice 5.3:
Rekneme, ze funkce f je konvexni na intervalu I, jestlize

Ve,y eI VA€[0,1]: fhz+ (1 —=Ny)) < Af(x) + (1 =N f(y).

Obdobné definujeme i dalsi pojmy:
funkce f je konkévni na intervalu I, jestlize

Ve,ye I VA€ [0,1]: f(Az+ (1= ANy) 2 Af(z) + (1 - AN f(y),
funkce f je ryze konvexni na intervalu I, jestlize
Ve,yel, e #y VA e (0,1): fAz+ (1= Ny) < Af(x)+ (1 =X f(y),
funkce f je ryze konkavni na intervalu I, jestlize

Ve,yel, e £y VA e (0,1): fAz+ (1= Ny) > Af(x)+ (1 =N f(y).

Poznamka
Dalsi véty budeme formulovat pouze pro konvexni funkce. Analogicka tvrzeni
plati pro funkce konkéavni.

Lemma 5.2:(BD)
Funkce f je konvexni na intervalu I pravé tehdy, kdyz

VSL’l,{I?Q,(Eg €l x <x9 <23 =

flz2) = flan) _ f(xs) = f(an) _ flzs) = fla2)
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Véta 5.11:(T) (Konvexita a jednostranné derivace)

Bud f konvexni na intervalu (a,b) . Pak

1. Vz € (a,b) existuji vlastni derivace f’ (z), f_ (),

3. fl, fljsou neklesajici na (a,b)

Véta 5.12:(T) (Konvexita a spojitost)

1. Je-li f konvexni na (a,b), je na tomto intervalu spojité.

2. Je-li f konvexni na [a,b], nemusi byt spojitd zprava v bodé a resp zleva v
bodé b.

3. Mnozina téch bodl z z intervalu [a,b], v nichZ neexistuje (oboustranna )
derivace f'(z), je nejvyse spocetna.

Véta 5.13:(T)

Bud f spojitd na [a,b], necht existuje f' na (a,b). Pak f je konvexni na [a, )]
pravé tehdy, kdyz je f’ neklesajici na (a,b).

Poznamka:

Spojitost funkce f v krajnich bodech intervalu [a, b] je zapotiebi ke konvexité na
[a,b]. Na otevieném intervalu (a,b) lze vétu zformulovat takto:



Necht existuje f' na (a,b). Pak f je konvexni na (a,b) pravé tehdy, kdyz je f’
neklesajici na (a, b).

Véta 5.14:(L)
Bud f spojité na [a, b], necht existuje vlastni f” na (a,b). Pak f je konvexni na
[a, b] pravé tehdy, kdyz je f” nezipornd na (a,b).

Definice 5.4: Necht existuje vlastni derivace f’(c). Te¢nou T, ke grafu funkce
f v bodé [e, f(c)] nazveme p¥imku

T. = {[z,y] € Rajy = f(c) + f'(0)(x = o)}

Rekneme, 7e bod [z, f(x)] lezi pod te¢nou T, jestlize f(x) < f(c)+ f'(c)(x —¢),
a [z, f(x)] lezi nad tecnou Ty, jestlize f(z) > f(c)+ f'(c)(x — ¢).

Definice 5.5:

Rekneme, Ze c je inflexnim bodem funkce f, jestlize existuje f’(c) € R a kladné
J tak, ze bud pro vSechna x € P~ (c,d) lezi [z, f(z)] nad teénou T, a pro vSechna
x € Pt (c,0) lezi [z, f(x)] pod tecnou T, nebo pro véechna x € P~ (c,d) lezi [z, f(x)]
pod tecnou T, a pro vSechna z € PT(c,0) lezi [z, f(x)] nad te¢nou T..

Véta 5.15:(T)(Nutnd podminka pro inflexni bod)

Jestlize existuje f'(c) € R, f""(c) € R* a je-li ¢ inflexnim bodem funkce f, pak je
f"(e) = 0.

Véta 5.16:(BD)(Postacujici podminka 1. pro inflexni bod)

Jestlize existuje f'(c) € R a kladné ¢ tak, ze bud je f konvexni na P~ (c,d) a
konkavni na P*(c,d) nebo je f konkdvni na P~ (c,d) a konvexni na P*(c,d), pak
bod c je inflexnim bodem funkce f.

(Postacujici podminka 2. pro inflexni bod)

Jestlize existuje f/(c) € R a kladné § tak, Ze bud je f” > 0na P~ (¢,d) a f” <0
na P*(c,d) nebo je f" < 0na P~ (c,d) a f/ > 0na P¥(c,§), pak bod ¢ je inflexnim
bodem funkce f.

Definice 5.6: (Asymptoty)

Rekneme, 7e piimka p = {[z,y] € Ra;y = ax + b} je asymptotou ke grafu funkce
f v bodé oo (resp. —oo), jestlize lim (f(z) — (az +b)) = 0 (resp. lim (f(z) —
(az + b)) =0).

Véta 5.17: (Tvar asymptoty)

Pifmka p = {[z,y] € R?;y = ax + b} je asymptotou ke grafu funkce f v bod& co
pravé tehdy, kdyz
f(=@)

a= lim ——= b= lim (f(x) — az).

Obdobné tvrzeni plati pro asymptotu v —oc.



