Kapitola 9. Funkce vice proménnych

V této kapitole se budeme zabyvat funkcemi vice proménnych, které jsou defi-
nované na podmnoziné R,, s hodnotami v R resp v R,,.

9.1.Uvodni definice

Definice 9.1:(Metricky prostor)

Metrickym prostorem budeme rozumét dvojici P, p, kde P je mnozina bodtd a
p: P x P —|0,00) splituje podminky

(i)Vz,y € P:p(x,y) =0 x =y,

(ii)Vx,y € P: p(z,y) = p(y, x)(symetrie) ,

(iii)Va,y,z € P: p(x,y) < p(z,z) + p(z,y) (trojuhelnikova nerovnost).

Funkeci p s témito vlastnostmi nazveme metrika (na P).

Na R™ budeme uvazovat euklidovskou vzdélenost, tj. pro = [x1,...,2,],y =
[yla sy yn] je

S (@i — )

i=1

plx,y) = |v—y| =

Definice 9.2:(Normovany linedrni prostor)
Rekneme, ze vektorovy prostor P nad télesem R s funkci ||.|| : P — [0,00) je
normovany linearni prostor, jestlize norma ||.|| splituje nasledujici axiomy

VeeP:||lz|]|=0<z =0,

Vo€ PacR: [zl = [ala],

Vo,y € Pz +yll < |lzl] + [yl

Poznamka:

Polozime-li p(z,y) = ||z — y||,Vz,y € P, je normovany linedrni prostor s touto
metrikou také metrickym prostorem. Normou na R™ je tedy zobrazeni, které x =
(21, ..., zn] € R™ prifadi éislo ||z|| = /> i, ()%

Definice 9.3:(Oteviend koule v metrickém prostoru)
Bud r kladné,x € P. Definujeme otevienou kouli se stfedem v bodé x a s
polomérem r jako B(z,r) = {y € P;p(x,y) <r}.

Definice 9.4:(Oteviend a uzaviend mnozina)
Rekneme, 7ze G C P je oteviena, jestlize pro kazdy bod x € G existuje r > 0 tak,
7e B(z,r) C G. Rekneme, Ze F C P je uzaviena, jestlize G = P\ F je oteviena.

Véta 9.1:(Vlastnosti otevienych mnozin)

Bud P, p metricky prostor. Pak plati

1. P a () jsou oteviené mnoziny.

2. Jsou-li mnoziny G, oteviené pro vSechna o € A (kde A m4 libovolnou
mohutnost), pak je i UyeaGo oteviend mnozina.

3. Je-lin € N a jsou-li mnoziny G; oteviené pro vSechna ¢ =1,...,n, jei N, G;
oteviena mnozina.
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Véta 9.2:(Vlastnosti uzavienych mnozin)

Bud P, p metricky prostor. Pak plati

1. P a () jsou uzaviené mnoziny.

2. Jsou-li mnoziny F, uzaviené pro vSechna o € A (kde A m4 libovolnou
mohutnost), pak je i NyeaFl, uzaviena mnozina.

3. Je-li n € N a jsou-li mnoziny F; uzaviené pro vSechna i =1,...,n, je i Ui F;
uzaviend mnozina.

Definice 9.5:(Vnitfek, uzévér a hranice mnoziny)

Bud P, p metricky prostor, M C P.

Rekneme, 7e z je vnitinim bodem mnoziny M, jestlize existuje r > 0 tak, Ze
B(z,7) € M. Mnozinu vSech vnitfnich bodt nazveme vnitiek (mnoziny M) a
znacime M°.

Rekneme, Ze z je hraniénim bodem mmnoziny M, jestlize pro kazdé r > 0 je
B(z,r)NM # 0 a B(z,r)N(P\ M) # (. Mnozinu vSech hrani¢nich bod nazveme
hranici (mnoZiny M) a znac¢ime h(M).

Mnozinu M U h(M) nazveme uzavérem mnoziny M a znacime M.

Ekvivalentné l1ze definovat

M° = U{G C M;G oteviend}, M = N{F D M, F uzaviena}.

Definice 9.6:(Konvergentni posloupnost)

Necht (z,,)22; je posloupnost prvki z P a x € P. Rekneme, ze (z,,)2°; kon-
verguje k x (v metrice p), jestlize lim,, o p(zy,z) = 0 . Znaéime lim, oz, =«
nebo z,, — T.

Definice 9.7:(Omezené mnoziny)
Rekneme, 7e K C P je omezena, jestlize existuje A € R tak, Ze pro kazdé dva
body z,y € K je p(x,y) < A.

Definice 9.8:(Kompaktni mnoziny)
Rekneme, ze K C P je kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti (z,,) prvki K
lze vybrat podposloupnost konvergentni (k prvku mnoziny K).

Véta 9.3:(T)(Kompaktni mnoziny v R™)
Mnozina K C R" je kompaktni praveé tehdy, kdyz je omezena a uzaviena

9.2.Spojitost a limita funkci vice proménnych

Definice 9.9:(Spojité funkce)
Budte (R, p), (S, o) metrické prostory, M C R,xo € M a f : M — S. Rekneme,
ze f je spojitd v bodé xy vzhledem k mnoziné M, jestlize

Ve>03d>0Va2eMnNB,(x0,0): f(xz) € Bo(f(zo,€)).

Rekneme, Ze f je spojitd na (vzhledem k M ), je-li spojitd v kazdém bodé M
(vzhledem k M).

Véta 9.4:(Spojitost slozeného zobrazeni)

Budte (R, p), (S,0), (T, ) metrické prostory, bud f : R — S spojité zobrazeni
na R ag:S — T spojité zobrazeni na S. Pak zobrazeni h:z € R — T : h(x) =
g(f(x)) je spojité na R.



Véta 9.5:(Heine)

Budte (R, p), (S, o) metrické prostory, bud f : R — S zobrazeni. Pak f je spojité
v bodé x € R pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost (z,) C R pro niz plati

Definice 9.10:(Limita funkce)

Budte (R, p), (S, o) metrické prostory, M C R,zy € R. Necht pro kazdé § > 0
plati M N (B,(z0,0) \ {z0}) # 0. Rekneme, f 7e ma v bodé zo limitu y € S
(vzhledem k mnoziné M), jestlize

Ve>03d>0VxeMn(B,(x,0)\ {zo}) : f(x) € Bs(y,e).

Snadnym dutsledkem definice normy v R, je nasledujici lemma.

Lemma 9.1:(Limita funkce vice proménnych a jejich slozek)
Bud f : Ry — Ryn, f(2) = [f1(2), e fa(2)]. Pak

lim f(z) =A=[A1,..Ap) & Vi=1,...,m: lim f;(x) = A;.

r—a Tr—a

Lemma 9.2:(Spojitost projekci)

Budi=1,...n,P : R" —» R, P([z1,...,zn]) = z; ( projekce na i-tou slozku).
Pak je P; spojité na R™.

Véta 9.6:(L)(Aritmetika limit)

Budte f,g: R, — R,a € R,,.

Pfedpoklddejme, Ze existuji lim f(x) = A,lim g(z) = B. Pak plati

1. existuje lim (f(x) + g(z)) = A+ B, mé-li soucet A + B smysl;

r—a
2. existuje lim (f(x).g(z)) = A.B, ma-li soucin A.B smysl;

3. existuje ;13}1 @) = B

ma-li podil % smysl.

Véta 9.7:(L)(Charakterizace spojitych zobrazeni)

Budte (R, p), (S, o) metrické prostory, f : R — S. Pak jsou nasledujici vyroky
ekvivalentni:

1. f je spojité na R,

2. pro kazdou otevienou mnozinu G C S je f~1(G) oteviend v R;

3. pro kazdou uzavienou mnozinu F' C R je f~1(F) uzaviena v R.

Véta 9.8:(T)(Spojity obraz kompaktu)
Budte (R, p), (S, o) metrické prostory, K C R kompaktni, f : K — S spojitd na
K. Pak je f(K) kompaktni v S.

Véta 9.9:(T)(Nabyvani extréma na kompaktu)
Bud (R, p) metricky prostor, K C R kompaktni, f : K — R spojitd na K. Pak
f nabyva na K svého maxima a minima.

9. 3. Parcialni derivace a totalni diferencial

V tomto odstavci bude (neni-li fe¢eno jinak) R =R™ a S = R.

Definice 9.11(Derivace ve sméru, parcidlni derivace)



Budte a,v € R*,v # 0, f : R® — R. Rekneme, %e f ma v bodé a derivaci ve
sméru v , jestlize existuje vlastni limita

et~ o)
t—0 t

Tuto limitu pak nazveme derivaci ve sméru v a znacéime 2L (a). Je-liv = e; nazyvame

v
. . . C 1. . , o .. Of
derivaci v tomto sméru i-tou parcialni derivaci a znacime ji 5:-(a).
;

Poznamka
Funkce f mé v bodé a derivaci ve sméru v pravé tehdy, kdyz existuje vlastni
derivace funkce g : R — R definované predpisem

g(t) = fla+tv),teU0)CR

v bodé 0. Pak plati %(a) = ¢'(0).

Definice 9.12(Extrémy a lokalni extrémy)

Bud z, € M C R*,f : M — R . Rekneme, Ze f nabyva v bodé z, svého
minima (resp. lokdlniho minima) vzhledem k M, jestliZze pro vSechna = € M plati
f(x) > f(z,) (vesp. existuje & > 0 tak, Ze pro vSechna z € B(z,,d) N M plati
f(z) > f(z,) ). Analogicky definujeme maximum resp. lokdlni maximum.

Véta 9.10(Fermatova, nutna podminka pro extrém)

Necht Gje oteviend, a € G a f: G — R. M4-li f v bodé a lokdlni minimum
(resp. lokalni maximum) vzhledem k G a existuje %(a), pak je %(a) = 0.

Definice 9.13(Totélni diferencial)

Rekneme, 7e f : R” — R méa v bodé a totalni diferencial , jestlize existuje linearni
zobrazeni A z R™ do R, okoli B(a) bodu a v R a funkce n: B(a) — R tak, Ze

f(z) = f(a) + A(z — a) + ||z — al[n(z)

na B(a) a soufasné
lim n(z) = 0 = n(a).

r—a

Linedrni zobrazeni A pak nazveme totalnim diferencidlem funkce f v bodé a a
znacime df (a) = A.

Poznamky:

1. Ekvivalentné lze definici vyslovit také témito dvéma zpusoby:

a) Existuje linedrni zobrazeni A tak, Ze funkce ¢ definované na prstencovém okoli
pocatku B(0) \ {0} rovnosti

fla+h) = f(a) + A(h) + [|h||p(h)
a takova, ze ¢(0) = 0, je spojita v 0.

b) Existuje linedrni zobrazeni A tak, Ze funkce ¢ definovand na prstencovém
okoli pocatku rovnosti

fla+h) = f(a) + A(h) + ¢ (h)



splinuje podminku
¥(h)

im ——+ =
k]| =0 ||R]]

2. Bud f: R® — R™, tj. f = [f1,..., fm], kde f; : R® — R. Rekneme, 7e f
mé totalni diferencidl v bodé a, jestlize pro vSechna ¢ = 1,...,m maji f; totalni
diferencial v bodé a. Totalni diferencidl zobrazeni f je pak linedrni zobrazeni A :
R™ — R™.

Véta 9.11:(Diferencidl a spojitost f)

Ma-li f v bodé a totalni diferencial, je f v bodé a spojité.

Véta 9.12:(Tvar totalniho diferencidlu)

Ma-li f v bodé a totalni diferencial A, pak pro kazdé v € R™ v # 0 existuje
%(a). Dale existuji parcialni derivace %(a) pro viechna i = 1,...,n a plati

A =3 @



