8. Urdity integral
8.1. Newtonuv integral
Definice 8.1
Budte a,b € R*. Rekneme, %e Newtontiv integral z funkce f na intervalu (a, b)
existuje (znac¢ime jej (V) f: f(z)dx), jestlize
1l.existuje primitivni funkce F' k f na intervalu (a,b),
2. existuji vlastni lim F(z), lim F(x) € R*.
r—a+ r—b—
Pak

T—a+

b
(N) / f(z)dr = lim F(z)— lim F(z).
a T—0—
Mnozinu vSech funkci f, jejichz Newtoniv integral na (a, b) konverguje, znacime
N(a,b).

Znaceni
1. Rozdil limit v definici integralu budeme strucnéji zapisovat takto

F), = lim F(r) ~ lim F(z)

a

8.2.Riemannuv integral

V tomto odstavci budeme vzdy piedpokladat, Ze a,b € R a funkce f je omezend
na [a, b|.

Definice 8.2 :

Délenim D intervalu [a,b] nazveme koneénou posloupnost zg,x1,...,x, C [a,b]
takovou, Zze a = xg < 1 < ... < x,, = b. Zapisujeme D = {a = z¢ < z1... < T, =
b}.

Body xg, ..., nazveme délicimi body déleni D, ¢éislo v(D) = max{z; —x;_1;i =
1,...,n} nazveme normou déleni D.

Mnozinu v8ech déleni intervalu [a, b] budeme znacit D.

Déleni D’ je zjemnénim déleni D, jestlize D C D’.

Definice 8.3:

Bud D = {a =29 < 21... <z, =b}. Proi=1,...,n ozna¢me

m; = inf{ f(z);x € [x;—1,xi]}, M; = sup{f(x);x € [z;-1, 2]}

Hornim sou¢tem pro funkci f a déleni D nazveme
n
S(D, f) = Mi(x; — xi1),
i=1
dolnim souc¢tem pro funkci a déleni nazveme

S(D,f) = Zmz(xl — .Z'ifl).

Poznamka
1. Bud m = inf{f(x);z € [a,b]}, M = sup{f(z);x € [a,b]}, D € D. Pak
m(b—a) < s(D) < S(D) < M(b-—a).
2. Pokud nedojde k nejasnostem, budeme horni a dolni souéty znacit pouze
s(D), S(D).
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Lemma 8.1 (Vztahy mezi hornimi a dolnimi souéty)
1. Budte D, D’ € D, D’ je zjemnénim D. Pak plati s(D) < s(D’), S(D) > S(D');
2. Pro kazda dvé déleni D, D’ € D plati s(D) < S(D’).

Definice 8.4:
Hornim Riemannovym integralem funkce f na intervalu [a,b] nazveme

/bf(:r)dac = inf{S(D); D € D},

dolnim Riemannovym integralem funkce f na intervalu [a, b] nazveme
b
/ f(z)dx = sup{s(D); D € D}.
Ja_

Jestlize f: f(z)dx = ff f(z)dz, nazveme tuto spoleénou hodnotu Riemannovym

<m£UmMAU

Mnozinu vSech funkci, které maji Riemanniv integrdl na intervalu [a,b] budeme
znacdit R(a,b).

integralem a znacime

Poznamka Vzdy plati

[ sz [

Véta 8.1 :(Nutna a postacujici podminka existence Riemannova integralu)
f € R(a,b) pravé tehdy, kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuje déleni D € D tak, ze
0<S(D)—-s(D)<e.

Poznamka
f € R(a,b) pravé tehdy, kdyz existuje posloupnost déleni (D,,) C D tak, ze

lim (S(Dy) — s(Dy)) = 0.

n—oo

Véta 8.2:(Linearita a nezdpornost Riemannova integralu)
R(a,b) (s obvyklym s¢itdnim funkei a ndsobenim funkce konstantou) je vektorovy

prostor a zobrazeni ¥, které funkci f € R(a,b) pfifadi f; f(z)dz je na R(a,b)
linedrni. Zobrazeni ¥ je nezaporné, tj. pro kazdou dvojici funkci f,g € R(a,b)
takovou, ze pro v8echna x € (a,b) je f(z) < g(z) plati, ze f; flz)dr < f;g(x)dm.
Véta 8.3: (Aditivita Riemannova integrélu jako funkce intervalu)
Budte a,b,c € R,a < ¢ < b. Pak f € R(a,b) pravé tehdy, kdyz f € R(a,c) N

R(c,b). Déle plati
b c b
[ t@ar= [ f@s+ [ @
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Definice 8.5: Rekneme, 7ze funkce f je stejnomérné spojitd na mnoziné M,
jestlize
Ve > 030 > 0Ve,y € M, |z —y| <6 :|f(x) — fly)] <e.

Véta 8.4:(Spojitost a stejnomérna spojitost)

Bud f spojitd na omezeném a uzavieném intervalu I = [a,b]. Pak je f stejno-
mérné spojita na I.

Véta 8.5:(Riemanntv integral spojité nebo monotonni funkce)

1.Bud f spojita na [a,b]. Pak je f € R(a,b).

2.Bud f monotonni a omezena na [a, b]. Pak je f € R(a,b).

Poznamky

1. Budm € N,K = {c1,...,cm} C [a,b], f spojitd na [a,b] \ K a omezend na
[a,b]. Pak je f € R(a,b).

2. Budm € N,K = {c1,....cms} C [a,0],f € R(a,b). Necht g : [a,b] - R
takova, ze g(z) = f(x) pro vSechna z € [a,b] \ K. Pak je g € R(a,b) a f: f(z)dz =
fab g(z)dx.

3. Obecnéji plati, ze f € R pravé tehdy, je-li mnozina M bodd nespojitosti
funkce f nulova v tomto smyslu: pro kazdé ¢ > 0 existuje posloupnost intervali
(I, = (an, bn))52 takova, ze

(M C U, 1) A (i(bn —ay) < ).

4. 7 definice Riemannova integralu lze dokédzat, ze je-li f € R(a,b), paki |f| €
R(a,b) a plati
b b
[ sadsl < [ 17t

Umluva
Definujeme

/ " fa)ds =0,

/ab f(@)de = — /b f(z)da.

Véta 8.6: (Neurcity Riemanntv integral a jeho vlastnosti)
Bud f € R(a,b),c € (a,b). Definujme pro x € [a, b]

proa > b je

F(z) = / " fyt.

Funkci F' nazveme neur¢itym Riemannovym integralem. Pak plati

1. F je stejnomérné spojita na [a, b].

2. Je-li f spojitd v bodé d € (a,b), existuje F'(d) a plati F'(d) = f(d). (
krajnich bodech plati analogické tvrzeni s jednostrannou spojitosti f a derivaci F.)



Disledek

Disledkem véty 8.6 je postacujici podminka pro existenci primitivni funkce. Je-
li totiz funkce f spojitd na intervalu (a,b) a zvolime-li ¢ € (a,b) je funkce F' z véty
8.6 primitivni funkei k f na (a,b).

Véta 8.7: (Vztah mezi Riemannovym a Newtonovym integralem ze spojité
funkce)

Bud f spojitd na [a,b] . Pak f md Newtontv i Riemanntv integral na [a,b] a
plati

(R) / " flayde = (V) / ' fla)a

8.3. Uziti uréitého integralu

LVéta 8.8: (Existence a jednozna¢nost logaritmu)

Existuje jedind funkce f (nazveme ji pfirozeny logaritmus a znaéime f(z) =
In(z)), které spliiuje pozadavky

1. definiénim oborem je interval (0, co),

2. f je rostouci na (0, 00),

3.V x,y €(0,00) : f(zy) = fz) + f(y),

L 1) =0,

5. lim £ — 1.

r—1 z—1

II.V&ta 8.9: (Integralni kritérium konvergence fad)
Bud f spojitd, nerostouci a nezdporna na [1,00). Pak > 7, f(n) konverguje
pravé tehdy, kdyZ konverguje (N) [ f(z)dz.

III. Délka grafu funkce

Definice 8.6:

Bud ¢ spojité zobrazeni intervalu I = [a,b] C R do R.

Mnozinu K = {[z, ¢(z)],z € I} nazveme kiivkou, zobrazeni x — [z, $(x)] para-
metrizaci kiivky K.

Bud D ={a =2 <21 < ... <z, = b} déleni intervalu I.

Lomenou ¢arou L(D) odpovidajici déleni D nazveme sjednoceni usecek s kra-
jnimi body [z;—1, ¢(x;—1)], [, d(x;)] pro i = 1,...,n, délkou lomené ¢ary L(D) je
pak

d(L(D)) = Z V(@i —xi1)? + (¢(wi) — lwi—1))2.

?

=1
Definujeme délku kiivky d(K) takto
d(K) = sup{d(L(D))},

kde supremum se bere pfes vSechny lomené ¢ary odpovidajici délenim D intervalu
1.

Véta 8.10: (Délka kiivky )
Bud funkce f spojité diferencovatelnd na uzavieném intervalu I. Pak délka
kiivky K = {[z, f(z)],z € I}

d(K) = /1 V1T (F@)de.



Poznamka
1. Bud ¢ : I = [a,b] — R,, diferencovatelnd funkce na intervalu I. Pak je délka
kiivky {[¢(¢)];t € [a,b]} ddna vzorcem

b b n
D@ = [ o= [ \|S lolo)a

pokud integral na pravé strané existuje jako Newtontv nebo Riemanniv.
2. Budte f, g spojité na [a, b],

M = {[z,yl;x € [a,b],y € [9(x), f(x)]},

bud T téleso vzniklé rotaci mnoziny M kolem osy z, tj.
T ={[z,y,7] € Rg;z € [a,b], g°(x) <y* +2° < f2(2)}.

Pak je objem V(T) télesa T' dan vzorcem

b
vav:w/<qwf—w@VMm

3. Bud f spojité diferencovatelnd funkce na intervalu I = [a,b], bud P plocha
vznikld rotaci mnoziny M = {[z, f(x)], x € [a,b]} kolem osy z, tj.

P ={[z,y,z] € R3;z € [a,b],y* + 2* = f*(z)}

Pak je velikost plochy P déna vzorcem

/ 2rf(x)\/1+ (f'(x))%dx.



