6. Taylorav polynom
Pozorovani: .
Bud ¢ € R. Definujme py(x) = % Pak py je polynom stupné k a plati
k . . j
p,(c )(c) =1laVjeNy,j#k :p,(j)(c) =0.

Definice 6.1:(Taylortv polynom)
Bud f : R — R,c € Dy,n € Ny. Predpokladejme, Ze existuje f™(c) € R.
Nazveme Taylorovym polynomem Fadu n funkce f v bodé ¢ polynom

el = o s e
k=0 ’

Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme znaéit T, ¢ .(z) = T,(z). Ozna¢me dale
R () = f(z) = To().

Poznamka ]

Ziejmé je Vj = 0,...,n: fU)(c) = Tfl{}’c(c).

Véta 6.1:T (Nejlepsi aproximace Taylorovym polynomem)
Bud ¢ € R,n € Nyg. Pro n = 0 ptedpokladejme, Ze f je spojitd v bodé ¢; pro
n € N predpokladejme, Ze existuje f(")(c) € R. Bud P polynom stupné nejvyse n.

Pak
)~ P()
T—c (gj — C)"

pravé tehdy, kdyz P =T, ..

=0

Lemma 6.1:
Bud ¢ € R, P polynom stupné nejvyse n. Jestlize

lim L)

z—c (x — )"

:0’

pak P = 0.
Definice 6.2: (Symbol o)
Rekneme, ze f(z) = o(g(z)),z — c, jestlize g(x) # 0 na P(c) a

lim M =0.

v—e g(x)

Poznamka:
Vétu 6.1 tedy lze vyslovit tak, Ze za uvedenych predpokladt na f je f(z) —
Ty pe(x) =0((x —c)"),z — c

Véta 6.2:BD (Taylorova o tvaru zbytku )

Piepokladejme, Ze f ma vlastni (n + 1) derivaci na intervalu [c, 2] (v krajnich
bodech jednostrannou), bud ¢ spojitd na [c,z] s vlastni a nenulovou derivaci na
(c,z). Pak existuje £ € (¢, ) tak, Ze

(2 =" HE)(6(x) — 6(0))

F(@) = Tu(w) = Ra(z) = o0

1



Lagrangetuv tvar zbytku: Volime-li ¢(t) = (x —¢)"*!, dostavame

(@ =i g

Bn() = (n+1)!

Cauchyuv tvar zbytku: Volime-li ¢(t) = ¢, dostavame

O - - 9"

n!

R, (x)

Definice 6.3: (Taylorova fada)

7 v . v v 7 o ~ <k)
Necht f ma v bodé ¢ derivace vSech fada. Pak fadu ) - ! k,(c) (r—c)* nazveme

Taylorovou fadou funkce f v bodé c.
Piiklady Taylorovych rad
e =370 Ik—l;,x € R,
00 _ k
In(l+z) =72, (-1)" 1%@ € (-1,1),
. 0o 2k+1
sinx = Zk:o(_l)k7(§k+1)! , T € R,

50 2k
cosz =Y oo (—1)k Gt € R




