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Motto:
Neni jin€ rozumné vychovy nez prikladem; kdyz to nejde jinak, tak aspori odstrasujicim.
Albert Einstein

Toto je pracovni verze sbirky piikladi k zékladni pfednésce z obecné algebry. Sbirka pokryva zakladni témata,
ktera se vyskytuji ve vSech variantidch kurzu: zaklady strukturni teorie grup a okruhu, délitelnost v obecnych
oborech integrity, ivod do teorie téles. Déle jsou zafazeny rizné dopliujici partie: predevsim jde o prvni kapitolu
vénovanou obecnym algebram (hlavné pologrupam) a uspofddanym mnozindm, a dale rizné aplikace (teorie ¢isel,
Burnsideova véta, konstrukce pravitkem a kruzitkem atd.).

Jednotlivé kapitoly jsou na sobé nezavislé, lze je cvicit v libovolném poradi. Nékteré sekce v ramci jednotlivych
kapitol na sebe navazuji. Poradi tloh neni idealni, naptiklad tlohy uvedené v sekcich , Priklady a zakladni
vlastnosti“ je lepsi fesit az po procviceni pojma na konkrétnich prikladech. V dalsich verzich sbirky to snad
napravim.

Kazdéa sekce shrnuje teoretické poznatky z obecné algebry pouzivané ve cvicenich. Vétsina tloh je viceméné
elementarnich, nicméné nékteré typy tloh (linedrni grupy, maticové okruhy, rozsifeni téles atd.) vyzaduji znalosti
z lineirni algebry na drovni prvniho ro¢niku.

Hvézdicky oznacuji vyssi obtiznost ulohy. Jednohvézdickova cviceni zpravidla vyzaduji néjaky napad nebo
vétsi mnozstvi vypocti, dobry student by je vsak mél v dostateéném case zvladnout. Dvojhvézdickové tlohy pak
mohou byt pro dobré studenty vyzvou k otestovani svych znalosti. Pouziti navodu zpravidla dlohu o hvézdicku
zjednodusi.

Heslo [R] znadi, ze k tloze je na konci sbirky uvedeno feSeni. Heslo [N] znadi, Ze k uloze je na konci sbirky

uveden navod. Heslo [?7] znadi, Ze jsem tlohu jeS$té nefesil, a tudiz je mozné vadna.

Opakuji, Ze se jednd o pracovni verzi a Tada sekci neni v idedlnim stavu. Text s nejuétsi
pravdépodobnosti obsahuje chyby, neptesnosti, neresitelné ulohy, nefungujici ndvody a $patnd
resent :-) Jakékoliv opravy, ndvody, Teseni i zajimavd zadani uloh velice wvitam na wvedeném
emailu.

Date: 4. ledna 2018.
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I. Usporadani

Relaci < na mnoziné X nazyvame cdstecné uspordaddni, pokud je

(1) reflexivni, tj. © < x pro vSechna z,

(2) tranzitivni, tj. © <y a y < z implikuje z < z,

(3) a antisymetrickd, tj. x <y a y < z implikuje z = y.
Alternativné fikdme, ze (X, <) je usporddand mnoZina. Usporadéni se nazyva linedrni, pokud navic pro kazdé
x,y nastane z < y nebo y < z. Pokud z <y a x # y, piSeme = < y.

Rekneme, Ze prvek a € X je v (X, <)
e nejvuetsi, pokud pro kazdé b € X plati b < qa;
e nejmensi, pokud pro kazdé b € X plati b > a;
o maximadlni, pokud neexistuje zadné b € X takové, ze b > a;
e minimdlni, pokud neexistuje zadné b € X takové, ze b < a.

Necht Y C X. Rekneme, Ze prvek a € X je

e horni mez mnoziny Y, pokud a > y pro kazdy prvek y € Y;;

o supremum mnoziny Y, pokud to je nejmensi horni mez Y; znaci se a =sup Y.

e dolni mez mnoziny Y, pokud a < y pro kazdy prvek y € Y

e infimum mnoziny Y, pokud to je nejvétsi dolni mez Y'; znaci se a = inf Y.
Jinymi slovy, supremum mnoziny Y je nejmensi prvek mnoziny X, ktery je vétsi nez vSechny prvky Y. Podobné,
infimum mnoziny Y je nejvétsi prvek mnoziny X, ktery je mensi nez vSechny prvky Y.

Usporadana mnozina se nazyva svazové usporddand, pokud v ni existuji suprema a infima vSech dvouprvkovych

podmnozin (pak také zfejmé existuji suprema a infima vsech neprdzdnych koneénygch podmnozin). Nazyva se uplné
svazové uspoiddand, pokud v ni existuji suprema a infima vsech podmnozin. Casto se pouziva znadeni

aVb=sup{a,b} a aAb=inf{a,b}.

Priklad. e Linearni uspofadani jsou svazovd, a V b = max(a,b), a A b = min(a, b).
e (R, <) je svazové uspofddand, ale ne uplné, protoze inf R neexistuje.
o (RU{xo0}, <) je Gplné svazové usporadani.

Malou usporddanou mnozinu (X, <) je mozné zakreslit pomoci tzv. Hasseova diagramu. Jde o graf, jehoz
vrcholy tvofi mnozina X, pficemz porovnatelné prvky jsou nakreslené tak, ze mensi je nize, a hrana mezi dvéma
vrcholy a, b je nakreslena pravé tehdy, kdyz a < b a neexistuje zadné c spliujici a < ¢ < b.

1. Zjistéte, zda existuje a jaky nejmensi pocet prvkid mtze mit usporddand mnozina takova, ze
(a) ma alespon dva maximalni a alespon jeden minimalni prvek;
) ma alespon dva maximalni a alespon jeden nejmensi prvek;
) ma alespon dva nejvétsi, ale zadny nejmensi prvek;
) mé alespon jeden maximadlni, ale zaddny nejmensi prvek;
e) mé alespon jeden maximalni, ale zddny minimalni prvek;
) mé pravé jeden maximalni, ale ZAdny nejvétsi prvek;
) kazd& podmnozina supremum, ale nejakd podmnozina nemé infimum;
) jako (f), ale navic je svazové uspotfadana,
(k) kazda jeji podmnozina mé dolni i horni mez, ale pfitom neni svazové uspotradana.
Uvedte piiklady! [R]
2. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici usporadané mnoziny svazové uspordadané. [R]

A~ (g

3. Najdéte néjaké linearni usporadani na mnoziné N x N a na mnoziné C.

Lemma. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni pro usporddanou mnozinu (X, <).
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(1) (X, <) je uplné svazové usporddand.
(2) V (X, <) ezistuji infima viech mnoZin a obsahuje nejuétsi proek.
(3) V (X, <) existuji suprema vSech mnozin a obsahuje nejmensi prvek.

4. * Dokazte predeslé lemma. [R]

5. Bud X neprézdnd mnozina a ozna¢me P(X ) mnozinu vSech podmnozin mnoziny X. Dokazte,
ze je P(X) = (P(X), ©) Gplné svazové usporadand mnozina. [N]

6. Bud X neprazdna mnozina a ozna¢me Eq(X) mnozinu v8ech ekvivalenci na mnoziné X.
Dokazte, ze je Eq(X) = (Fq(X), C) uplné svazové uspofadand mnozina. [N]

7. Nakreslete Hassetv diagram svazi P({0,1,2}) a Eq({0, 1,2}).

8. Oznacme Pj;,(N) mnozinu vSech koneéngch podmnozin mnoziny N. Rozhodnéte, zda je
uspofddand mnozina (Pr;n(N), C) a) svazové, b) tplné svazové usporadana. [R]

9. Rozhodnéte, zda jsou usporadané mnoziny (N, |) a (NU{0},|) a) svazové, b) Gplné svazové
usporddané. Relaci | rozumime relaci délitelnosti (tj. a ,je mensi nez“ b, pokud a déli b);
uvédomte si, ze 0 je délitelnd jakymkoliv pfirozenym c¢islem. Co jsou sup a inf, pokud existuji?
[R]

10. Ozna¢me F mnozinu vSech funkci R — R. Pro f, g € F definujme f < g, pokud f(z) < g(x)
pro vSechna x € R. Je uspofddand mnozina (F, <) a) svazové, b) Gplné svazové usporadana?
Jaka by byla odpovéd, kdybychom uvazovali funkce (0,1) — (0,1)? [R]

11. Definujme uspofddani na mnoziné R x R pfedpisem (aj,a2) < (b1,b2), pokud ay = by
a a; < bp. Je (R x R, <) uspofddand mnozina? Pro které dvojice part existuje supremum a
infimum? [R]



I1. Délitelnost v oborech integrity

1. ELEMENTARNI TEORIE CISEL

Matematickd indukce je technika pro dokazovani vlastnosti pfirozenych cisel. Dokazeme-li, ze

(1) ¢islo 1 ma vlastnost V,
(2) pro kazdé n, ma-li ¢islo n vlastnost V, pak mé tuto vlastnost i ¢islo n + 1,

pak mizeme dedukovat, ze kazdé ptirozené ¢islo n méa vlastnst V.

12. Dokazte, 7e 7 | n” — n.

13. Dokazte, ze 9 | 4" 4 6n — 1.

14. Dokazte, ze 1 +2+ ... +n = %

15. Dokazte, ze 12 + 3>+ 52+ ...+ (2n — 1)? = w

16. * Sectéte fadu 12 + 22 + ... +n?. [N]

17. * Se¢téte Fadu 1° + 23 4 ... + n®. [N]

18. Dokaiite, 7 3 — & + o — ab + ...+ (=) 2 = L2 4 (—1)nt13n42),

Véta (Bézoutova rovnost). Pro kaZdou dvojici prirozenijch éisel a,b existuji celd &isla u,v splriujici
NSD(a,b) =u-a+v-b.
NSD i koeficienty u, v 1ze najit Eukleidovym algoritmem popsanym v nasledujici sekci.

19. Spoctéte NSD(1023,96) a NSD(168,396). V obou ptipadech najdéte koeficienty z Bézoutovy
rovnosti. [R]

Zavedeme znaceni
a=b (modm)
(¢teme a je kongruentni s b modulo m), pokud m | a — b, tj. pokud a a b dévaji stejny zbytek po déleni m.

Relace ,,byti kongruentni modulo m* je ekvivalenci, znaménko kongruence je tedy mozno pouzivat podobné jako
rovnitko. Je-li a = b (mod m) a ¢ =d (mod m), pak

e atc=bxtd (mod m);
e a-c=b-d (mod m);
e a* =" (mod m) pro libovolné k € N.

Pro kréaceni Ize pouzit vlastnosti

e a=b (mod m) & ca=cb (mod cm);

e jsou-li ¢, m nesoudélnd, pak a =b (mod m) < ca =cb (mod m).
20. Spoctéte posledni cifru ¢isla 99987, [R]
21. Dokaite, ze 13 | 1620 + 2921 4 4222,

22. Najdéte viechna z € Z spliujici a) 62 = 9 (mod 21), b) 10z = 5 (mod 21), ¢) 265z = 16
(mod 11). [R]

Véta (Cinska véta o zbytcich). Necht ma,...,m, jsou po dvou nesoudélnd prirozend Cisla, oznacme M =
mi - ... Mmy. Pak pro libovolnd celd ¢isla ay, ..., an existuje pravé jedno x € {0,..., M — 1}, které 7esi soustavu
kongruenct

z=a1 (modmi), ..., x=an, (modmy,).
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Prvni dvé tlohy se tdajné vyskytuji v nékteré ze staroéinskych a staroindickych matematickych knih.

23. General Chuan-wen poslal do bitvy tisic vojaka. Po bitvé chtél zjistit, kolik se jich vratilo.
Nechal je tedy nastoupit do fad po péti a zjistil, ze t¥i zbyli stranou. Pak je nechal nastoupit do
fad po Sesti, to zbyli také tii, a pak jesté po sedmi, to zbylo Sest. Nakonec je nechal nastoupit
po jedenécti a nezbyl zadny. Kolik vojaka prezilo bitvu? [R]

24. Skupiné t¥inacti pirati se podafilo uloupit bednu zlatych minci. Zkusili je rozdélit rovnym
dilem na tfinact hromadek, ale deset minci jim zbylo. O zbylé mince se strhla rvacka, pii niz
jednoho pirata propichli. Pfestali tedy bojovat a zkusili mezi sebe znovu rozdélit mince rovnym
dilem. Tentokrat zbyly tfi mince, o které opét zacali bojovat. V boji zahynul dalsi pirat a tak
si ostatni opét zkusili mince spravedlivé rozdélit, tentokrat aspésné. Kolik bylo nejméné minci,
které pirati ukradli? [R]

25. Najdéte vSechna (celoé¢iselnd) FeSeni soustavy z = 3 (mod 11), x = 6 (mod 8), z = 14
(mod 15). [R]

26. Najdéte vSechna feSeni soustavy 2z = —1 (mod 3), 3z =2 (mod 5), 3z =6 (mod 8). [R]
27. Najdéte vSechna feSeni soustavy 2z =3 (mod 6), 2z =1 (mod 5). [R]

28. Najdéte vSechna feSeni soustavy 2z =4 (mod 6), 2z =1 (mod 5). [R]

29. * Bud a4, ..., ag, n, b pfirozena ¢isla, polozme d = NSD(ay, ..., ar,n). Dokazte, ze kongru-
ence a1x] + ...+ apry = b (mod n) maé FeSeni pravé tehdy, kdyz d | b.

Zavedeme FEulerovu funkci pfedpisem

»(n) = pocet prvka v intervalu 1,...,n — 1 nesoudélnych s n.
Je-lin= plflpgz -...-pkm prvoéiselny rozklad ¢isla n, plati
k1— ko — k?n*
en) =P Ty T (= D(p2 = 1) - (P — 1),

30. Najdéte vSechna ¢isla n takova, ze ¢(n) = 18.
31. * Najdéte vSechna ¢isla n takova, ze o(n) | n.
32. * Sectéte 3y, p(k).

Véta (Eulerova). Jsou-li a,n nesoudélnd, pak a®™ =1 (mod n).

Véta (mald Fermatova). Je-li p prvocislo a pta, pak a?~' =1 (mod p).

33. Dokaite, ze 11 | 32000 4 42002 4 52001 [R]

34. Dokazte, ze 13 | 260 + 730, [R]

35. Spoctéte 121121 mod 18 a 127217 mod 129. [R]
36. Spoctéte 1313 + 151" mod 17.

37. Spoététe 2¢ mod 13, kde ¢ je soucasny letopocet.

7

38. Spoctéte 23 mod 9. [R]

3

39. Spoctéte 33" mod 28. [R]
40. Spoctéte 35" mod 35. [R]

3

41. Spoctéte posledni cifru éisla 23232 . [R]

42. Spoététe posledni dvé cifry &isla 875°™. [R]

43. Spoctéte a'®! mod 125 v zavislosti na a € Z. [R]

44. * Dokazte, ze pro libovolné n je ¢islo 22" + 3 slozené. [N]
45. Dokaite, Ze 5 | n® + 2n” + 3n® + 4n pro kazdé n € N. [R]

46. Reste v Z rovnici 2% + 2 + 2y =1 (mod 7). [R]
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47. ** Necht n = pq, kde p, g jsou lichd prvodisla. Dokazte, ze pro kazdé a nesoudélné s n ma
rovnice 72 = a (mod n) Zadné nebo pravé &tyii feseni. (Jinymi slovy, existuje-li néjaka druha
odmocnina z a modulo n, pak jsou tyto odmocniny pravé étyii.) [7]

48. Bud p prvoéislo a a € Z. Dokazte, ze pokud a? = 1 (mod p), pak a = 1 (mod p) nebo
a=—1 (mod p).

49. * Dokazte, ze ¢islo p je prvodislo pravé tehdy, kdyz
(p—1D!'=-1 (mod p).

[Wilsonovo kritérium| [N]

2. ZAKLADNI VLASTNOSTI OBORU INTEGRITY

Oborem integrity rozumime komutativni okruh s jednotkou, ve kterém pro kazdé a,b # 0 plati a - b # 0. (Tj.

neexistuji vlastni délitelé nuly.)

50. Dokazte, Ze télesa jsou obory integrity. [R]
51. Dokazte, Ze je-li R obor integrity, pak a) R[z], b) * R][[z]] také obor integrity. [N]
52. Pro kterd n jsou Z, obory integrity? [R]

53. a) Zjistéte, zda je okruh Z x Z oborem integrity. b) Necht Ry, ..., R,, jsou okruhy. Za jakych
podminek je direktni souéin R; x --- x R,, oborem integrity? [R]

54. Dokazte, ze v oborech integrity lze kratit, tj. pokud ab = ac pro néjaké a # 0, pak b = c.
[R]
55. Dokazte, ze konecné obory integrity jsou télesa. [N]

Rekneme, Ze a déli b v oboru R (piseme a | b), pokud existuje ¢ € R takové, ze b = ac. Alternativng,
pokud bR C aR. Rekneme, 7e prvky a a b jsou asociované (piSeme a || b), pokud a | b a b | a. Alternativng,
pokud aR = bR. Prvek a se nazyva invertibilni, pokud a || 1. Mnozina invertibilnich prvkd tvoif grupu s operaci
nasobeni, znadéi se R*.

Neni tézké nahlédnout, ze dva prvky a, b jsou asociované prave tehdy, kdyz existuje invertibilni prvek g takovy,

ze a = bq.
Priklad.
e v télesech je kazdy nenulovy prvek invertibilni; tedy a || b pro kazdé a,b # 0;
e v okruhu Z jsou invertibilni pouze prvky +1; tedy a || b & a = +b;
e v okruhu Z[i] jsou invertibilni pouze prvky +1 a +i.
e v okruhu RJz] jsou invertibilni pravé polynomy stupné 0, jejichz ¢len je invertibilni v R; tj. R[z]* = R™.

56. Rozhodnéte, zda je prvek z + 1 invertibilni v oboru Z[[z]]. [R]

57. * Bud T téleso. Dokazte, Ze mocninna fada Y a;z? je v T[[x]] invertibilni pravé tehdy, kdyz
ap 7'é 0.

Rekneme, Ze ¢ = NSD(a, b) (nejvétsi spolecny délitel), pokud c | a, c | b a pro kazdé d s vlastnosti d | a, d | b
plati d | c. Rekneme, 7#e ¢ = NSN(a,b) (nejmensi spolecny ndsobek), pokud c - NSD(a,b) = a - b. NSD a NSN
nemusi existovat. Pokud existuji, jsou urceny jednoznacné az na asociovanost.

Neinvertibilni prvek a se nazyva

o ireducibilni, pokud a = bc implikuje b || 1 nebo ¢ || 1;
e prvocinitel, pokud a | bc implikuje a | b nebo a | c.
Prvocinitelé jsou ireducibilni, opak nemusi byt pravdou.

Priklad.

v télesech zadné ireducibilni prvky nejsou;

v oboru Z jsou ireducibilni pravé prvky +p, p prvocislo;

v oboru C[z] jsou ireducibilni pravé polynomy stupné 1;

v oboru R[z] jsou ireducibilni pravé polynomy stupné 1 a ty polynomy stupné 2, které nemaji redlny
koren;

zP—1
r—1

v oboru Z[z], resp. Q[z], existuji ireducibilni polynomy libovolné vysokého stupné, nap¥. polynomy
pro libovolné prvocislo p.
v oborech Z,[z] (p prvocislo) existuji ireducibilni polynomy libovolné vysokého stupns.
v oboru Z[v/5] je prvek 2 ireducibilni, ale neni to prvoéinitel.
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[K procvic¢eni NSD, NSN a ireducibility vyuzijte tloh v nésledujicich dvou sekcich.]
58. * Spoctéte NSD(Y 20 (—1)%2(i—1)at, >°52, 3sin®(mi/4)2i T 2%) a) v oboru Q[[z]], b) v oboru
Z|[[x]]. [R]

Obor integrity se nazyva Gaussovsky, pokud kazdy nenulovy neinvertibilni prvek lze jednoznac¢né rozlozit na
souCin ireducibilnich prvkia. To je pravé tehdy kdyz existuji NSD vSech dvojic prvka a neexistuje nekone¢né
posloupnost vlastnich délitelt. V Gaussovskych oborech jsou vSechny ireducibilni prvky jsou prvocinitelé.

Obor, v némz je kazdy ideal hlavni, nazyvame oborem integrity hlavnich idedli (zkracené OIHI).

Obor integrity se nazyva Fukleidovsky, pokud na ném existuje Fukleidovskd norma, tj. zobrazeni v : R —
NU {0} spliujici
(0) »(0) =0;
(1) pokud a | b # 0, pak v(a) < v(b);
(2) pro kazdé a,b # 0 existuje q,r takové, ze a = bg +r a v(r) < v(b).
(Neformélné feceno, v Eukleidovskych oborech existuje déleni se zbytkem, ovSem podil a zbytek nemuseji byt
jednoznaéné uréené.)
Pro komutativni okruhy s jednotkou plati
Eukleidovsky obor = OIHI —> Gausstuv obor = obor integrity.
V Gaussovskych oborech existuji NSD, v OIHI pro né plati Bézoutova rovnost a v Eukleidovskych oborech
mizeme NSD i Bézoutovy koeficienty pocitat pomoci Eukleidova algoritmu:
e VSTUP: a,b € R, v(a) > v(b).
e VYSTUP: NSD(a,b) a u,v € R spliiujici NSD(a, b) = ua + vb.
® ap=a, up =1, vo = 0.
a1 =b,uy =0, vy =1.
Ait1l =T, Uib1 = Ui—1 — Uiq, Vit1 = Vi—1 — V;q, kde g, r zvolime tak, Ze

ai-1 =aiq+r a v(r) <via;).

Pokud aiy+1 = 0, odpovéz a;, u;, v;.
(Bézoutova rovnost iikéd pro kazdé a,b € R existuji u,v € R (Bézoutovy koeficienty) spliujici NSD(a,b) =
u-a+v-b.)
Priklad.
(1) Eukleidovské obory:
e libovolné téleso, s Eukleidovskou normou v(0) = 0 a v(a) = 1 pro kazdé a # 0;
e T[z] pro libovolné téleso T, s Eukleidovskou normou v(p) = 1 + deg(p);
e Z, s Eukleidovskou normou v(a) = |al;
e Z[i] a nékteré dalsi obory Z[+/s] jsou Eukleidovské, napt. pro s = —1, 42, 3 (rozumi se /—1 = i),
s normou v(a + by/s) = |a® — sb?|.
(2) OIHI:
o Z[1*L/19] je OIHI, ale neni Eukleidovsky.
(3) Gaussovské obory:
e (Gaussova véta) je-li R Gaussovsky obor, pak R[z1,...,z;] je také Gaussovsky obor;
e Z[z] je Gaussovsky obor a neni OIHI;
e R[z1,...,zx] neni OIHI kdykoliv k& > 2.
(4) Obory integrity:
e Je-li R obor integrity, pak Rlz1,...,zx] 1 R[[z1,...,zk]] jsou také obory integrity;
e libovolny podokruh (s jednotkou) télesa C je obor integrity;
e napt. Z[V/5], Z[iv/3] jsou obory integrity, ale ne Gaussovské.

59. * Bud T téleso. Rozhodnéte, zda je T[[x]] Gaussovsky obor. Je Eukleidovsky? [N] [R]
60. ** Najdéte obor integrity, v kterém existuji NSD vSech prvki, ale pfesto neni Gaussovsky.
[N]

61. Najdéte v oboru Z[x] idedl, ktery neni hlavni. [R]

62. Bud R obor integrity. Najdéte v oboru R[z, y| ideél, ktery neni hlavni. [R]

63. Bud T téleso. Dokazte, ze T[z] je Eukleidovsky obor.

64. Uvazujte obor Z|[x]. Pro¢ zobrazeni f — 1 + deg f neni Eukleidovskd norma? Uvedte
protiptiklad na Bezoutovu rovnost. [R]

65. Bud R obor integrity a v : R — NU {0} zobrazeni splnujici
8



(1) v(a) = 0 pravé tehdy, kdyz a = 0;
(2) pro kazdé a,b € R, pokud v(a) < v(b), pak bud a | b, nebo existuji u,v € R takova, ze
0 < v(au+bv) < v(a).
Dokazte, ze R je OIHI.

66. ** Dokaite, Ze Z[%] je OIHI. Pouzijte pfedchozi cviceni. (Tento obor neni eukleidovsky,
ale dokézat to je pomérné slozité.)

Poznamenejme, Ze sam Eukleides uvazoval problém nalezeni NSD v geometrické formé, jako néasledujici lohu:
Jsou dany dvé usecky. Najdéte nejhrubsi spole¢nou ,mérnou jednotku“ téchto usecek. Naptiklad, jsou-li dany
tsecky délek 6 a 14, nejvétsi jednotkou je 2. Eukleidtiv algoritmus lze provést geometricky, bez jakéhokoliv pouziti
Cisel: kratsi tsecku naneseme do delsi tolikrat, kolikrat se tam vejde a v dalsim kroku uvazujeme kratsi iisecku a
to co tam zbylo.

Krok i: f i F {

Kroki+1: H—H +F—

67. Necht jsou dany dvé tsecky. Dokazte, Ze se Eukleidv algoritmus pro tyto tUsecky zastavi
pravé tehdy, kdyz je pomér jejich délek racionalni. V tom pripadé je vysledkem jejich nejdelsi
spole¢na ,,mérna jednotka“.

3. OBORY POLYNOMU

68. Zjistéte, za jakych podminek v Z[z] plati 2™ — 1 | 2™ — 1. [R]
69. Spoctéte v oboru Z[z| zbytek po déleni polynomua z™ — 1 a 2™ — 1. [R]
70. Spoctéte v oboru Z[x] NSD polynomi z" — 1 a 2™ — 1. [R]
71. * Zjistéte, zda plati nésledujici tvrzeni pro libovolny obor integrity R a f € Rx]: jestlize
x—1| f(z"), pak 2™ — 1| f(z™). [N] [R]
72. * Dokazte, ze pro zadné n > 2 neexistuji nenulové polynomy f, g, h € Z[z] spliwjici f"+¢" =
h"™. V feseni muzete vyuzit Velkou Fermatovu vétu, které rika, ze neexistuji zddna nenulova celé
éisla s touto vlastnosti. [R]
Prvek a se nazyva kofen polynomu f, pokud f(a) = 0. Ekvivalentné, pokud x —a | f.
73. Urcete takové a € C, pro nez mé polynom f = 2z% — 2% — 112* — 23 + a2? + 2ax + 8 € C[z]
kofen 2. [R]
74. Najdéte polynom v Z[z], mezi jehoZ kofeny jsou ¢isla %, ia2—1i. [R]
75. Najdéte polynom f v Z[z] stupné 3 spliujici z — 1 | f a f(2) = f(3) = f(4). [R]
76. [VOID]
77. Najdéte komutativni okruh R a polynom f € R[x] stupné 2 s vice nez dvéma kofeny v R.

[R]

78. Uvazujte nekomutativni téleso kvaternion H a najdéte polynom f € H[x] stupné 2, ktery
ma vice nez dva koteny. [R]

ijl, kde a;; = ug_l au,...,u, € R. Navod: uva-
Zujte determinant jako polynom nad proménnymi uy, ..., u,. [tzv. Vandermondiv determinant]

(N] [R]

Na zjistovani existence racionalniho kofene celo¢iselného polynomu lze pouZit nésledujici jednoduché kritérium.

79. * Spoctéte determinant matice A = (a;)

Tvrzeni. Necht f =37 a:x' € Z[z], an # 0. Md-li polynom f raciondini koren = (kde r,s jsou nesoudélnd
celd ¢isla), pakr|ao a s | an.

80. Dokazte kritérium existence racionalniho kofene. [N]
81. Najdéte vSechny racionélni kofeny polynomu
(a) 22% — 22 + 3,
(b) 1225 + 82 — 852* + 1523 + 5522 + x — 6,
9



(c) 42" — 162 + 2 + 552* — 3523 — 3822 + 122 + 8.
[R]
V oboru polynomti nad télesem
(1) polynomy stupné nula jsou invertibilni;
(2) polynomy stupné 1 jsou vzdy ireducibilni;
(3) polynom stupné 2 nebo 3 je ireducibilni pravé tehdy, kdyz neméd kofen;
(4) mohou existovat ireducibilni polynomy stupné 4 a vice, které nemaji kofen.

Polynom f = 3" a;x’ nazyvame primitivni, pokud NSD(ao,...,a,) = 1. Je-li f € Z[z] primitivni, pak je
ireducibilni v Z[x] pravé tehdy, kdyz je ireducibilni v Q[x].

Véta (Eisensteinovo kritérium). Bud f = >0 a;x’ primitivnd polynom v Z[x]. Pokud existuje prvocislo p
splitugici p | ao, p| a1, ..., p| an—1 a p*{ ao, pak je polynom f ireducibilni v Z[x].

82. Je polynom 2z° + 4 ireducibilni v oborech C[z], R[z], Q[z], Z[x], Z5[z]? [R]

83. Jsou polynomy 2° + 3z — 2, 422 — 1 a 27 + 2 ireducibilni v oboru Z[z]? [R]

84. Najdéte vSechny ireducibilni polynomy a) v C[z], b) v R[z]. [R]

85. Najdéte vSechny ireducibilni polynomy a) v Zsg[z] stupné < 5, b) v Zg[z] stupné < 4.

86. * Bud p prvocislo. Dokazte, Ze je-li a generator grupy Z;, pak je polynom z¥ — x + a
ireducibilni v Zp[z]. [?] [N]

87. Zjistéte, zda plati nasledujici tvrzeni pro kazdé f € Q[x] a a € Q: jestlize f je ireducibilni,
pak f(x + a) je ireducibilni. [R]

88. * Dokaite, Ze pro kazdé prvocislo p je polynom - =L ireducibilni v Z[z]. [N]

89. * Dokazte Eisensteinovo kritérium. [N]

4

90. Rozlozte polynom x% — 22 — 2 na souéin ireducibilnich prvké v oborech C[z], R[], Q[z],

Z5[l’], Zg[x] [R]

91. Rozlozte na soucin ireducibilnich prvki v oboru Z[z] nasledujici polynomy: 2% +1, x4+ 22 +1,
2t a3+ 2?4+ 2+ 1, 222 4+ 92 + 10. [R]

92. Rozlozte na souéin ireducibilnich prvki v oborech Z[z] a Q[z] néasledujici polynomy: 223 +
422 — 2z + 4, 223 + 322 4 22 + 3. [R]

93. Rozlozte na souéin ireducibilnich prvki polynom z® + 323 + x 4+ 3 v oboru Zs[z]. [R]

94. Rozlozte na soucin ireducibilnich prvki v oboru Zs|x] nasledujici polynomy: z3 + 22 + 2,
2422 —x+1, 25 +1. [R]

95. Rozlozte na souéin ireducibilnich prvka polynom 2z° + z% — 22
Z|z] a Zs[x]. [R]

96. * Rozlozte na souéin ireducibilnich prvki a) polynom z!5 — 1 v oboru Zs[x], b) polynom
28 — 1 v Zs[z]. [R]

Pfipomenme, ze obory T[z], T téleso, jsou Eukleidovské, pro poé¢itani NSD a koeficienttt z Bézoutovy rovnosti
tedy lze pouzit Eukleidtv algoritmus. Druha moznost je porovnat ireducibilni rozklady obou polynomii.
Mame-li neeukleidovsky obor R[z] (jako napf. Z[z]), miZeme pouzit nésledujici rovnost:

NSDri(f, 9) = NSDr(pc(f), pe(g)) - NSDqa) (pp(f), pr(9)).

Zde Q znaci podilové téleso oboru R a pro h = >0 a;z’ se rozumi pc(h) = NSD(ao,...,an) a pp(h) =

i=0 pe(h) L

97. Spoctéte NSD(z* + 223 + 22 + 22, 22° + 2* + x + 2) a koeficienty z Bézoutovy rovnosti v
oboru Zs[z]. [R]

98. Spoctéte a) NSD(z* + 322 + 4z, 222 — 22 — 4), b) NSD(2* + 1,23 — 1), ¢) NSD(2* — 322 —
22 +4,2% — 22 — 2+ 1) v oboru Q[z]. [R]

99. Spoctéte NSD(222 + 1,z2* — 23 4+ 222 — x — 1) v oborech Q[x] a Z3[z]. [R]

100. Spoététe a) NSD(z* — 22% + 22 + 1,23 — 2 +2), b) NSD(2° + 23 + 22 — 22 + 2,26 + 2° +
2z% + 23 + 222 — 22 — 1) v oboru Zs[z]. [R]

3 _ 22 — 42 — 2 v oborech
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101. Spoctéte NSD (26 — 2% — 22 + 1, 2% + 323 + 322 + 3z + 2) v oborech Q[z] a Zs[x]. [R]
Derivaci polynomu f = > a;z* rozumime polynom

n—1

f/ = Z(’L + 1)ai+1xi.

=0

Pro k > 0 definujeme k-tou derivaci indukci jako f(© = f a f® = (f=1)’,
102. Bud R komutativni okruh s jednotkou, f,g € R[z] a n € N. Dokazte

(1) (f+9)=f+7"

2 *(f-9)=fg+df;

3) (f) =n-fr=t-f.
103. * Bud R komutativni okruh s jednotkou, f,g € R[z] a n € N. Dokazte (f - g)") =
S o (1) - £9 . g(=9 [Leibnitzova formule]. [N]

7
Prvek a se nazyva n-ndsobny koren polynomu f, pokud

)n+1

(x—a)"|p a (z—a)"" {p.

Vé&ta. Bud R obor integrity charakteristiky n, a € R, 0 # f € R[z] a pFedpoklddejme deg f < n nebo n = 0. Pak
a je n-nasobnym kotenem polynomu f prdvé tehdy, kdyz f<k)(a) =0 pro vsechna k =0,...,n—1, ale nikoliv pro
k=n.

104. Zjistéte nasobnost kofene —1 polynomu z° — az? —ax +1 € Q[z] v zévislosti na parametru
a € Q. [R]

105. Najdéte vSechna a, b € Q takova, ze polynom (z —1)? déli v Q[x] polynom az™*! +bz™ — 1.
[R]

106. Najdéte vsechna a, b € Q takova, Ze polynom z° + az> + b mé dvojnasobny kofen v Q. [R]
107. Zjistéte nasobnost

(a) kofene 1 v polynomu z* + 223 + 2 + 3z + 3 € Zs[z];
(b) kofene 6 v polynomu z? + 3% — 22 + 3z — 1 € Zz[x];
(c) kotene 1 v polynomu x# + 23 + 2z + 2 € Zs[z].

[R]

108. Najdéte vSechny aspoii dvojnasobné kofeny polynomu x6+72°+18z*+2523 42522 +8z—12
v Q. [R]

109. Najdéte vSechny asponn dvojndsobné koieny polynomu z? — 23 — 22 + z + 1 v C. [R]
110. * Najdéte vSechny aspoii dvojnasobné kofeny polynomu 20 + 625 + 1524 4 2023 + 1222 — 4
v Q. [N]

111. Polynom z* + 2iz® + 22 + 2iz + 1 € C[z] ma v C dvojnasobny kofen. S vyuZitim této
vlastnosti jej rozlozte na ireducibilni ¢initele. [7]

Pomoci série cviceni si odvodime tzv. Cardanovy vzorce na vypocet kofent polynomu druhého, tietiho a

¢tvrtého stupné. VSechny tlohy feste v oboru komplexnich ¢isel.

112. Odvodte vzorec pro kofeny polynomu az? 4 bx + c. [N]

113. Bud f = an2"™ + ap_12™ ' + ... 4 ag. Navrhnéte substituci tak, aby vznikl polynom s
nulovym koeficientem u (n — 1)-té mocniny. [R]

Tartaglitw postup v§poétu kofenti polynomu > + px + q.
114. Vsimnéte si, ze libovolna u, v splinuji
(u — ) + 3uv(u —v) + (v* —u®) = 0.

Dokazte, ze feSenim soustavy
3uv = p, v’ —u’ =gq



je dvojice
3/ —@q + \/5 3 q + \/E

B 2 B 2
kde D = ¢® + %p3, a dedukujte, ze £ = u — v je kofenem daného polynomu.
115. Ovéite, ze druhé feSeni této soustavy, totiz dvojice u = 1/ #, v = v/ q—;/ﬁ , dava
stejny kofen x.
116. Budw =e¢

= % + @z komplexni tfeti odmocnina z jedné. Dokazte, Ze

27i
3

o =UuU—0, mlzwu—w%, x2:w2u—wv

jsou praveé vSechny koreny daného polynomu.
117. Najdéte kofeny polynomu z3 — 6z — 9. [R]
118. Najdéte kofeny polynomu z3 — 15z — 4. [R]

Ferrariho postup vypoctu kofenti polynomu z* + pa? + gz + 7.
119. Napiste si rovnici ve tvaru

zt 4+ 2a2® + o® = —px? — gz — r + 2a2? + a2

Leva strana je rovna (22 + a)?. Najdéte a takové, aby i prava strana byla jako polynom druhou
mocninou. Poté obé strany odmocnéte a dedukujte vzorec.
120. Najdéte vSechny kofeny polynomu z* + 22 + 42 — 3 v oboru komplexnich ¢isel. [R]

121. Najdéte vSechny kofeny polynomu z* + 22 4+ x 4 1 v oboru komplexnich ¢isel. Komplexni
¢isla ve vysledku nemusite odmocnovat. [R]

4. CiSELNE OBORY

V této sekci bude s znacit ¢islo, jez neni délitelné druhou mocninou prvocisla. Definujme zobrazeni
v: Z[\s] = NuU {0}, a+by/s s |a® — sb?|.
Pro kazdé u,v € Z[y/s] plati

(1) v(u) =1 & wu je invertibilni;
(2) v(u-v) =v(u)- v).

Tedy pokud u | v, pak v(u) | v(v).

122. Dokazte obé& piedchozi tvrzeni. [R]

123. Spoététe prvky grup Z[i]*, Z[iv/2]* a rozlozte tyto grupy na souéin cyklickych grup. [R]
124. Vimnéte si, Ze grupa Z[v/2]* je nekoneéna a najdéte v ni prvek nekoneéného fadu. [R]
125. ** Je grupa Z[v/2]* kone¢né generovana? [?] [N]

126. Rozlozte v Z[i] na soucin ireducibilnich prvka nésledujici ¢isla: 4+ 24, 5i, 1 — 54, 6, 11. [R]
127. * Dokaite, Ze &islo a + bi, a,b # 0, je ireducibilni v oboru Z[i] pravé tehdy, kdyz je a® + b?
prvocislo. [N] [R]

128. Dokazte, Ze pokud je p prvocislo a p = 3 (mod 4), pak je ireducibilni v oboru Z[i]. [R]
129. ** Dokazte, Ze pokud je p prvoéislo a p = 1 (mod 4), pak neni ireducibilni v oboru Z[i].
[N]

130. Rozlozte v Z[iv/2] na souéin ireducibilnich prvki nasledujici &isla: 1 + 3iv/2, 5, 2 + 2iv/2.
[R]

131. Ovéite, Ze prvky 2,v/5+1,v/5 —1 jsou ireducibilni v oboru integrity Z[v/5] a 7e 2 Jf v/5+ 1.
Protoze 4 =2-2 = (v/5+1) - (v/5 — 1), obor Z[v/5] neni Gaussovsky.
132. S vyuzitim piedeslé tlohy najdéte v oboru Z[v/5] a) ireducibilni prvek, ktery neni prvoéi-
nitel, b) prvky a, b, pro néz neexistuje NSD(a, b). [R]
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133. Dokaite, ze obor Z[iv/3] neni Gaussovsky. [R]

Pro nékterd s je uvedené zobrazeni v Eukleidovskou normou na oboru Z[/s]. Nap¥. v Z[i] 1ze nalézt prvky
q,r z podminky (2) takto: bud

z= % eC
presny podil v C a ozna¢me ¢ nejblizsi prvek Z[i] k prvku z (tj. takovy, Ze |z — ¢| je minimdlni; je-li jich vice, pak
libovolny z nich) a r = a — bg.
134. Dokazte, ze pravé definovana ¢, r splituji a = bqg +r a v(r) < v(b). (Tedy Ze v je skutecné
Eukleidovska norma na Z[i].) [R]
135. Dokazte, Ze obory Z[iv/2] a Z[w] jsou Eukleidovské. Zde w = €2™/3 zna&i komplexni tieti
odmocninu z jedné. [R]
136. * Dokazte, 7e obory Z[v/2] a Z[+/3] jsou Eukleidovské. [N]
137. Spoctéte v Z[i] NSD a NSN ésel a) 3 + 4,4 + 2i, b) 3 + 6i,12 — 3i, ¢) 5+ 3i, 13 + 18i d)
85,1+ 13¢. [R]
138. Zjistéte, zda je mnozina {a € Z[i] : 3+ 6i | a a 12 — 3i | a} a) ideal, b) hlavni idedl oboru
Z[i]. Pokud ano, najdéte generator. [R]
139. Zjistéte, zda je mnozina {a € Z[i] : 4 | v(a) a 7 — 3i | a} a) ideél, b) hlavni ideal oboru
Z[i]. Pokud ano, najdéte generator. [N] [R]

Neékteré diofantické rovnice (rovnice v oboru celych ¢&isel) lze Gspésné Fesit vyuzitim teorie délitelnosti v oborech
ZIV3).
140. * Reste v Z rovnici 22 + 1 = y3. Navrh postupu: rozlozte 2 +1 = (x +1)(x — i) a uvazujte
ireducibilni rozklad tohoto ¢isla v oboru Z[é]. [N] [R]
141. * Reste v Z rovnici 22 + 2 = y3 (viz predchozi cviceni; ovSem rozlozte 22 + 2 = (z +
V/2i)(z — +/2i) a uvazujte ireducibilni rozklad tohoto ¢isla v oboru Z[iv/2]). [R]
142. ** Reste v Z rovnici 22 4+ 4 = 3. [R]
143. ** Reste v Z rovnici 22 + 49 = 13,
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II1. Grupy

1. PRIKLADY A ZAKLADNI VLASTNOSTI

Grupou nazyvame algebru G = (G, %, , e) typu (2, 1,0) spliiujici pro kazdé a,b,c € G

(1) a*(bxc) = (axb)*c,
(2) axe=exa=aq,
(3) axa' =d' xa=ce.

Grupa se nazyva abelovskd, pokud je operace % komutativni, tj. a * b = b % a pro kazdé a,b € G. Algebry (A, *)
splitujici podminku (1) se nazyvaji pologrupy, algebry (A, *, e) spliiujici podminky (1) a (2) se nazyvaji monoidy.
Zobrazeni Lo, Ro : G — G definovand L,(z) = a*z, Ro(x) = % a se nazyvaji levd a pravd translace prvku a
v grupé G. Jsou to permutace na G. Naopak, pokud algebra (G, , €) spliiuje podminky (1) a (2) a vSechny jeji
translace jsou permutace, pak existuje (jednoznaéné urcéend) operace ' takova, ze G = (G, *,’,e) je grupa.

Priklad.

(1) Abelovské grupy:

e (Aditivni) grupa celych ¢isel Z = (Z,+, —,0).

o Cyklické grupy Z, = ({0,1,...,n — 1}, 4 mod n; — mod n,0)-

e Pro libovolné téleso T lze uvazovat

— aditivn? grupu (T, 4+, —,0) a
— multiplikationi grupu T* = (T ~ {0},-,7*, 1).
(Ptipomenime télesa Q, R, C a kone¢né télesa Zj.)

e Obecngji, pro libovolny komutativni okruh R lze uvazovat grupu invertibilnich prvki R™.

Zv14st zajimavym pripadem je grupa Z; s nosnou mnozinou vsech éisel k € {1,...,n — 1} ne-
soudélnych s n, operaci nadsobeni modulo n a s jednotkovym prvkem 1. Z Eulerovy véty plyne, ze
a' = a*™~!" mod n.

e Grupa komplexnich jednotek ({z € C : |z| = 1},-,7*, 1) a jeji podgrupy. Mezi nimi jmenujme napf.
grupy C, sestavajici ze véech kofenti polynomu z" — 1 a tzv. Priferovu p-grupu Cpee = |J7Z, Cpr
sestavajici ze vSech komplexnich ¢isel z spliujicich =1 pro néjaké n.

(2) Neabelovské grupy:
e Symetrickd grupa

Sx = ({g : g je permutace na X},of1 ,id),

kde o zna&i sklddani permutaci, ~! invertovani permutaci a id identitu. Je-li X = {1,...,n}, pak
misto Sx piSeme S,,. Mezi jejimi podgrupami zminime
— alternugici grupu A, vSech sudych permutaci;
— dihedrdlni grupu D2, vSech symetrii pravidelného n-tthelnika;
— nejraznéjsi grupy symetrii geometrickych téles, automorfismu graft a dalsich struktur, ...
e Obecnd linedrn? grupa

GL,(T) = ({A: A je regularni matice n x n nad télesem T},-, "', E),

kde - znaéi maticové nasobeni, ~! invertovani (regularnich) matic a F jednotkovou matici. Mezi
jejimi podgrupami zminime napft-.
— specialni linedrni grupu SL, (T) vSech matic s determinantem 1;
— ortogondlni grupu GO,,(T) viech ortogonalnich matic, tj. takovych A co spliauji AAT =
E. (Nad télesem R to odpovidd maticim, jejichz fadky, resp. sloupce, jsou ortonormalni
vektory vzhledem k standardnimu skaldrnimu souéinu.)
e Kuvaternionovd grupa Q = {%1, 44, +4, £k} s ndsobenim danym i*> = j2 = k> = —1,4j = —ji = k,
itk =—ki=—j, jk=—kj=1.

Symetrické a linedrni grupy jsou v jistém smyslu charakteristické piiklady, nebot kazdou grupu lze vnotit do
néjaké symetrické grupy (Cayleyova reprezentace) a kazdou koneénou grupu lze vnorit do néjaké obecné linedrni
grupy nad libovolnym télesem (linedrni reprezentace).
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n grupy s n prvky
1 71

2 Za

3 Z3

4 Za, Lo X Lo

5 Zs

6 Ze, S3 = Ds
7 Zr

8 | Zs, Lo X Ly, Lo X L2 X L2, Ds, Q
p Ly

p? Lz, Lp X Ly
2p Zap, Dap

Tabulka obsahuje seznam vsech maljch grup a nékolik obecnych vysledki; zde p znaci libovolné prvocislo.

Kazda grupa s n prvky je izomorfni pravé jedné z grup uvedenych v pravém sloupci.

144. Rozhodnéte, zda pro danou mnozinu A a danou operaci (ozna¢me ji zatim *) existuji
operace ' a konstanta e tak, aby (A4, *,’, e) byla grupa. Které z téchto grup jsou abelovské?

(1) A=Q, operace -
2) A =Q, operace —
3) A=Q, operace * deﬁnovana axb=|a-b|.
4 Q\{O} operace o definovand aob=a-bproa>0aaob= ¢ proa <0.
Z, operace * definovand a x b = a + (—1)%.
(Q), operace +.
(Q), operace -.
n(Z), operace -.
), operace M.
(10 X), operace U.
(1 X), operace A definovand UAV = (U N V)U (V N\ U).

Zde P(X) zna¢i mnozinu vSech podmnozin dané mnoziny X. [R]

Ut

D>h>h>h>h>h>h>h>
Il
Q

8
9

[
ST

(2)
(3)
(4)
()
(6)
(7)
(8)
(9)
10)

1)

145. Bud G = (G, *,”,e) grupa a a € G. Definujme novou operaci na G predpisem zoy = xxaxy.
Dokazte, Ze existuji operace ” a konstanta u tak, aby (G,o,” u) byla grupa. [R]

146. Bud G = (G, *,’,e) grupa a a, b, ¢ € G. Spoctéte viechny = € G takové, ze cx ((a?*z)*b') =
¢« b%. [R]

147. Dokazte, 7e Z7, je skuteéné grupa. Najdéte a) prvek 107! v grupé Zj,, b) prvek 207! v
grupé Z¢,. [N] [R]

Rddem grupy G se rozumi velikost mnoZiny G.
Rddem prvku a v grupé G se rozumi nejmensi n > 0 takové, Ze a” = e, pokud takové n existuje; v opacném

ptipadsé je fad co. RAd prvku se znadi |al. Je-li grupa G kone¢nd, pak ¥ad kazdého jejiho prvku déli |G|.

148. Dokazte, ze v kazdé grupé sudého radu existuje prvek radu 2.

149. Dokazte, Ze kazda grupa, ve které maji vSechny prvky fad 1 nebo 2, je abelovska.

150. * Bud G = (G, ,’, e) grupa a a jeji prvek fadu mn, kde m, n jsou nesoudélné. Pak existuje
b,c € G takové ze a =bxc a |b| déli m a |c| déli n. [N] [R]

151. Bud G = (G,*,,e) grupa a a,b jeji prvky koneéného fadu spliujici a * b = b * a. a)
Dokazte, ze a * b je koneéného Fadu a |a * b| déli NSN(|al,|b|). b) * Jsou-li |a|, |b] nesoudélné,
dokazte, ze |a x b| = |a| - |b].

Podalgebry grupy G = (G, *,’,€) se nazyvaji podgrupy. Jinymi slovy, je-li H C G podmnoZina obsahujici
prvek e a spliujici pro kazdé a,b € H podminky o’ € H a a*b € H, pak grupu H = (H,*,’, e) nazyvame
podgrupou grupy G (operacemi se rozumi restrikce ptivodnich operaci na mnozinu H); téz fikdme, Ze mnozina
H tvori podgrupu grupy G. PiSeme H < G. Podgrupy G a {e} nazyvame nevlastns.

Véta (Lagrangeova). Je-li H podgrupa koneéné grupy G, pak |H| déli |G|.
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152. Dokazte, ze podmnozina H C G tvoii podgrupu grupy G = (G, x,’, e) pravé tehdy, kdyz
axb € H pro kazdé a,b € H. [R]
153. Dokazte, ze koneénd podmnozina H C G tvoii podgrupu grupy G = (G,x*,’ e) pravé
tehdy, kdyz a * b € H pro kazdé a,b € H.
154. Je pravda, Ze prvky kone¢ného Fadu vzdy tvoii podgrupu dané grupy? [R]
155. Je pravda, ze prvky kone¢ného fadu vzdy tvori podgrupu dané abelovské grupy? [R]
156. Bud G = (G, *,’, e) grupa a A,B jeji podgrupy. Dokazte, ze a) A N B tvori podgrupu, b)
A U B tvoii podgrupu préavé tehdy, kdyz A C B nebo B C A;c) AB={axb:a € Abc B}
tvori podgrupu pravé tehdy, kdyz AB = BA.
157. * Bud G kone¢na grupa a A,B jeji podgrupy. Dokazte, ze |A| - |B| = |AN B| - |AB|.
158. Bud G grupa velikosti p*, p prvoéislo. Dokazte, ze G obsahuje prvek fadu p. [R]

Nejmensi podgrupa grupy G = (G, ,’, e) obsahujici danou mnozinu X C G se nazyva podgrupa generovand
mnoZinou X a znadi se (X)q. Plati

(X)a = {2 sab? s«  wafr oz zne X, ki, ...k, €Z).
Rozumise 2" =gz ...xxprok >0,z =2'%...x2' prok<0az’ =e.
k —k

159. Dokazte predchozi tvrzeni.
160. Bud G = (G, *,’, e) grupa a A, B jeji podgrupy. Dokazte, ze

(AUB) ={a; xby*...xa,*xby:a1,...,an € A, b1,...,b, € B}.

Bud G = (G,*,,e) a H = (H,-,”',1) grupy. Zobrazeni ¢ je homomorfismus G — H, pokud pro kazdé
a,b € G plati
p(axb) = p(a) - p(b).
Pojmy monomorfismus (neboli vnofent), epimorfismus, izomorfismus, endomorfismus a automorfismus se pouzi-
vaji stejné jako pro obecné algebry. Definujeme

e jddro homomorfismu ¢ predpisem
Ker(p) ={a € G: p(a) =1}
e obraz homomorfismu ¢ predpisem
Im(p) ={b € H : b= ¢(a) pro néjaké a € G}.
Jadro tvofi (normélni) podgrupu grupy G a obraz tvoii (ne nutné normalni) podgrupu grupy H. Homomorfismus
je prosty pravé tehdy, kdyz je jeho jadro trividlni.
161. Bud G, Gq,...,G,, abelovské grupy a f; : G; — G, i =1,...,n, homomorfismy. DokaZte,
7e zobrazeni
f:G1x...xG, =G, (a1,...,an)— fi(ar) *...% fn(ay)

je také homomorfismus.
162. Bud G = (G, *,’,e) grupa. Dokazte, ze zobrazeni G x G — G, (z,y) — x * y, je homo-
morfismus pravé tehdy, kdyz je G abelovska.
163. Dokazte, Ze zobrazeni x — 2’ je automorfismus grupy G = (G, *,’, e) pravé tehdy, kdyz je
G abelovska.
164. Dokazte, Ze zobrazeni z — x xx je endomorfismus grupy G = (G, *,’, e) pravé tehdy, kdyz
je G abelovska.
165. Bud G = (G, *,’,e) grupa a ¢ : G — G zobrazeni. Dokazte, ze ¥ (x xy) = ¢ (y) * ¢(x) pro
kazdé x,y € G pravé tehdy, kdyz existuje endomorfismus ¢ grupy G takovy, ze ¥(z) = p(z’)
pro vSechna x € G. [N]

Tzomorfismem rozumime bijektivni homomorfismus. Rekneme, ze grupy G a H jsou izomorfni, zna¢ime G ~ H,
pokud existuje izomorfismus G — H.

Tvrzeni. Bud G = (G,-,”*,1) abelovskd grupa, A, B jeji podgrupy a piedpoklddejme, e ANB = {e} a AB = G.
Pak G ~ A x B.
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166. Dokazte predchozi tvrzeni.

167. Bud A a B normalni podgrupy grupy G. Dokaite, ze AB = {ab : a € Ab € B}
tvofi normalni podgrupu grupy G. Daéle dokazte, ze pokud AN B = {1} a AB = G, pak
G ~ G/A x G/B. Néavod: Uvazujte homomorfismus = — (zA,xB). Obtizné je dokazat, ze je
toto zobrazeni na. K tomu se hodi pozorovani, ze pro kazdé x € G existuje b € B takové, ze
A = bA a analogicky pro zB.

168. Dokazte, ze grupa Z3, neni cyklicka pro zadné k > 2. [N]

Chceme-li dokdzat, ze dané dvé grupy nejsou izomorfni, hodi se nalézt tzv. invariant (vlastnost zachové-

vana izomorfismem), ktery v jedné grupé plati a v druhé nikoliv — viz konec tivodni kapitoly sbirky. Jednim z

vivs

169. Necht ¢ : G — H je izomorfismus grup. Dokazte, ze pro kazdé a € G plati |a| = |p(a)|.
[N]
170. Najdéte dvé neizomorfni grupy, které maji stejny pocet prvka vsech fadu. [R]

171. * Najdéte dveé konecné neizomorfni grupy, které maji stejny pocet prvki vsech radu. [7]

172. Dokazte, ze grupy uvedené v tabulce malych grup jsou navzajem neizomorfni.
173. Dokazte, Ze neexistuji jiné dvou, tii a ¢tyfprvkové grupy (aZ na izomorfismus). [N]
174. * Dokazte, ze neexistuji jiné Sestiprvkové grupy (aZ na izomorfismus). [N]

175. ** Dokazte, Ze neexistuji jiné osmi a devitiprvkové grupy (az na izomorfismus).

Prvky a,b grupy G = (G, *,, e) se nazyvaji konjugované, pokud existuje prvek c € G takovy, ze a = cxbxc'.

176. Dokazte, ze relace definovand x ~ y < =z, y jsou konjugované, je ekvivalence na mnoziné
G. Jak vypada v pripadé, ze je G abelovska?

2. CYKLICKE A ABELOVSKE GRUPY

177. Spoctéte a) fad prvku 60 v grupé Zgy, b) fad prvku 18 v grupé Zsy, c¢) fad prvku 11 v
grupé Zi,y, d) fad prvku 7 v grupé Zj,. [R]

178. Urcete, kolik prvka kterého fadu obsahuji grupy a) Zie, b) Zj.

179. Urcete, kolik prvka kterého fadu obsahuji grupy a) Zag, b) Z3,.

180. Pro kazdé n € NU {oo} najdéte v grupé C* prvek fadu n. [R]

181. * Dokazte, ze pokud k | n, pak grupa Z, obsahuje pravé ¢(k) prvka fadu k, kde ¢ je
Eulerova funkce.

182. Sectéte ka p(k). N1 [R]

183. Rozhodnéte, zda mnozina {z € C: |z| = 1} tvofi podgrupu grupy a) C, b) C*. [R]
184. Rozhodnéte, zda iracionalni ¢isla tvofi podgrupu grupy a) R, b) R*. [R]
185. Dokazte, ze libovolné dvé vlastni podgrupy grupy Q maji netrivialni prunik. Plati toto
tvrzeni i pro grupu R? [R]
186. Dokazte, ze Q = ({% :n € N}). Existuje néjakd koneéna mnozina generdtoru této grupy?
[R]
187. Spocététe prvky podgrup (28,63)z a (15,18, 40)z. [R]
188. Spoctéte prvky podgrup (18,33,69)q, (2)g, (2, 2)g a (2, Z)g. [R]
189. Spoctéte prvky grup (i)c-, <—% + ?i)c* a (2,4)c~. [R]
190. Dokazte, ze Z,, = (a) pravé tehdy, kdyz jsou a,n nesoudélné. [N]
191. * Uzitim ptredchoziho cviceni dokazte, ze grupa Z, obsahuje pravé ¢(k) prvki fadu k, pro
kazdé k | n.
192. Uzitim predchoziho cvifeni se¢téte fadu ., ¢(k). [R]
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193. * Spoctéte vSechny podgrupy grupy Z.

194. Spoctéte vsechny podgrupy grup Zs, Zi2 a Zs4.

195. Spoctéte vsechny podgrupy grup Z, Z; a Zg.

196. Dokazte, ze podgrupa aZ, = {ax modn : x = 0,...,n — 1} grupy Z, je generovani
prvkem NSD(a,n). [N]

197. Uzitim pfedchoziho cviceni dokazte, ze podgrupy grupy Z, jsou pravé aZ, a | n.

198. Ktera z nasledujicich zobrazeni jsou homomorfismy 7 — Z7?
r—3z; e c+3; rezd ze1 -0
[R]

199. Ktera z nasledujicich zobrazeni jsou homomorfismy C* — R*?
e 3zl ze |z +3 ez el oz 1/
[R]

200. Ktera z nésledujicich zobrazeni jsou homomorfismy?

-

Zs — C*, a— 1% Zs — C*, a v 1% 7Z—C* a—i
[R]

201. Ktera z nasledujicich zobrazeni jsou homomorfismy?
Zs X Ls — ZLs, (a,b) — b% Zs— Ayg, a—~ (124)0(132)%0(142)
[R]

202. Rozhodnéte, pro ktera celd ¢isla n je zobrazeni z +— 2" endomorfismus grupy Q*. Pro
kterd n je toto zobrazeni prosté a pro kterd je na? [R]

203. Rozhodnéte, zda je zobrazeni ¢ : Z X Z X Z — Q*, (z,y, z) — 2¥3Y12* homomorfismus.
Pokud ano, spoctéte jeho jadro a obraz. [R]

204. Najdéte vsechny homomorfismy a) Z — Z, b) Z — Zy, ¢) Z, — Z. [R]

205. Najdéte vsechny homomorfismy a) Zi5 — Zg, b) Zg — Z15 ) * Zpy, — Zy. [R]

206. Najdéte vsechny homomorfismy a) Zo X Zo — Z4, b) Zy — Lo X Zs.

207. Najdéte a) vSechny endomorfismy grupy Q, b) vSechny spojité endomorfismy grupy R, c)
* néjaky nespojity endomorfismus grupy R. [N] [R]

208. Existuje prosty homomorfismus Z — [] Zy, 7 [R]

p prvoc.

209. Dokazte, ze ¢y, : Zy, — C*, k +— cos(2mk/n) + isin(2wk/n) je prosty homomorfismus. Co
je jeho obrazem? [R]

210. Dokaite, 7e C ¥R xR a C* ~ R*™ x S, kde R™ zna¢i podgrupu R* sestavajici z kladnych
Gisel a S znadi podgrupu C* sestavajici z ¢isel s absolutni hodnotou 1. [R]

211. Dokazte, ze grupy Zmn & Zum X Zy jsou izomorfni pravé tehdy, kdyz jsou m, n nesoudélné.
[N]

212. Zjistéte, které z nasledujicich grup jsou izomorfni: Z, Z x Z, Q. [R]

213. Zjistéte, které z nésledujicich grup jsou izomorfni: Q, Q*, Q* (jako podgrupa Q*). [R]
214. Zjistéte, které z nésledujicich grup jsou izomorfni: R, R*, Rt (jako podgrupa R*). [R]
215. * Dokazte, ze grupy Q" a (Z[z],+,—,0) jsou izomorfni (zde Z[z] zna¢i mnozinu vsech
celo¢iselnych polynomt). [N] [R]

216. * Bud H podgrupa grupy R takovd, Ze v kazdém omezeném intervalu redlnych disel se
nachézi pouze konecné mnozstvi prvku grupy H. Dokazte, ze H ~ Z. [N] [R]

Grupa G se nazyva cyklickd, je-li generovand jednim prvkem a, tj. G = (a). Kazd4 cyklickd grupa je izomorfni

bud grupé Z (v pfipadé |a| = o), nebo grupé Z, (pokud n = |a| < c0).
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217. Dokazte, Ze nekone¢né cyklicka grupa je izomorfni grupé Z a konec¢né n-prvkova grupé
L,

218. Rozhodnéte, zda jsou grupy Zg, 77 ,, Zjs cyklické. Pokud ano, najdéte néjaky generdtor.
219. Dokazte, ze grupa QQ neni cyklicka, ale kazda jeji kone¢né generovand podgrupa je cyklicka.
220. Rozhodnéte, zda je kazda konecnd podgrupa grupy C* cyklicka. [R]

221. Dokazte, Ze grupa Z,, X Z, je cyklicka pravé tehdy, kdyZ jsou m,n nesoudélné. [N]

222. * Dokazte, ze kazda podgrupa cyklické grupy je cyklicka. [N]

223. Bud G abelovska grupa takova, ze kazda jeji podgrupa je cyklickd. Musi byt G cyklicka?
[R]

224. Dokazte, ze konecna n-prvkova cyklickd grupa mé pravé jednu podgrupu velikosti k& pro
kazdé k | n.

225. Bud G = (G, x,’,e) konetnad n-prvkova cyklickd grupa a a,b € G. Dokazte, Zze pokud
k x a = k x b pro néjaké k nesoud€lné s n, pak a = b.

226. * Bud G = (G, x,’,e) = (a) kone¢na n-prvkova cyklickd grupa. Dokazte, ze G = (k X a)
praveé tehdy, kdyz je k nesoudélné s n.

227. Bud G = (G, *,’, e) = (a) cyklickd grupa. Dokazte, ze a) endomorfismy grupy G jsou pravé
vSechna zobrazeni x — k X x, k € Z; b) automorfismy grupy G jsou pravé vSechna zobrazeni
x +— k x = takovd, ze G = (k X a).

Véta. Bud G alesponi dvouprvkovd koneénd abelovskd grupa. Existuji prvoéisla pi,...,pm a prirozend d¢isla
ki,..., km takovd, Ze
GxZ gy XZ by X+ XDk, -
Py Py P

Cislapi,...,pm aki,..., km jsou uréena jednoznacné az na poradyi.

228. Dokazte Zakladni vétu aritmetiky jako dusledek Klasifikace koneénych abelovskych grup.

229. Bud G konecna abelovska grupa a p prvodéislo takové, ze p | |G|. Dokazte, ze grupa G
obsahuje prvek radu p.

230. Rozlozte nasledujici grupy na soucin cyklickych grup: ZZ, Zjs, Z5,, Z55, Z3,, Z3s. [R]
231. Spoctéte vsechny podgrupy grup Z7j, a Z3,.

232. Najdéte m # n takova, ze Z), ~ Z. [R]

233. Existuje n takové, ze Z} je izomorfni a) Z7, b) Zs, ¢) Zg? [7]

234. * Dokazte, ze pro k > 1 je Zj, ~ Zor—2 X Zy. [N1[7]

235. ** Vyuzijte vlastnost Zj, ~ Z,_1 a dokaZte, Ze pro prvocislo p > 2 plati Z, ~ Zye-1 XZp_1.
[(N] [7]

3. PERMUTACNI GRUPY

Permutaci na mnoziné X rozumime bijekci (vzdjemné jednoznacéné zobrazeni) X — X. Pro permutace 7,0
na X definujeme operace o, ~*', id pfedpisy
e oo :x— w(o(x)),
o 771z ten (jediny) prvek y spliujici 7(y) = =,
e id:x+— .
Oznadéime-li Sx mnozinu vSech permutaci na mnozing X, pak Sx = (Sx,0,”',id) je tzv. symetrickd grupa na
X. Zépisem 7" rozumime permutaci romo---om.
—_—

k-krat

Cyklus v permutaci 7 je posloupnost 1, ...,z navzajem rtznych prvki mnoziny X spliujici 7(z1) = 2,
m(x2) = w3, ..., m(xr) = x1. Rozkladem na cykly se rozumi zapis
($11 xr12 ... .’L’lkl)(l‘zl xr22 ... $2k2) e (l‘m1 ITm2 .. :L‘mkm),
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kde x;1, %2, ..., Tik, jsou navzajem razné cykly, i = 1,...,m. Cykly délky 1 se ze zapisu zpravidla vynechévaji.
Permutace se zapisuji také v maticovém tvaru

T1 T2 . Tn
m(x1) w(x2) ... w(zn) )’
kde X = {z1,...,zn}. Naptiklad permutaci na mnoziné {1,2,3,4,5,6} definovanou pfedpisem 1 — 3, 2 — 6,
1 2 3 4 5 6
3 6 4 1 5 2 ) nebo (1 3 4)(2 6).

Transpozici rozumime permutaci tvaru (z y), kde z,y € X, = # y. Kazda permutace na koneéné mnoziné je
slozenim (koneéné mnoha) transpozic. Permutace se nazyva sudd, pokud se skladd ze sudého poctu transpozic,
licha v opa¢ném piipadé (da se dokazat, Ze tato vlastnost nezalezi na zvoleném rozkladu). Znaménko sudé
permutace je 1, liché permutace —1, znaci se sgn(m). Plati

3»—)4,4»—>1,5b—>5,6~>2126mp5&t(

sgn(mo o) =sgn(n) -sgn(o) a sgn(r ') = sgn(n).
Znaménko permutace na n-prvkové mnoziné X lze spocitat téz takto:

(_l)nfpoéet cykla v «

sgn(m) =

— (_1)poéet inverzi v

I

kde inverzi v 7 se rozumi dvojice (¢, 7) takovd, ze i < j a w(i) > 7(j) (pfedpokladame néjaké linedrni usporadani
na X).

Oznatéme S,, = (S,,0,7",id) grupu viech permutaci na mnoziné {1,...,n}, A, jeji podgrupu sudych permu-
taci a Do, jeji podgrupu permutaci, které zachovavaji pravidelny n-thelnik s vrcholy 1,...,n (tj. D2, sestava z
n otoeni a n osovych symetrif).

. 1 2 3 45 6 7
236. Rozlozte na cykly permutace < 41392716 5 ) a(234)0(125)0(3617). [R]
237. Reste v S5 rovnici (1 32)omo(352)(14)=(24)(15). [R]
238. Najdéte viechny permutace 7 € S7 takové, ze a) m2 = (12 3)(456),b) 7 = (123456 7),
c) m? = (1234). [R]
239. * Charakterizujte vSechny permutace 7 € S,, takové, Ze existuje o € S, tak, aby m = 2.

[R]

240. Bud (a1 a2 ... ap) a (by be ... by,) dva cykly, které maji spoleény pravé jeden prvek.
Dokazte, ze jejich slozeni je také cyklus.

241. Bud 7 = (aj a2 ... a,) € S,. Najdéte vSechny permutace o takové, ze Too = o o .
242. * Bud 7 = (a1 a2 ... am) € Sp, 1 < m < n. Dokazte, ze pokud m oo = o om, pak
o = ¥ o 7 pro né&jaké k € N a permutaci 7 takovou, ze 7(a;) = a; pro vSechna i =1,...,m.

243. * Necht m € Sos. Dokazte, ze existuji permutace p, o sestavajici z t¥indcti cykld délky 2
spliiujici m = poo pravé tehdy, kdyz m ma sudy pocet cykla kazdé délky. [Jde o tzv. Rejewského
vétu, uzitou pii feseni Enigmy; ¢islo 26 zde zastupuje pocet pismen némecké abecedy.]

n n—1 ... 1 2 5 4 31
je soucasny letopocet. [R]

244.Oznaéme7r:<1 2 n)aa:(l 2 3 4 5>.Spoététe7r7"aa’”,kde7“

245. Bud 7 € S, libovolna permutace. Popiste, co je nejmensi k > 0 takové, ze 7% je identita
(tj. ¥a4d 7 v grupé S,,). [R]

246. Obsahuje a) grupa Sg prvek fadu 157 b) grupa Sg prvek fadu 167 c) grupa Ay prvek fadu
107 d) grupa Ag prvek fadu 67 Pokud ano, uvedte pfiklad. [R]

247. Jaky je nejvétsi mozny fad v grupé a) S4, b) Sy, ¢) S19? Uvedte piiklady takovych
permutaci! [R]

248. Urcete, kolik prvka kterého fadu obsahuji grupy a) D12, b) Ay, ¢) * Dy,. [N] [R]

249. * Obsahuje grupa S,, vice prvku lichého Fadu, nebo sudého fadu? [7]

250. * Dokazte oba vzorce na vypocet znaménka permutace.
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1 23 45 67
4 7 a 6 b 1 5
252. Uvazujte permutaci m € S,, danou vzorcem 7(i) = ((« + 1) mod n) + 1. Rozlozte tuto
permutaci na cykly a spoctéte jeji znaménko pomoci obou uvedenych vzorci. [R]

251. Najdéte a, b tak, aby permutace < ) byla licha. [R]

253. Spoctéte znaménko permutaci

2 12345 6 3n—2 3n—1 3n
231 5 6 4 ... 3n—1 3n 3n—2 )’
b) 1 2 3 n n+l n+2 ... 2n
2 4 6 om 1 3 ... om—1)"
[R]
254. Bud
(123456789
7 \3472198¢65)
(123456789
™\521438769)
(1234567289
Y=\8 1463759 2)

120 4 7_—3)17 23

ow 134

Spoctéte permutace (o a (V™2 00)3 o 7% a spoctéte znaménko permutace

(6307 1N B o006 (v 07)72.

255. Rozhodnéte, zda existuje permutace o € Sy takova, ze (0o(1 2 3))?0(00(234))? = (123 4).

(R]

256. Dokazte, 7Ze je kazda permutace fadu 20 v Spg liché.

257. * Charakterizujte Fesitelné a nefesitelné pozice hry ,,15“ (nadpovéda: znaménko permutace).
Permutace 7, o jsou konjugované v grupé S, (tj. existuje permutace p € S, takovd, ze m = poo o pfl) pravé

tehdy, kdyz maji stejny pocet cykld kazdé délky.

258. Ozna¢me 7 = (123)(4568) ao = (8214 3)(75). Spoctéte moo o L. [R]

259. Oznaéme 7 = (8 74 312)(56) aco = (134)(295 7)(86). Spoctéte 7200 o7 2. [R]

260. Jsou permutace (1 2 3) a (1 2 4) konjugované v grupé S4? Jsou konjugované také v grupé

A 4?7 Pokud ano, naleznéte pfislu§nou permutaci, ktera je konjuguje. [R]

261. Jsou permutace (1 3)(2 8 6)(4 7) a (1 2 8)(3 7)(5 4) konjugované v grupé Sg? Jsou
konjugované také v grupé A;? Pokud ano, naleznéte prisluSnou permutaci, ktera je konjuguje.

[R]

o (1 2 3 45 6 7). . .
262. Napiste permutaci ( 95 1 7 3 4 6 > jako sloZeni transpozic. [R]
2 3456

263. Napiste permutaci < ; 15 73 (7), ) jako slozeni a) transpozice, b) trojcykla.

264. Dokazte, ze kazdou permutaci lze rozlozit na transpozice. [R]

e

265. Dokazte, %e kazdou sudou permutaci lze rozlozit na soucin trojcykla. [R]

Tvrzeni, ze kazda permutace 1ze napsat jako slozeni transpozic a kazda suda jako slozeni trojcykld, 1ze ptelozit

do Teci algebry tak, ze grupa S,, je generovana mnozinou vsech transpozic a grupa A,, mnozinou vsech trojcykli.

266. Dokazte, ze Sq = ((1 2),(23),(34)) aS, =((12),...,(n—1n)).
267. Dokazte, ze Sq = ((1 2),(1 3),(1 4)) a S, =((1 2),...,(1 n)).
268. Dokazte, ze Sq = ((12),(1234)) a S, =((12),(12 ... n)).
269. Dokazte, ze Sq # ((1 3),(1 2 3 4)).
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270. Dokazte, ze S, = ((12 ... n—1),(1 2 ... n)).

271. * Bud T C S,, mnozina n — 1 transpozic. Ozna¢me Gr graf s mnozinou vrchola {1,...,n},
kde vrcholy 4, j spojuje hrana pravé tehdy, kdyz (i j) € T. Dokazte, ze S,, = (T') pravé tehdy,
kdyz Gr je strom.

272. Dokaite, 7e Ay = ((123),(124)) a A, = ((123),(124),...,(12n)).

273. Dokazte, ze A, = ((123),(12 ... n)) pron lichéa A, =((123),(23 ... n)) pron
sudé.

274. Dokazte, ze Dijg = ((12345),(14)(23)) aDa, =((12 ... n),n), kde 7 je libovolna
z osovych symetrii. (Uvazujte Dy, jako grupu automorfismi n-tthelnika s vrcholy oznacenymi
postupné 1, 2, ..., n.) [R]

275. * Bud

G={((a1 a2 ... am am+1),(a1 a2 ... am amt2),...,(a1 a2 ... apy an))s,,

kde 1 <m < n — 1. Dokazte, ze G = S,, pro m liché a G = A,, pro m sudé.

276. Obsahuje grupa a) S4, b) A4 Sestiprvkovou podgrupu? [R]

277. Rozhodnéte, zda a) vSechny osové symetrie, b) vSechna otoceni tvoii podgrupu grupy Da;,.
(R]

278. Najdéte vSechny podgrupy grup Ss, A4, Dg a kvaternionové grupy Q. [R]

279. Dokazte, ze sgn je homomorfismus S,, — Z3. (Uvazujte —1 = 2 (mod 3).)
280. Dokazte, ze libovolny automorfismus grupy S,, zachovava znaménko permutace.
281. Bud G = (G,x,’,e) grupa. Dokazte, ze ¢ : G — Sg, a — L, je vnofeni (tj. prosty
homomorfismus). Zde L, :  — a*x znaci levou translaci prvku a. [Tzv. Cayleyova reprezentace
grup)
282. * Necht n = 2¥m, k # 0, m liché. Najdéte vnoieni a) D,, = Dgr x D,,, b) Dagr < D,,, c)
Dy, — Dy. IN] [7]
283. ** Bud G grupa a a € G. Vnoite G do né&jaké grupy H tak, aby v H existoval prvek b
takovy, ze b? je roven obrazu a. [N]
284. Dokazte, Ze je podgrupa ((1234)(5678),(1537)(2846))s
grupé Q. [N]

Automorfismy dané struktury X (algebry, grafu, uspofddané mnoziny, apod.) tvofi podgrupu grupy Sx, znaci

se Aut(X).
Automorfismem grafu G = (V, E) rozumime permutaci ¢ € Sy takovou, ze

{z,yye £ & {p(),p(y)}ck.

Automorfismem usporddané mnoziny X = (X, <) rozumime permutaci ¢ € Sx takovou, zZe

r<y & o) <ey).

. izomorfni kvaternionové

285. Dokazte, Ze mnozina vsech automorfismti dané algebry A skutecné tvofi podgrupu grupy
S 4. Analogické tvrzeni dokazte pro automorfismy grafi a uspofddanych mnozin.

286. Vypiste prvky grup automorfismu t¥iprvkovych grafii, domecku, prasatka, * Petersenova
grafu. S kterymi malymi grupami jsou izomorfni?

287. Vypiste prvky grup automorfismii ¢tverce, pétitthelnika a obecné pravidelného n-thelnika
(tj. grupy Dg, Dyg, resp. Da,).

288. Najdéte graf na alespon dvou vrcholech, ktery ma trivialni grupu automorfismu. [R]
289. Vypiste prvky grup a) Aut(N, <), b) Aut(Z,<). [R]

290. * Uvédomte si, ze Aut(R, <) obsahuje pravé vSechny striktné rostouci spojité redlné
funkce. Spoctéte prvky grupy Aut(Q, <). [N] [R]

291. Vypiste prvky grupy vSech symetrii ¢tyfsténu, krychle, * osmisténu a ** dvanéctisténu.
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292. Dokazte, ze grupa symetrii étyfsténu je izomorfni s Sy, krychle s Zs x Sy a ** dvanéctisténu
s Zg X As.
293. Vypiste prvky grupy vsech otoceni ¢tyfsténu, krychle, * osmisténu a ** dvanéctisténu.
294. Najdéte vSechny automorfismy grupy a) Z, b) Q, c) Zg X Za, d) Z4 X Zso, €) * Ss. S kterymi
znamymi grupami jsou izomorfni? [R]
295. Dokazte, ze Aut(Z,) ~ Z}. [R]

o = LY x 7. (Toto tvrzeni se d& inter-

296. Dokazte, ze pokud jsou m,n nesoudélné, pak Z; = ~
pretovat jako Aut(Z,, x Z,) ~ Aut(Z,,) x Aut(Z,).)
297. * Dokazte, ze pokud jsou fady grup G,H nesoudélné, pak Aut(G x H) ~ Aut(G) x
Aut(H).
298. Dokazte, ze Aut((Z,)?) ~ GL(d,Z,).
299. Bud G = (G, *,, e) grupa, a € G a oznacme 1), zobrazeni G — G, x — a*x xa’. Dokazte,
ze je 1, automorfismus grupy G.

Zobrazeni 1., a € G, z predchoziho cviceni se nazyvaji vnitrni automorfismy grupy G. Tvoii podgrupu grupy
Aut(G), znadi se Inn(G).
300. Dokazte, ze Inn(G) je skuteéné podgrupa grupy Aut(G).
301. Najdéte vSechny automorfismy grupy S,. Se kterou zndmou grupou je Aut(Sy) izomorfni?
(7] [R]
302. ** Dokazte, ze pro n # 6 jsou vSechny automorfismy S,, vnitini. Navod: 777 [?]
303. ** Dokazte, ze S¢ ma automorfismus, ktery neni vnitini. Navod: 777 [?]
304. * Bud G neabelovska grupa. Dokazte, ze Inn(G) nemuze byt kone¢na cyklickéa. [?]
305. * Bud G grupa. Dokazte, ze Aut(G) nemize byt cyklickd lichého fadu. [?] [N]

4. MATICOVE A GEOMETRICKE GRUPY

Pfipoménme, ze GL,(T) zna¢i multiplikativni grupu reguldrnich matic n X n nad télesem T a
e SL,(T) jeji podgrupu matic s determinantem 1;
e GO, (T) jeji podgrupu ortogonalnich matic;
¢ SO,(T) = SL,(T) N GO,(T).
306. Bud T téleso. Rozhodnéte, zda a) SL,(T) < GL,(T), b) GO,(T) < GL,(T), c)
GO, (T) < SL,(T). [R]

307. Dokazte, ze GL2(Z2) = ((9¢),(%1)). Je tato grupa cyklickd? [R]

308. Dokazte, ze GL,(Q) = (Tjj(a),Ei(a) : 4,5 = 1,...,n, a € Q), kde T;;(a) je matice
s jedickami na diagondle, a na pozici 7j a nulami jinde, a E;(«) je matice s jednickami na
diagonale s vyjimkou pozice ¢, kde je prvek a a jinde nuly.

309. * Dokaite, ze SLa(Z) = ((93'). (9 71))-

310. * Dokazte, ze SL,,(Z) = (Tj; : i,j =1,...,n), kde Tj; je matice s jedickami na diagonale
a na pozici ¢j a nulami jinde.

311. Oznacme G grupu vsech regularnich hornich trojahelnikovych matic n x n nad Q a uva-
Zujme zobrazeni ¢ piifazujici matici A diagonalni matici se stejnymi prvky na diagonale. Je ¢
homomorfismus G — GL,(Q)? [R]

312. Bud T téleso. Dokazte, ze ¢ : S,, — GL,(T), 7 — (5i70(1))2j:1’ kde 6, = 1 pokud u = v a
du,y = 0 v opacném piipadé, je prosty homomorfismus. Dokazte, zZe obraz tohoto homomorfismu
je podgrupa O,,(T). [Tzv. linedrni reprezentace grup.]

313. Najdéte vnorfeni grupy C* do GLy(R). [R]

314. * Najdéte vnofeni kvaternionové grupy Q a) do GL2(C), b) do GL4(R). Rozsiite tato

zobrazeni na celou multiplikativni grupu nekomutativniho télesa kvaterniont. [N] [R]
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315. Dokazte, ze GL2(Z2) ~ Ss.

Izometrid Eukleidovského prostoru R™ rozumime zobrazeni ¢ takové, ze |¢(x)| = |z|. Piiklady izometrii jsou
otodeni (rotace), posunuti (translace) a osové symetrie (reflexe).

Nadale budeme uvaZovat predevsim izometrie, které zachovavaji poéatek soutradnic, tj. bod (0, ...,0). (Ostatni

izometrie dostanem slozenim s vhodnym posunutim.)

316. Dokazte, ze grupa vsech posunuti v prostoru R” je izomorfni s grupou R".

317. * Dokazte, ze grupa GO, (R) je izomorfni s grupou vsech izometrii Eukleidovského prostoru
R"™, které zachovavaji pocatek.
318. * Dokazte, ze grupa SO, (R) je izomorfni s grupou vsech oto¢eni Eukleidovského prostoru
R"” se stfedem v pocatku.

Predchozi dvé dlohy dévaji dilezitou geometrickou piedstavu ortogonalnich grup. Nadale budeme uvazovat
grupy GO, (R) a SO, (R) jako uvedené grupy izometrii.

Rekneme, Ze zobrazeni f zachovava mnozinu X, pokud f(x) = z pro kazdé x € X. Otoceni v R" se nazyva

jednoduché, pokud je rovinné, tj. zachovava (n — 2)-dimenzionalni podprostor.

319. Dokazte, ze kazdy prvek GO, (R), ktery zachovava né&jaky k-dimenzionélni podprostor
R™, 1ze napsat jako slozeni n — k osovych symetrii. Tedy grupa GO,,(R) je generované osovymi
symetriemi. [N]

320. Dokazte, ze slozeni dvou osovych symetrii je jednoduché otoceni. Dedukujte, Ze grupa
SO, (R) je generované jednoduchymi otocenimi.

.. ., 2 . viiz . v
Popis izometrii v prostoru R* lze provést uzitim komplexnich ¢isel.

321. Dokazte, ze kazdé otoceni roviny se stfedem v pocatku lze zapsat jako zobrazeni C — C,
z — uz pronéjaké u € C, |u| = 1. Tedy grupa SO2(R) je izomorfni s podgrupou {z € C : |z| = 1}
grupy C*.

322. Dokazte, ze grupa GO3(R) je izomorfni s grupou vSech zobrazeni C — C tvaru z — uz
nebo z +— uZ pro néjaké u € C, |u| = 1.

323. Popiste vSechny kone¢né podgrupy SO2(R). [R]

Popis izometrii v prostoru R? lze provést uzitim kvaternionti. Pro tyto téely kvaternion a + bi + cj + dk € H

identifikujeme s vektorem (b, ¢, d) € R®. (Tj. reprezentace neni jednoznaéna, na realné slozce kvaternionu nezalezi.)

324. Dokazte, 7e zobrazeni R? — R3, v — zvz™!, kde z € H, je jednoduché otoceni. Je-li
z = r(cos ¢ + usinp), kde u je jednodtkovy vektor z R3, pak jde o otodeni o tihel 2¢ kolem osy
dané wu.

325. Dokazte, Ze kazdé otodeni R3 je jednoduché otodeni, a lze zapsat zptisobem uvedenym v
predchozim cviceni. Pritom dvé 21, zo € H urcuji stejné otoceni pravé tehdy, kdyz z; = rz2 pro
néjaké r € R\ {0}. Tedy grupa SO3(R) je izomorfni s grupou Inn(H*).

5. PUSOBENI GRUPY NA MNOZINE

Pisobenim grupy G = (G,-,”*,1) na mnoZiné X rozumime homomorfismus 7 : G — Sx. Hodnotu permutace
7(g) na prvku z budeme znagit kratce g(z). Protoze jde o homomorfismus, jednotka ptsobi jako identita, g~
piisobi jako inverzni permutace k w(g) a plati vztah (g - h)(x) = g(h(z)).

Priklad.

e Je-li G podgrupa grupy Sx, mizeme uvazovat prirozené pusobeni na mnozinu X, pfiCemz 7 = id.
Specialng, je-li X néjakd struktura (napf. algebra, graf, uspofddand mnozina), pak grupa Aut(X)
piisobi pfirozené na nosnou mnozinu X (resp. vrcholy grafu).

e Grupa GL,(T) pisobi na vektorovy prostor T" jako ndsobeni vektoru matici; tj. 7(A) je permutace
mnoziny T", kterd vektor v zobrazi na Av.

e Grupa G = (G, -,” !, 1) piisobi svoji na nosnou mnozinu G

— translacemi, kdyz za 7 vezmeme Cayleyovu reprezentaci, tj. g(z) = g - x;
— konjugact, kdyz za m vezmeme homomorfismus, ktery prvku g prifadi vnitini automorfismus dany
prvkem g; tj. g(z) =g-z- g .
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Definujeme ekvivalenci ~ na mnoziné X nasledujicim zpusobem: fekneme, ze x ~ y, pokud existuje g € G
takové, ze g(z) = y. Bloky této ekvivalence nazyvame orbity. Orbitu obsahujici prvek z budeme znaéit [z] = {y €
X :z~y}

Bod z se nazyva pevnym bodem permutace 7, pokud 7(x) = z. Mnozinu vSech pevnych bodi permutace 7(g)
budeme znadit Xy = {z € X : g(z) = z} a stabilizdtorem prvku x € X rozumime podgrupu G, = {g € G :
g(x) = 2} grupy G. Plati |G] = |G - |[z].

326. Vypiste orbity pusobeni grupy S¢ a) na mnoziné {1,...,6}, b) na mnoziné {(i,7) : 4,5 =
1,...,6}. [R]

327. Vypiste orbity ptisobeni grupy D1 vSech symetrii pravidelného pétithelnika a) na mnoziné
jeho vrcholi, b) na mnoZiné jeho hran. [R]

328. Co jsou orbity pisobeni dané grupy G konjugaci na svoji nosnou mnozinu G?7 Vypiste
orbity pro grupy S4 a A4. [R]

329. Vypiste orbity ptusobeni grupy GL, (T) na vektorovy prostor T"? Uvédomte si, ze X4
jsou pravé vlastni vektory matice A ptislusné vlastnimu ¢islu 1 (pokud takové je). [R]

330. Uvazujme puisobeni grupy S¢ a) na mnoziné {1,...,6}, b) na mnoziné {(i,5) : i, =
1,...,6}. Kolik prvkii ma stabilizator bodu a) 2, b) (2,5) ? [R]

331. Necht grupa D1 v8ech symetrii pravidelného pétithelnika ptisobi na mnoziné jeho vrchold.
Kolik pevnych bodit mé a) otoceni o 72°, b) dané osova symetrie? [R]

332. Necht grupa D1 v8ech symetrii pravidelného pétithelnika ptisobi na mnoziné jeho vrchold.
Kolik prvk® mé stabilizator daného vrcholu? [R]

333. Necht grupa D15 vSech symetrii pravidelného Sestitthelnika ptisobi na mnoziné jeho vrchold.
Kolik pevnych bodi méa a) stfedova symetrie, b) dané osova symetrie? [R]

334. Necht grupa D15 vSech symetrii pravidelného pétithelnika ptisobi na mnoziné jeho vrchola.
Kolik prvka mé stabilizator daného vrcholu? [R]

335. Uvazujme pusobeni grupy otoceni ¢tverce na mnozinu vSech obarveni Sachovnice 3 x 3
dvéma barvami. Kolik prvki ma stabilizator obarveni, kde jsou a) jedno rohové policko ¢erné a
ostatni bila, b) dvé protilehld rohova policka ¢erna a ostatni bild, c) prostfedni policko ¢erné a
ostatni bila? [R]

336. Uvazujme plsobeni grupy Dg vSech symetrii ¢tverce na mnozinu vSech obarveni Sachovnice
3 x 3 dvéma barvami. Kolik prvka méa stabilizator obarveni, kde jsou a) jedno rohové policko
¢erné a ostatni bild, b) dvé protilehld rohova policka ¢ernd a ostatni bila, c) prostfedni policko
éerné a ostatni bila? [R]

337. Bud G grupa izometrii v roviné a X = R? rovina (v pfirozeném piisobeni). Pro dany bod
x € X, co jsou prvky mnozin [x] a G, 7 [R]

338. Bud G grupa izometrii v roviné a X = R? rovina (v pfirozeném ptisobeni). Co jsou prvky
X, v ptipadé, kdy je g a) otoceni, b) translace, c) osova symetrie? [R]

339. Bud G = R a X = R? rovina. Ozna¢me 7(n) permutaci (a, b) — (a+mn,b) (tj. horizontalni
posunuti o n). Je to pisobeni? Pokud ano, co jsou prvky mnozin [z], G, a X,, pro dané z € X
an € G? [R]

340. Bud G = R a X = R? rovina. Oznaéme 7(n) otodeni roviny o n stupiifi se stiedem (0, 0).
Je to pisobeni? Pokud ano, co jsou prvky mnozin [z], G, a X,, pro dané z € X an € G? [R]

Véta (Burnsideova). Pisobi-li koneénd grupa G na koneénou mnoZinu X, pak

pocet orbit = ﬁ . Z }Xg|.
geqG
Vzorec lze interpretovat tak, ze ,pocet orbit je roven primérnému poctu pevnych bodid permutaci v G“.
Resenim vétsiny nize uvedenych tloh je pravé pocet orbit pfi plisobeni grupy symetrii daného objektu na mnozinu
vSech obarveni/konfiguraci/apod.
341. Kolik nahrdelniku lze sestavit ze tfi modrych a tfi ¢ervenych kulicek? Nezalezi na poloze

nahrdelniku, je mozZno jej prevracet ¢i otacet.
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ReSeni. Misto nahrdelnikéi budeme uvazovat barveni vrcholtl pravidelného Sestithelnika. Cili X bude mnozina
v8ech obarveni vrcholi pravidelného Sestitthelnika tfemi modrymi a tfemi ¢ervenymi barvami a G bude grupa
vSech symetrii pravidelného Sestithelnika (tj. G = Di2). Tedy G pusobi na X tak, ze pfislusnd permutace
otoci/prevrati Sestithelnik i s danym obarvenim. Kazdé orbité tohoto ptisobeni odpovida pravé jeden ndhrdelnik
(jehoz kulicky usporfadany podle vzoru daného tim obarvenim). Vyrobime tabulku, v jejimz prvnim sloupci je
seznam prvkid grupy G, v druhém pocet prvkd daného typu a ve tfetim pocet pevnych bodid téchto prvki.
Pevnym bodem se rozumi takové obarveni, které po daném otoceni/pfevriceni vypada stejné.

g # |Xg|
id 1 20
O £60° 2 0
O £120° 2 2
O +180° 1 0
osa pres vrcholy | 3 4
osa stfedem hran | 3 0

Podle Burnsideovy véty je pocet obarveni 1—12 -(20+2-04+2-24+1-0+3-4+3-0)=3.

342. Spoctéte kolika zplisoby lze obarvit policka Sachovnice o rozmérech a) 3 x 3, b) 4 x 4, c)
n X n ¢ernou a bilou barvou. Dvé obarveni povazujeme za totozna, pokud lze jedno z druhého
dostat oto¢enim Sachovnice. [R]

343. Reste predchozi tlohu za predpokladu, Ze se obarvuje prihledna Sachovnice. (Tj. zajima
nas pocet obarveni az na otoceni a prevraceni Sachovnice.) [R]

344. a) Détska stavebnice obsahuje 3 Gervené, 3 zelené a 3 modré ¢tvercové desticky. Kolika
zpusoby je lze sestavit do velkého Ctverce 3 x 37 Dvé sestavy povazujeme za totozné, pokud
jednu z druhé dostaneme otocenim. b) Jak se vysledek zméni, pokud je mozné dilky pevné
spojovat? Tedy pokud dveé sestavy povazujeme za totozné, dostaneme-li jednu z druhé otocenim
a prevracenim. [R]

345. Reste predchozi tilohu pro stavebnici, kterd obsahuje devét étvercovych desti¢ek, na kterych
je nakreslena Sipka sméfujici k stfedu jedné z hran. (Opét a) az na otoceni, b) aZ na otoceni a
prevraceni; predpokladejte, ze Sipka ukazuje z obou stran stejnym smérem.) [N]

346. Reste predchozi ilohu pro stavebnici, ktera obsahuje devét étvercovych desticek, na kterych
je nakreslena Sipka smétujici k jednomu z vrcholii (Opét a) az na otoéeni, b) aZz na otoceni a
prevraceni; predpokladejte, ze Sipka ukazuje z obou stran stejnym smérem.)

347. a) Détska stavebnice obsahuje 8 ¢ervenych a 8 modrych trojihelnikovych desticek. Kolika
zpusoby je lze sestavit do velkého trojuhelniku s hranou 47 Dvé sestavy povaZzujeme za totozné,
dostaneme-li jednu z druhé otoéenim. b) Jak se vysledek zméni, pokud je mozné dilky pevné
spojovat? Tedy pokud dvé sestavy povazujeme za totozné, dostaneme-li jednu z druhé otocenim
a prevracenim. [R]

348. Reste predchozi tilohu pro stavebnici, kterd obsahuje Sestnact trojihelnikovych desticek,
na kterych je nakreslena Sipka smeérujici k jednomu z vrcholt.

349. Kolik nahrdelniki lze sestavit ze a) ¢tyf modrych a ¢étyf éervenych, b) k modrych a 8 — k
Gervenych kuli¢ek? NezaleZi na poloze ndhrdelniku, je mozno jej pfevracet ¢i otacet. [R]

350. Kolika zptisoby lze z Sesti bilych a Sesti modrych trojuhelnikovych desticek sestavit pra-
videlnou Sesticipou hvezdu? Dve sestavy povazujeme za totozné, dostaneme-li jednu z druhé
otocenim a prevracenim.

351. a) Spoctéte kolika zpusoby lze rozesadit ¢eské poslance kolem kulatého stolu s 200 zidlemi
(tj. ke kazdé 7idli umistujeme cedulku se jménem poslance). b) Kolika zpisoby to lze udélat,
pokud navzajem nerozliSujeme poslance jedné strany (tj. ke kazdé zidli umistujeme cedulku se
jménem strany)? (Poéty poslancii: ODS 81, CSSD 74, KSCM 26, KDU-CSL 13, SZ 6.) Dva
zasedaci porddky povazujeme za totozné, pokud lze jeden z druhého dostat otocenim stolu.

352. Kolika zptusoby lze obarvit stény krychle a) dvéma, b) k barvami? Dvé obarveni povazujeme
za totoznd, pokud lze jedno z druhého dostat otocenim krychle. [R]
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353. Kolika zptisoby lze umistit na stény krychle Sipku, kterd ukazuje a) na stfed jedné z hran,
b) k jednomu z vrcholti? Dvé umisténi povazujeme za totozna, pokud lze jedno z druhého dostat
otocenim krychle.

354. Kolika zptisoby lze umistit na stény krychle ¢isla 1,...,67 Kolika zptsoby to lze udélat
tak, aby soucet protilehlych cisel byl 77 Dvé umisténi povazujeme za totozna, pokud lze jedno
z druhého dostat oto¢enim krychle. [R]

355. Spoctéte kolika zpusoby lze obarvit stény pravidelného ¢tyfsténu k& barvami. Dvé obarveni
povazujeme za totozna, pokud lze jedno z druhého dostat otoCenim ¢tyfsténu. [R]

356. Reste predchozi tilohu za predpokladu, ze uvazujeme vSechny symetrie ¢tyisténu. [R]
357. Kolik existuje neizomorfnich grafti na 3, 4, 5, * 6 prvcich? [?] [R]
358. * Kolik existuje neizomorfnich dvou a tf¥iprvkovych algeber s jednou binarni operaci? [R]

Ptsobeni grupy se nazyva tranzitivni, ma-li jen jednu orbitu. Podgrupa G grupy S, se nazyva tranzitivni,

pokud je tranzitivni jeji pfirozené pusobeni na mnozinu {1,...,n}.

359. * Dokazte, ze tranzitivni grupa na mnoziné s aspon dvéma prvky obsahuje alesporni jednu
permutaci bez pevného bodu. [R]

360. Bud T téleso. Rozhodnéte, zda je pusobeni grupy a) GL,(T), b) SL,(T), ¢) O,(T) na
mnozinu 7" \ {0} tranzitivni. [R]

361. Bud H je podgrupa grupy G. Co jsou orbity ptsobeni H translacemi na G?7 [R]

362. Dokazte, ze ptisobeni grupy G konjugaci na G je skutecné piisobeni. Co jsou jeho orbity?
Mize byt toto pisobeni tranzitivni? [R]

363. * Bud 7 pusobeni tranzitivni grupy G na mnoziné X . Pak svaz kongruenci unéarni algebry
(X,7m(g) : g € G) je izomorfni intervalu [G,, G] ve svazu podgrup grupy G (zde G, znaci
stabilizator bodu a € X). [7]

364. * Pouzitim predchoziho cvideni dokazte, ze kazdy interval ve svazu podgrup néjaké grupy
je izomorfni svazu kongruenci néjaké (unérni) algebry. [?] [N]

6. ROZKLADY, NORMALNI PODGRUPY A FAKTORGRUPY

Levym rozkladem grupy G = (G, *,’,e) podle podgrupy H se rozumi mnozina {a x H : a € G}, priemy
mnozindm a x H = {a*h : h € H} se ¥ké levé rozkladové tridy. Pravym rozkladem grupy G podle podgrupy H
se rozumi mnozina {H % a : a € G}, priCemz mnozindm H *a = {h*a : h € H} se ikd pravé rozkladové tridy.
Mnozina T C G se nazyva levou transverzdlou, pokud obsahuje z kazdé levé rozkladové t¥idy pravé jeden prvek;
resp. pravou transverzdlou, pokud obsahuje z kazdé pravé rozkladové t¥idy pravé jeden prvek. D4 se dokazat,
ze dvé levé (resp. pravé) rozkladové t¥idy jsou bud disjunktni nebo totozné, ze velikost vSech pravych a levych
rozkladovych t¥id podle dané podgrupy je stejna a Ze stejny je i jejich podet (tj. vSechny transverzaly jsou stejné
velké) — tento podet se nazyva index podgrupy H v grupé G a znadi se [G : HJ.

Je-li ax H = H *a pro kazdé a € G, pak se podgrupa H nazyva normdini, piseme H < G.

365. Dokazte, ze je-li H < G a [G : H] = 2, pak H < G. [R]

366. Najdéte podgrupu H grupy S;3 takovou, ze existuje leva rozkladova tiida a * H, ktera neni
pravou rozkladovou tfidou. Tj. najdéte H < S3 a a € S3 takové, ze a x H # H * b pro libovolné
be Ss. [R]

367. Bud G = (G, *,’, e) grupa a H jeji podgrupa. Dokazte, Ze mnoZina A je levou rozkladovou
tiidou H v G pravé tehdy, kdyZz je mnozina A’ = {a' : a € A} pravou rozkladovou t¥idou H v
G.

Podgrupa H je normdilni v G pravé tehdy, kdyz je uzaviena na konjugaci libovolnym prvkem grupy G, tj.

pokud pro kazdé g € G a h € H plati gxh* g’ € H.
368. Dokazte predchozi tvrzeni.
369. Bud G = (G, x,’,e) grupa a A B jeji normalni podgrupy. Dokazte, ze AN B a AB =
{axb:a € A be B} tvofi normalni podgrupu grupy G.
370. Rozhodnéte, zda je A, norméalni podgrupou grupy S,. [R]
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371. Rozhodnéte, zda je Do, normalni podgrupou grupy S,,. [R]
372. Necht H je Kleinova podgrupa grupy Su, tj. podgrupa sestavajici z identity a vSech t¥
permutaci typu (i j)(k ). Rozhodnéte, zda je H normalni podgrupou grupy Sy. [R]
373. Rozhodnéte, zda mnozina {m € Sy : 7> = id} tvoii normalni podgrupu grupy S4. [R]
374. Spoctéte nejmensi normélni podgrupu grupy Ss obsahujici a) permutaci (1 2 3), b) per-
mutaci (1 2 3 4). [R]
375. Spoctéte nejmensi normalni podgrupu grupy Do obsahujici a) permutaci (1 2 3 4 5),
b) permutaci (1 2)(3 5) (uvazujte Djy jako grupu symetrii pétithelnika, jehoZ vrcholy jsou
oéislovany 1,...,5 po sméru hodinovych rucicek). [R]
376. Najdéte vSechny normélni podgrupy grupy Ss. [R]
377. Najdéte vSechny normalni podgrupy grupy Ss. [R]
378. ** Dokazte, ze grupa S;,, n # 4, ma pravé tifi normélni podgrupy. Navod: 777 [?7]
379. ** Dokazte, ze grupa A, n # 4, nemé zadné vlastni normalni podgrupy. Navod: 77?7 [?]
380. * Najdéte vSechny normalni podgrupy a) dihedralni grupy Dg, b) dihedralni grupy Dy,
¢) kvaternionové grupy Q. [R]
381. Dokazte, ze Inn(G) tvofi normélni podgrupu grupy Aut(G).
382. Dokazte, ze nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni pro grupu G:

(1) Aut(G) je normalni podgrupou grupy Sg;

(2) [Aut(G)| = 1;

(3) G =Zs.

383. Rozhodnéte, zda je grupa vsech reguldrnich hornich trojihelnikovych matic n x n nad
télesem Q normalni podgrupou grupy GL,(Q). [R]

384. Rozhodnéte, zda je grupa vsech regularnich diagonalnich matic n x n nad télesem Q
normalni podgrupou a) grupy GL,(Q), b) grupy vsSech regularnich hornich trojahelnikovych
matic. [R]

385. Rozhodnéte, zda je grupa vSech reguldrnich hornich trojihelnikovych matic n x n nad
télesem Q s jednickami na diagondle normélni podgrupou a) grupy GL,(Q), b) grupy vSech
regulérnich hornich trojihelnikovych matic. [R]

386. Rozhodnéte, zda je grupa SL,(Q) normélni podgrupou grupy GL, (Q). [R]
387. Rozhodnéte, zda je grupa GO, (Q) normalni podgrupou grupy GL,(Q). [R]

388. Rozhodnéte, zda je grupa SO, (Q) normdlni podgrupou grupy SL,(Q). (SO, (Q) znaci
grupu vSech ortogonalnich matic s determinantem 1.) [R]

389. * Najdéte vSechny normalni podgrupy grupy GOz (R).

390. Bud A= {(2%):a,b€Qa#0}, B={(89):0#a,bcQ},C={(29):0+#acQ}.
Rozhodnéte, které z téchto mnozin tvoii podgrupu a které normélni podgrupu grupy GL2(Q).
[R]

391. * Predpokladejme, ze kazda podgrupa grupy G je normdlni. Musi byt G abelovska? [R]

Bud G = (G, x,’, e) grupa a H jeji norméalni podgrupa. Definujeme ekvivalenci a ~ b < a* b’ € H. Jeji bloky
jsou [a] = a* H = H % a. Na té&chto blocich definujeme operace piedpisy [a] * [b] = [a x b] a [a]’ = [a’]. Grupa

G/H = ({[d] : a € G}, %", [e])
se nazyva faktorgrupa grupy G podle podgrupy H.
Véta (1. véta o izomorfismu). Je-li ¢ : G — H homomorfismus grup, pak
G/Ker(y) ~ Im(p).

1. véta o izomorfismu je dobry nastroj, pokud chceme vySetfit, jak vypadad dana faktorgrupa. Chceme-li
dokazat, ze G/N ~ H, staéi najit homomorfismus G na H, jehoz jadro je N.

Piiklad. Zobrazeni ¢ : Z — Z,, x — x mod n je homomorfismus, jehoZ jadro je podgrupa {z : z mod n =0} =
nZ a obraz Z,. Tedy Z/nZ ~ Z,.
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392. Predpokladejme, Ze je G a) abelovska, b) neabelovskd grupa, a uvazujme né&jakou jeji
vlastni normélni podgrupu H. Rozhodnéte, zda H a G/H muze, musi nebo nemize byt abe-
lovska. [R]
393. * Bud G konecéna abelovska grupa a H jeji podgrupa. Dokazte, Ze existuje podgrupa grupy
G izomorfni s G/H. Uvedte piiklad neabelovské grupy a jeji normalni podgrupy, pro kterou
tvrzeni neplati. Uvedte piiklad nekoneéné abelovské grupy a jeji podgrupy, pro kterou tvrzeni
neplati.
394. S kterou znamou grupou je izomorfni grupa GL,(Q)/SL,(Q)? [R]
395. S kterou znamou grupou je izomorfni grupa R*/R™, kde R™ zna¢i podgrupu kladnjch
¢isel? [R]
396. S kterou znamou grupou je izomorfni grupa R*/{£1}? [R]
397. Jak vypada faktorgrupa a) R/Z, b) Q/Z? Uvazujte interval (0,1) a operace ,sefiznuté*
do tohto intervalu (co to znamend pfesné?). [R]
398. S kterou znamou grupou je izomorfni grupa C/R? [R]
399. S kterou zndmou grupou je izomorfni grupa C*/R*? [R]
400. S kterou zndmou grupou je izomorfni grupa C*/{z € C: |z| = 1}? [R]
401. * S kterou znadmou grupou je izomorfni grupa C*/C,,? [R]
402. * § kterou znamou grupou je izomorfni grupa Cp,e /Cpx? [R]
403. Bud H Kleinova podgrupa grupy Su, tj. podgrupa sestavajici z identity a vSech tii per-
mutaci typu (¢ j)(k [). Dokazte, ze S4/H ~ S3. [N]
404. Bud Q osmiprvkova kvaternionové grupa. VypisSte jeji podgrupy a ovéite, Ze jsou vSechny
normalni. Rozhodnéte, zda je Q/Z(Q) izomorfni grupé Z, nebo grupé Zs x Zs.
405. Uvazujte grupu Dy, symetrii pravidelného n-thelnika pro sudé n > 4.

a) Dokazte, Ze stfedova symetrie (tj. otoceni o 180 stupiiil) generuje normélni podgrupu,

oznacme ji N.

b) V zavisosti na n rozhodnéte, zda je grupa Da,, /N abelovska.
406. S kterou znamou grupou je izomorfni grupa GLy(C)/H, kde H = {(49):0 # a € C}?
[7]
407. Uvazujme grupu G vsech regularnich hornich trojuhelnikovych matic 2 x 2 nad Q a jeji
podgrupu H matic s kladnymi ¢isly na diagonéle. Dokazte, ze H < G. S kterou zndmou grupou
je izomorfni grupa G/H? [7]
408. * Uvazujme grupu G vSech regularnich hornich trojihelnikovych matic n x n nad Q a jeji

podgrupu H matic s jednickami na diagonale. Dokazte, ze H < G. S kterou znamou grupou je
izomorfni grupa G/H? [N] [R]

409. * Dokazte, ze posunuti tvofi norméalni podgrupu grupy vsech symetrii v roviné. Které
znamé grupé je izomorfni prislusna faktorgrupa?
410. * Najdéte vnofeni Priiferovy grupy C,~ do grupy Q/Z.

411. ** Bud T téleso a ozna¢me PSL,(T) = SL,(T)/D, kde D zna¢i normélni podgrupu
diagonalnich matic s determinantem 1. Dokazte, ze je-li p > 3 prvoéislo, pak PSL,,(Z,) nema
zadné vlastni normalni podgrupy. [7]

412. Dokaite, 7e PSLQ(ZQ) ~ Sg a PSLQ(Z3) ~ A4.

413. Bud A a B normadlni podgrupy grupy G. Dokazte, 7e AB = {ab: a € A,b € B} tvori
normalni podgrupu grupy G.

414. * Bud A a B normalni podgrupy grupy G, predpokladejme, ze AN B = {1} a AB = G.
Dokazte, ze G ~ G/A x G/B. [N]
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IV. Okruhy

1. PRIKLADY A ZAKLADNI VLASTNOSTI

Okruhem nazyvame algebru R = (R, +, —,-,0) typu (2,1, 2,0) spliiujici nésledujici podminky:
(1) (R,+,—,0) je abelovska grupa;
(2) operace - je asociativni;
(3) pro vSechna z,y, z € R plati tzv. distributivita:

- (y+2)=(@-y+(@-2) a (yY+z)r=y z)+ (2 ).

Okruh se nazyva komutativni, pokud plati = - y = y - = pro viechna z,y € R. Rikdme, %e okruh ma jednotku,
pokud existuje prvek 1 € R spliujici 1-o = x -1 = x pro vSechna x € R. Télesa jsou komutativni okruhy s
jednotkou, kde pro kazdé = # 0 existuje y spliujici z -y = 1.

Priklad. Mezi zakladni ptiklady patti nasledujici okruhy:

vSechna télesa, tedy zejména Z,, Q, R, C;

okruh celych éisel Z = (Z,+, —, -, 0);

okruhy Zn = (Zn,+ mod n, — mod n, * mod n, 0) s operacemi modulo n;
okruh kvaternionu

H= ({a+bi+cj+dk:abc,deR}+,—,-0),

kde, podobné jako v komplexnich ¢islech, se s¢itd po slozkdch a nésobi tak, Ze vyraz roznasobime a
upravime podle pravidel

iP=j?=k=-1, ij=—ji=k, ik=-ki=—j, jk=—kj=1i.

Priklad. Existuje fada konstrukci, jak z daného okruhu R sestrojit dalsi okruhy.

vy

e Podokruhy a direkini souciny. Mezi dulezité typy okruht patii tzv. rozsiteni Rla1, . .., an] < S, viz nize.
Uvedme napi. okruh Gaussouvskych celych ¢isel

Zii) = ({a+bi:a,be Z},+,—,-,0) <C.
o Okruh matic n x n nad R
M, (R) = ({A: A je matice n x n nad R}, +, —, -, 0),

kde +, —, - je maticové s¢itani, odc¢itani a nasobeni a 0 je nulova matice.
e Okruhy polynomi jedné proménné nad R

n
R[z] = ({Zaixi :n € Nyag,...,an € R}, +,—,-,0),
i=0
resp. vice proménnych

N
R[CL‘1,...7Z‘”] = ({ Z akly-uyknxllcl "'-'xﬁn DAk, kn € R}7+7_7'70)'
ki,..., kyn=0

e Okruh formalnich mocninngch tad jedné proménné nad R
R[[l’” = ({Z aixi 1aop, a1, € R}> +, = 0)7
i=0
resp. vice proménnych

Rllar, ol = (S ayonat® o2k sany i, € RY,+,—,-,0).
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415. Bud R komutativni okruh. Dokazte, Ze jsou R[z] a R[[z]] skuteéné komutativni okruhy s
jednotkou.

416. Bud R okruh. Dokazte, ze je M,,(R) skute¢né okruh s jednotkou.
417. Dokazte, ze kvaterniony skutecné tvori okruh.

418. Bud A abelovskd grupa. Dokazte, ze (End(A),+,—,0,0) je okruh. Zde End(A) znaci
mnozinu vSech endomorfismii grupy A, s¢itani a od¢itani endomorfismi je definovano po prvcich,
tj. (f£g)(x) = f(x)*g(x), 0 znadi konstantni endomorfismus = — 0 a o znaci skladani zobrazeni.
419. Bud X mnozina, ozna¢me P(X) mnoZinu vSech podmnozin X a definujme na P(X) operaci
AAB = (AN B)U (B~ A). Dokazte, ze je (P(X), A, id,N, ) komutativni okruh. M4 jednotku?
420. Rozhodnéte, zda je (R x R x R, 4+, —, x,0) okruh. Zde s¢itédni a od¢itani je definovano po
slozkich a x znaci vektorovy souéin. [R]

421. Rozhodnéte, zda je (ZXZ, +, —, x,0) okruh. Zde s¢itani a od¢itani je definovano po slozkach
a (a,b) * (¢,d) = (ac + bd,ad + bc). [R]

422. Definujme operace

Qo o+
QL O Qe
O /e oIT
QR QOO
Q0
Q Q2 Q|2
>~ Q oo
0o 92 o 2|0
QUL QU Q|

QL O

Rozhodnéte, zda je ({a,b,c,d},+,—,-,a) okruh. [R]
423. * Na kazdé abelovské grupé lze definovat nasobeni tak, Ze vysledkem je okruh: napfr.
trividlné = - y = 0 pro vSechna z,y. Plati i opa¢né tvrzeni, tj. lze na kazdé pologrupé (A4,:) s
nulou definovat séitani a odcitani tak, ze vysledkem je okruh? [7]
424. Bud R okruh spliujici 22 = z pro vsechna z € R. Definujme operace z Ay = zy a
x Vy=x+y+ zy. Dokazte, ze (R, A, V) je distributivni svaz.
425. Bud R okruh spliujici 22 = 0 pro viechna = € R. Rozhodnéte, zda pro vSechna x,y € R
plati a) xy = —yx, b) * xy = yz. [?] [R]
426. Bud R komutativni okruh. Rozhodnéte, zda je okruhem také algebra (R, +, —,*,0), kde
operace * je definovana predpisem a * b = ab + ba.
427. [VOID|]
428. Dokazte, ze pro okruhy s jednotkou plyne komutativita s¢itdni z ostatnich axiom.

Bud R okruh s jednotkou a ozna¢me R* mnozinu vSech invertibilnich proki, tj. R* = {a € R : existuje b € R
takové, ze a - b = 1}.
429. Dokazte, ze R* s operaci nasobeni tvofi grupu.
430. Spoctéte grupy Z* a Z[i]*. Co je M,,(T)* ? [R]
431. Bud R komutativni okruh s jednotkou. Dokazte, ze R[z]* = R*.
432. Spoctéte H*, kde H znaci okruh kvaternionu. [R]

Prvek a okruhu R se nazyva nilpotentni, pokud a™ = 0 pro néjaké pfirozené n. Nazyva se délitel nuly, pokud
existuje prvek b # 0 takovy, ze ab = 0. Nazyva se invertibilni, pokud existuje prvek b takovy, ze ab = 1 (v okruzich

s jednotkou).

433. Bud R okruh s jednotkou. Dokazte, ze pokud je a nilpotentni prvek, pak je 1+a invertibilni.

434. Najdéte vsechny nilpotentni prvky, délitele nuly a invertibilni prvky v oborech Z, Zg, Z12

a obecné Z,: (p prvocislo). [R]

435. Dokazte, ze v oboru My (R) jsou invertibilni pravé regularni matice a délitelé nuly pravé

singuldrni matice. * Popiste nilpotentni matice.

436. Bud R okruh s jednotkou. Dokazte, ze polynom f = ag + a1z + ... + a,2™ € Rz] je a)

nilpotentni prévé tehdy, kdyz ag, . .., a, jsou nilpotentni v R; b) invertibilni pravé tehdy, kdyz
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ap je invertibilni a a4, ..., a, nilpotentni v R; c) délitel nuly pravé tehdy, kdyz existuje b € R
takovy, ze bf = 0.

437. Bud R, S okruhy. Popiste nilpotentni prvky, délitele nuly a invertibilni prvky v oboru
R x S pomoci odpovidajicich prvkia obora R, S. [R]

2. PODOKRUHY A IDEALY

Podalgebry okruhu R = (R, +, —, -, 0) se nazyvaji podokruhy. Jingmi slovy, je-li S C R podmnozina obsahujici
prvek 0 a spliujici pro kazdé a,b € S podminky a +b € S, —a € Saa-b € S, pak okruh S = (S, +,—,+,0)
nazyvame podokruh okruhu R (operacemi se rozumi restrikce ptivodnich operaci na mnozinu S); téz fikame, ze
mnozina S tvofi podokruh okruhu R. Piseme S < R. Podokruhy {0} a R nazyvdme nevlastni.

438. Dokazte, ze podokruhy daného okruhu tvori Uplny svaz. * Musi byt distributivni? Musi
byt modularni? Pokud ano, dokaZte, pokud ne, uvedte protipriklad. [R]

439. Rozhodnéte, zda a) {a + bv/5 : a,b € Z}, b) {a+ b¥/5 : a,b € Z} tvoii podokruh okruhu
R. [R]

440. Rozhodnéte, zda a) polynomy s nulovym absolutnim ¢lenem, b) polynomy stupné nevyse
1, ¢) polynomy stupné alespon 1 tvoii podokruh okruhu Z[z]. [R]

441. Zjistéte, zda mnozina vSech a) symetrickych matic, b) reguldrnich matic, ¢) ortogonal-
nich matic, d) hornich trojahelnikovych matic, e) matic s poslednim sloupcem nulovym, tvori
podokruh okruhu M,,(R). [R]

442. Bud R okruh a M = {a € R : ar = ra pro vSechna r € R}. Dokazte, ze M tvoii podokruh
okruhu R. * Uvedte ptiklad okruhu, v némz je tento podokruh vlastni.

Je-li S podokruh okruhu R a asi,...,a, € R, definujeme
S[al,...,an] = <SU {al,...,an}>R4

Pokud |S| > 1, pak
Slai,...,an] ={f(a1,...,an): f € S[z1,..., 2]}

Piiklad. R[i] =C, Z[v2] = {a+bv2:a,b € Z}, Z[V2] = {a + b2+ cV/4 : a,b,c € Z}.

443. Dokazte, ze okruh Q je generovan mnozinou {% : p je prvocislo} a Ze neni generovan zédnou
jeji podmnozinou. * Dokazte, Ze okruh Q neni generovan vibec Ziddnou kone¢nou mnozinou.
444. Spoctéte prvky podokruhii (28,63)7 a (15,18,40)z. [R]

445. Spoététe prvky podokruhii (18,33,69)q, (3)g, (3, 2)g a (2, 2)g. [R]

446. * Spoctéte prvky podokruhu (%, 9)q pro obecnd c,d € Z.

447. Spoététe prvky podokruhii (2,3)r, (vV2)r a (v/2,v3)g. [R]

448. Spoctéte prvky okruhtt Z[v/2,v/3] a Z[v/2,1]. [R]

449. Spoététe prvky okruhu Q[v/2 + v/3]. [R]

450. Spoctéte prvky podokruhi <:L'2,£U3>Z[$], (22 42, —T) 7] & (2,x2>zm. [R]

451. Spoctéte prvky podokrubit ((§ % ))m, @), ((§1))M,(z) & podokruhu ((3§), (&9 ) m,2)-

(R]
452. Najdéte vsechny podokruhy okruhu Z, Zs, Zs, Z12, obecné Z,, a Zsz x Z3. [R]
453. Rozhodnéte, zda existuje okruh, ktery je sjednocenim svych dvou vlastnich podokruhi.

[R]

Centrem okruhu R se rozumi {a € R : ar = ra pro vSechna r € R}.

454. Dokazte, ze centrum skute¢né tvori podokruh.
455. Spoctéte centrum okruhu M, (R). Dokazte, Ze je izomorfni s okruhem R. [R]

Podokruh I okruhu R se nazyva idedl, pokud navic splituje ri € I air € I prokazdéi € I akazdér € R. Idedly
{0} a R se nazyvaji nevlastni. Prinik dvou idealti I; NI, a soudet dvou idedld I1 +1I> = {a1+a2 : a1 € I, a2 € I}
také tvori ideal okruhu R.
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Neni tézké nahlédnout, ze v komutativnim okruhu tvo¥{ mnozina aR = {au : u € R} ideél, a to nejmensi
idedl obsahujici prvek a. Takovy ideal se nazyva hlavni. Nejmensi idedl komutativniho okruhu R obsahujici prvky
Q1,-..,0Qn, tzv. idedl generovany ai,...,an, je idedl aiR+ - - - + an R.

456. Dokazte, ze idedly daného okruhu tvori aplny svaz. Musi byt distributivni? Musi byt
moduldrni? Pokud ano, dokaZte, pokud ne, uvedte protiptiklad. [R]

457. Najdéte vSechny idealy okruht Z, Zs, Zg, Z12, obecné Z,, a Zs X Zs. [R]

458. Spoctéte prvky nejmensiho idedlu okruhu Z obsahujiciho a) 28,63, b) 15,18, 40. [R]
459. Spoctéte prvky nejmensiho idealu okruhu Q obsahujiciho %, % [R]

460. Spoctéte prvky nejmensiho idealu okruhu Z[z] obsahujiciho a) x2, 23, b) 22 + 2, —z, c)
2,22, [R]

461. Rozhodnéte, zda mnozina {Y 1 a;z’ € Z[z] : ag + a1 + ... + a, = 0} tvoii ideal okruhu
Z|z]. Je to hlavni ideal? Pokud ano, najdéte generator. [R]

462. Rozhodnéte, zda mnozina {f € Z[x] : f(1) =0 a 2>+ 1| f} tvori ideal okruhu Z[x]. Je to
hlavni ideal? Pokud ano, najdéte generator. [R]

463. Rozhodnéte, zda mnozina {x - f + 3¢ : f, g € Z[z]} tvoii ideédl okruhu a) Z[z], b) Q[x]. Je
to hlavni idedl? Pokud ano, najdéte generator. [R]

464. Najdéte generator hlavniho idealu a) (22 —1)Q[z]N (2% +3)Q[z], b) (2®—1)Q[z]+ (2> +3)Q|x]
v oboru Q[z]. [R]

465. Najdéte generator hlavniho idealu a) (23 —1)Q[z]N(22—1)Q[z], b) (2*—1)Q[z]+ (2> —1)Q[x]
v oboru Q[z]. [R]
Jsou-li A, B,C, D mnoziny, pak se rozumi
(8B)y={(*%):ac Abe B,ccC,dec D}

(apod. pro vétsi matice).

466. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny tvori ideal okruhu Ms(R):
(§8). (88). (Fr). (6F)- [’

467. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny tvoii ideal okruhu (18“ %):
(88). (Tw). (§0)- R

468. Spoctéte prvky nejmensiho idedlu okruhu My (Z) obsahujiciho matici ((1) 9 ) [R]

469. a) Dokazte, Ze téleso neobsahuje vlastni idedly. b) Dokazte, ze komutativni okruh s jed-
notkou, ktery neobsahuje vlastni idealy, je téleso.

470. Bud T téleso. Dokazte, ze okruh M,,(T) neobsahuje vlastni idealy.

471. * Najdéte vSechny idealy okruhu M,,(Z). [N] [R]

472. * Bud R okruh a Z mnozina jeho ideédla. Jak vypadaji idedly okruhu M, (R)? [N] [R]
473. Bud T téleso. Najdéte vSechny idedly okruhu (% % ) (R]

474. * Najdéte viechny idealy okruhu (%4%). [?] [N]

475. Najdéte vSechny idedly okruhu kvaterniont. [R]

476. Bud R okruh a M = {a € R : ar = ra = 0 pro vSechna r € R}. Dokazte, ze M tvori ideal
okruhu R. (Nazyva se anthilator.) * Uvedte pfiklad okruhu, v némz je tento ideél vlastni.

477. Bud R okruh a M mnozina jeho nilpotentnich prvkd. Dokazte, ze M tvori idedl okruhu
R. (Nazyva se nilradikdl.) * Uvedte pfiklad okruhu, v némz a) nilradikal je roven anihilatoru a
je vlastni; b) nilradikal neni roven anihilatoru.

478. Bud R okruh, v némz prunik vSech ideali je rtizny od {0}, a bud M mnozina déliteld nuly

v R. Dokazte, ze M tvori ideal okruhu R.
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3. HOMOMORFISMY

Zobrazeni ¢ : R — S je homomorfismem okruht R, S pravé tehdy, kdyz
pla+b) =p(a) +pb) a @la-b)=pa)-pb)
pro kazdé a,b € R. Definujeme jddro homomorfismu ¢ predpisem
Ker(p) ={a € R: ¢(a) =0}
a obraz homomorfismu ¢ predpisem
Im(p) = {b € S :b= p(a) pro n&jaké a € R}.
Jadro tvoii ideal okruhu R a obraz podokruh okruhu S. Homomorfismus je prosty pravé tehdy, kdyz je jeho jadro
trividlni.
479. Bud R komutativni okruh a a € R. Dokazte, Ze zobrazeni R[x] — R, f — f(a) je okruhovy
homomorfismus. Spoctéte jadro a obraz. [R]

480. Dokazte, ze zobrazeni Z[zx| — C, f — f(i) je okruhovy homomorfismus. Spoctéte jadro a
obraz. [R]

481. Dokaite, Ze zobrazeni Z[r] — R, f +— f(v/2) je okruhovy homomorfismus. Spoététe jadro
a obraz. [R]

482. Pro ktera s, u je zobrazeni
0 Z[\s| = L, a+bys— a+bumodn

homomorfismem? [R]
483. Rozhodnéte, zda je zobrazeni Z, — C, k — €2¢7%/" okruhovym homomorfismem. Pokud
ano, spoc¢téte jadro a obraz. [R]
484. Dokazte, Ze pro kazdy homomorfismus ¢ : Q[v/2] — C plati ¢(a) = a pro kazdé a € Q.
[7]

Izomorfismem rozumime bijektivni homomorfismus. Rekneme, ze okruhy R a S jsou izomorfns, znaéime R ~ S,
pokud existuje izomorfismus R — S.

485. Bud R = (R, +, —, -, 0) okruh a definujme operace a @b=a+b—1aa®b=a+b— ab.
Dokazte, ze existuji operace © a konstanta o takové, ze R’ = (R, ®, 5, ®, 0) je okruh. Dokazte,
7e R~R.

486. Bud X n-prvkova mnozina, ozna¢me P(X) mnozinu vSech podmnozin X a definujme na
P(X) operaci AAB = (A~ B)U (B~ A). Dokazte, Ze je okruh (P(X),A,id,N, () izomorfni s
okruhem (Z2)™. [R]

487. Dokaite, Ze a) podokruh {( % ?) : a,b € R} < My(R) je izomorfni okruhu C; b) podokruh

a

{(_‘15 g) :a,b € C} < My(C) je izomorfni okruhu kvaterniont (zde a znadi ¢islo komplexné
sdruzené).

488. Zjistéte, pro ktera s € Z plati
23l = ({(,55 ") rab e 2+, —,,0).
[R]
489. Necht R = Z[r] < R (7 znadi ¢islo 3.1415...). Dokazte, ze R ~ Z[z]. [R]

490. Rozhodnéte, které z nasledujicich okruhti jsou izomorfni: Z[i], Z[v/2], Z[v/3]. [R]
491. Bud R komutativni okruh. Najdéte nekoneéné mnoho podokruhtu R|[z], kazdy z nich
izomorfni s R[z]. [R]
492. Dokazte, ze je-lin = plfl p§2 ---pkn pak je okruh Z, izomorfni direktnimu souéinu Zpkl X
Z kg X oo XLt

j2 Pn
493. Dokazte, Ze okruh vsech endomorfismi vektorového prostoru T nad télesem T je izomorfni

s okruhem M,,(T). [R]
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494. * Najdéte vSechny dvou a t¥iprvkové okruhy.

Endomorfismem okruhu R se rozumi homomorfismus R — R, automorfismem se rozumi izomorfismus R — R.

Mnozina vSech automorfismt daného okruhu R tvofi podgrupu grupy Sg, znaci se Aut(R).

495. Spoctéte vSechny endomorfismy oboru Z a télesa Q. Najdéte vSechny spojité endomorfismy
télesa R. Které z nich jsou automorfismy? [R]

496. Spoctéte vsechny endomorfismy okruhu Z,,. Které z nich jsou automorfismy? [R]

497. Spoctéte grupu automorfismii okruhu Z[z] a Q[x]. [?]

4. FAKTOROKRUHY

Bud R okruh a I jeho ideédl. Definujeme ekvivalenci a ~ b < a — b € I. Jeji bloky jsou [a] = a + I. Na téchto
blocich definujeme operace predpisy [a] + [b] = [a + b], —[a] = [—a] a [a] - [b] = [a - b]. Okruh
R/I = ({[a] rac R}7+> T [0])

se nazyva faktorokruh okruhu R podle idedlu I.

Je-li I = mR hlavni ideél, piSeme misto R/mR zjednodusené R/m. Pokud je v R definovdno déleni se
zbytkem, pak muzeme prvky okruhu R/m reprezentovat pomoci zbytkt po déleni m a operace v R/m funguji
jako operace v puvodnim okruhu modulo m.

Véta (1. véta o izomorfismu). Je-li ¢ : R — S homomorfismus okruhi, pak
R/Ker(y) ~ Im(p).
1. véta o izomorfismu je dobry nastroj, pokud chceme vysSetfit, jak vypadd dany faktorokruh. Chceme-li
dokazat, ze R/I ~ S, sta¢i najit homomorfismus R na S, jehoz jadro je I.

Priklad. Zobrazeni ¢ : Z — Zn, x — x mod n je homomorfismus, jehoz jadro je idedl {z : z mod n = 0} = nZ
a obraz Z,. Tedy Z/n ~ Z,.

498. Dokazte, ze Z[x|/3 ~ Z3|x]. [R]
499. Bud I = {f € Z[z] : 3| f(0)}. Dokazte, ze Z[z]|/I ~ Z3. [R]
500. Dokazte, ze R[z]/(z — a) ~ R pro libovolny komutativni okruh R a a € R. [R]
501. Dokazte, Ze
(1) Z[x])/(2?® + 1) = Z[i].
(2) R[z]/(z*+1) ~C.
(3) Clz]/(2* +1) ~C x C.
[R]
502. Dokazte, ze
(1) Z[z]/(2®> = 1) ~ {(a,b) :a =b (mod 2)} < Z x Z.
(2) Qlz]/(* 1) ~Q x Q.
[R]
503. S jakymi zndmymi okruhy jsou izomorfni Z[z]/(z* — 3), Q[x]/(z? — 3) a R[x]/(2? — 3) ?
[R]
504. S jakymi zndmymi okruhy jsou izomorfni Q[z]/(z* — 4), R[z]/(z* — 4) a Clz]/(x* —4) ?
[R]
505. * S jakym znamym okruhem je izomorfni Q[z]/(z3 —2) ? [N] [R]
506. Zjistéte, které okruhy (az na izomorfismus) lze ziskat jako T[z]|/ f volbou riznych polynomit
f € T[x] stupné 2. Zde T znadi téleso a) C, b) R, ¢) * Q. [R]
507. Zjistéte, které okruhy (az na izomorfismus) lze ziskat jako T[x]/f volbou riznych polynomu
f € T'[z] stupné 3. Zde T znadi téleso a) C, b) R. [R]
508. Kolik prvkii ma okruh Zs[x]/(2? +1)? Napiste tabulky s¢itani a nasobeni v tomto okruhu.
Je to téleso?

509. Kolik prvkt mé okruh Zs[z]/(x? + = + 1)? Napiste tabulky s¢itani a nasobeni v tomto
okruhu. Je to téleso?
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510. Kolik prvkt mé okruh Zs[z]/(x3 + = + 1)? Napiste tabulky s¢itani a ndsobeni v tomto
okruhu. Je to téleso?

511. Kolik prvkii ma okruh Zz[x]/(x? +1)? Napiste tabulky s¢itani a nasobeni v tomto okruhu.
Je to téleso?

512. Dokazte, ze R[z,y]/y ~ Rz| pro libovolny komutativni okruh R. [R]

513. * Najdéte n&jaky zndmy okruh, s nimz je izomorfni R[z,y]/(x + y). (Zde R je libovolny
komutativni okruh.) [R]

514. Bud X spocetnd mnozina a x € X. Dokazte, ze R[X]/x ~ R[X] pro libovolny komutativni
okruh R. [R]

515. Dokazte, ze matice, jejichz prvky jsou suda éisla, tvori ideal v okruhu M,,(Z). Dokazte,
ze prislusny faktorokruh je izomorfni okruhu M,,(Zs).

516. Dokazte, zZe (%%) /(29) ~Q. [R]

517. Dokaiite, 7e (%g)/(g%) ~Q x Q. [R]

518. Bud I prvoidedl komutativniho okruhu s jednotkou R (prvoidedl znamend, ze kdykoliv
a-be I, pak a € I nebo b € I). Dokazte, ze R/I je obor integrity.

519. Dokazte, ze faktorokruh Z[i]/2 neni obor integrity.

520. Bud I maximélni idedl okruhu R (mazimdlni znamend, ze v R neexistuje vétsi vlastni
ideal). Dokazte, ze okruh R /I nemé zadné vlastni ideély. [Tedy je-li R komutativni s jednotkou,
pak je R/I téleso.] [N]

521. Necht I neni maximalni ideal okruhu R (viz pfedchozi cvifeni). Dokazte, ze okruh R/I
ma néjaky vlastni ideal. [N]

522. Bud T téleso. Dokazte, ze idedl I je maximalni v okruhu T[z] praveé tehdy, kdyz I = fT[z]
pro néjaky ireducibilni polynom f. [N]

523. * Bud R okruh a I jeho ideél. Dokazte, Ze svaz ideali okruhu R/I je izomorfni intervalu
[I, R] ve svazu idealti okruhu R. [R]
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V. Dalsi t¥idy algeber

1. OBECNE ALGEBRY

n-arni operact na mnoziné A rozumime zobrazeni z A" = Ax...x A do A. Specialné, 0-arni operace je zobrazeni
z jednoprvkové mnoziny do A, tedy konstanta. Misto 1-arni fikdme undrni, misto 2-arni ¥ikdme bindrni.

Typem algebry rozumime zobrazeni 7 : Q — NU {0}, kde Q je néjakd mnozZina (nazyva se mnozina symboli).
Algebra typu 7 je dvojice A = (A, F), kde A je neprézdnd mnozina (nosnd mnozina) a F je zobrazeni z mnoziny
Q do mnoziny vSech operaci na A pfifazujici symbolu w néjakou 7(w)-arni operaci F,, na A. Vysledek operace

F., na prvcich a1, ..., a-() zapisujeme jako Fi,(a1,...,a-()). Casto se typ zapisuje zkracené jako (n1,...,n) a
algebry tohoto typu jako (A, f1,..., fr), kde f; je n;-arni operace odpovidajici i-tému symbolu. Binani operace se
zpravidla zna&i symboly +, -, *, o apod., pro unarni operace se pouziva ’, — & ~* (jako horni index, éti ,inverz*).

Tuénym pismem budeme vzdy znacit algebry, zatimco normélnim pismem mnoZiny. Neni-li vyslovné uvedeno
jinak, oznacime-li algebru A, predpokladame, Ze jeji nosnd mnozina je A, a naopak. Vyjimkou budou zavedena
znadeni typu Z, Q, R, kterd ndm vnucuji stejné znaceni pro nosnou mnozinu i algebru (v téchto pfipadech je t¥eba
vzdy uvést, které oprace mame na mysli).

Vzhledem k tomu, ze vSechny tiidy algeber studované v zakladnim kurzu maji pouze konstanty, unarni a
binarni operace, zavedeme nésledujici pojmy pouze pro algebry s operacemi arity < 2.

Rekneme, %e podmnozina B C A je uzaviena na

e bindrni operaci *, pokud pro kazdé a,b € B plati a xb € B;
e unérni operaci ’, pokud pro kazdé b € B plati ¥’ € B;
e nularni operaci (konstantu) ¢, pokud ¢ € B.

Algebra B se nazyva podalgebrou algebry A, pokud je mnozina B C A je uzaviena na vSechny operace algebry
A a operace algebry B jsou restrikcemi operaci algebry A na mnozinu B. Zna¢ime B < A.

Piiklad. Uvazujeme-li mnoziny Z,Q, R, C s operacemi +, -, pak Z < Q < R < C.

Ozna¢me M, (X) mnozinu vSech matic n X n s prvky z mnoziny X.
524. Pro kterd u € R tvofi mnozina A, = {z € C : |z| = u} podalgebru algebry a) (C,+), b)
(C,:) ¢) (C~{0},:)? [R]
525. Rozhodnéte, zda mnozina B = R \ Q tvofi podalgebru algebry a) (R,+), b) (R,-). [R]
526. Rozhodnéte, zda regularni matice tvoii podalgebru algebry a) (M, (R),+), b) (M,(R),-).
[R]
527. Rozhodnéte, pro kterd v € Z tvofi mnozina {( & Z) : a,b € Z} podalgebru algebry
(M2(Z),+,-). [R]
528. Najdéte nekoneéné mnozstvi podalgeber algebry (N, +,-). [R]
529. Najdéte vSechny podalgebry algebry A = ({a,b,c,d}, f) typu (1), kde f(a) = f(b) = c a
f(e) = f(d) =d. [R]
530. Najdéte vSechny podalgebry algebry A = ({1,2,3,a,b,c}, f) typu (1), kde f(a) = f(1) =
2, f(b) = f(2) =3, flo) = fB) = 1.
531. Najdéte vsechny podalgebry algebry A = (Z, f) typu (1), kde f(k) = k+ 1. [R]
532. * Najdéte vSechny podalgebry algebry A, = ({0,...,n — 1},%) typu (2), kde a x b =
a+ bmod n. [N] [R]
533. Bud A = (A,a,b,c), kde a # b # ¢ # a, n-prvkova algebra typu (0,0,0). Kolik m4 tato
algebra podalgeber? [R]
534. Bud A = (A, %) algebra typu (2). Ovéite, ze mnozina {a € A: (x*a) *y = x * (a*y) pro
vSechna x,y € A} je bud prazdna, nebo tvoiri podalgebru algebry A. Uvedte pfiklad algebry,

kdy je tato mnozina prazdna.
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535. Bud V vektorovy prostor nad télesem R a uvazZujme na mnoziné V' binarni operace *,
definované pro kazdé r € R predpisem

Uk, v=ru+ (1—r)0.

Dokazte, ze
(a) algebra (V,*, : r € (0,1)) typu (2,2,2,...) mé za podalgebry pravé vSechny konvexni
podmnoziny prostoru V;
(b) * algebra (V,*, : r € R) typu (2,2,2,...) ma za podalgebry pravé vSechny afinni
podprostory prostoru V.

Nejmensi podalgebra algebry A obsahujici danou podmnozinu X C A se nazyva podalgebra generovand mnozi-
nou X a znadi se (X)a. Rekneme, Ze algebra A je generovana mnozinou X, pokud (X)a = A.

Prvky podalgebry (X)a muzeme najit tak, Ze zacneme s prvky mnoziny X a aplikovanim operaci algebry A
ziskdvame postupné dalsi prvky. Ve chvili, kdy uz zaddnou operaci algebry A nedostaneme nic nového (tj. kdyz

uz je zkonstruovand mnozina uzaviend na operace algebry A), mame celou (X)a.
536. Oveite, ze (N, +) = (1). Jaké prvky obsahuje (1)(y.), (1)(z+) a které prvky generuji celé
(Z,+)? [R]

537. Dokazte, ze (N,-) = (1,p : p je prvocislo) a Ze tato algebra neni konecné generovana (t;j.
neni generovana zadnou koneénou mnozinou). [R]

538. Spoctéte prvky algeber (2,3,4)w 4), (2,3,4) (. a (3, —10)(z 1) [R]

539. Spoctéte prvky algeber (2)z ) a (2)r, o) Uvazujte — jako unarni operaci. [R]

540. Spoctéte prvky algeber (2)(z ) a (2)(@-{0},)- Uvazujte — jako binarni operaci. [R]
%7 %>(Q7+77)7 <%’ %>(Q7+777) a <%7 %>(Q’+97) [R]

—1,2i)(c,+), (RU{2i})(c+) 2 (20)(c+,- - [R]

541. Spoctéte prvky algeber
542. Spoctéte prvky algeber

o~ o~~~

543. Kolik prvki ma algebra (A) s (z),.) 7 Zde
012 3 4567
001 2 3 456
0 001 2 3 45
A 000012 3 4
00 0O0O0T12 3
000O0O0TO0T1 2
000O0O0O0TO 01
000O0O0OO0OTO 0O

544. Ovéite, ze (Ma(Z),+,—,-) = ((§1).(19)).

545. Bud T3 = (T3, o) algebra vSech zobrazeni na mnoziné {1, 2,3} s operaci sklddani zobrazeni.
Oveite, ze T3 = ((3323),(323),(133)), a dokazte, Ze tato algebra neni generovana zadnou
dvouprvkovou mnozinou.

546. * Dokazte, ze kazda podalgebra algebry (N, +) je koneéné generovana.
547. * Bud A kone¢né generovana algebra. Dokazte, Ze je-li A = (X), pak existuje Y C X
kone¢na takova, ze A = (V).
Direktnim soucinem algeber A;, i =1,...,n, stejného typu rozumime algebru
Ay X X Ap=(A1 X x Ay, F),
pricemz jeji operace jsou definovany nasledovné:

e jsou-li i, ..., %, navzdjem si odpovidajici binarni operace algeber A1,..., A,, pak odpovidajici operaci
* v algebfe A; X --- X A,, definujeme predpisem

(a17...,an)*(b1,...7bn)=(a1 *1 bl,-««7an *nbn)

pro kazdé a1,b1 € A1, ..., an,bn € Ay,
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o jsou-li *,..../" navzéjem si odpovidajici unarni operace algeber Ay, ..., A,, pak odpovidajici operaci

" v algebfe Aj X --- x A, definujeme piedpisem

(a1,...,an) = ((al)'l, ooy (an)™)

pro kazdé a1 € A1, ..., an € Ay
e jsou-li ¢, ..., c, navzajem si odpovidajici konstanty algeber Aq,..., A, pak odpovidajici konstantu c
v algebre A X --- X A,, definujeme predpisem

c=1(c1y...,cn).

Tedy operace provadime po slozkach, podobné jako s vektory. Pod pojmem navzdjem si odpovidajici operace
rozumime operace pfifazené témuz symbolu w € €.

548. Ozna¢me No = (NU {0},+) a N; = (N, +). Najdéte minimalni mnozinu generatort
(minimalni vzhledem k inkluzi) algebry a) Ny x Ng, b) Ny x (N;,-) ¢) N; x Nj. Dokazte, ze
posledné jmenovand algebra neni kone¢né generovana. [R]

549. Najdéte tfiprvkovou mnozinu generatoru algebry (Z,+) x (Z,+). * Dokazte, ze dvouprv-
kova mnozina generatorti neexistuje.

550. Napiste, jak vypadaji operace algebry A = (Z,+,-) x (Z,-,+). Spoctéte ((1,0), (0,1))A.

551. Bud A, B algebry stejného typu a C,D jejich podalgebry. Dokazte, ze algebra C x D je
podalgebrou algebry A x B. Je kazda podalgebra algebry A x B tohoto tvaru? [R]

552. Bud A,B algebry stejného typu a U podalgebra algebry A x B. Tvofi mnozina {a :
(a,b) € U pro néjaké b € B} podalgebru algebry A? [R]

Necht A a B jsou algebry stejného typu. Zobrazeni ¢ : A — B se nazyva homomorfismus algeber A, B,
piseme ¢ : A — B, pokud

e pro kazdou binarni operaci * algebry A a odpovidajici operaci o algebry B plati pro kazdé a,b € A

p(axb) = p(a) o p(b);

e pro kazdou unérni operaci ' algebry A a odpovidajici operaci ” algebry B plati pro kazdé a € A

e pro kazdou konstantu c algebry A a odpovidajici konstantu d algebry B plati

w(c) =d.

Pouziva se nasledujici terminologie:

e monomorfismus, neboli vnorent, je prosty homomorfismus (nékdy se znaéi Sipkou <),
e epimorfismus je homomorfismus na (nékdy se znadi Sipkou —),
e izomorfismus je homomorfismus, ktery je bijekci (uziva se symbol ~),

a dale

e endomorfismem algebry A rozumime homomorfismus z A do A,
e qutomorfismem nazyvame takovy endomorfismus algebry A, ktery je zaroven permutaci.

Necht A, B, C jsou algebry stejného typu a ¢ : A — B a 1) : B — C homomorfismy. Pak

(1) slozené zobrazeni i o ¢ je homomorfismus A — C;
(2) je-li ¢ izomorfismus, pak inverzni zobrazeni ¢! je izomorfismus B — A.

553. Dokazte vysSe uvedené tvrzeni o sloZeni homomorfismi a inverznim izomorfismu.
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554. Rozhodnéte, které z nasledujicich zobrazeni jsou homomorfismy:
:(Cv')%(Rv'% ZH’Z‘

B:(C,+) = (R, +), z |z

7(R7+)_>(R7)7 T 2"
0

Q

(C, 4+, ) = (M2(R), +, ), a+ bi— (—ab Z)
e(Z,+,) = ({0,...,n — 1}, 4 mod ns * mod n), r+— rmodn
C:({07"'an_1}7+m0dna'modn)—>(Za+7')a =T

n:({0,...,n =1}, 4+ modn) = (C,-), ks €270
Které z nich jsou vnoreni a epimorfismy? [R]
555. Zjistéte, zda je zobrazeni z +— x — [z], kde [z] zna¢i dolni celou ¢ast, homomorfismem
(R,+) — ({0,1),®), pfiCemz @ je s¢itani ,modulo 14, tj. z @&y =z +y — [z + y|. [R]
556. Najdéte vSechny homomorfismy a) (N, +) — (N,+),b) (N, +,-) = (N, +,-), ¢) (N, +,2) —
(N,+,10), d) (N,+) — (N, -). [R]
557. Najdéte vSechny homomorfismy a) (Z,:) — (Z,+), b) (Z,+) — (N,+), ¢) (Z,+) —
(Nu{o},+), d)* (Z,+,-) = (Z,+,-). [R]
558. Oznac¢me Ny = (NU{0},+) a N; = (N, +). Najdéte vSechny homomorfismy a) Ny x Ny —
({1,-1},-), b)* Ny x Ny — ({1,—1},-). [R]
559. Bud T,, = (T, ) algebra vSech zobrazeni na mnoziné {1,...,n} s operaci skladani zob-
razeni. Rozhodnéte, zda existuje homomorfismus a) T,, — (N, +), b) T,, — ({0,1},-). [R]
560. Najdéte vSechny homomorfismy A — B, kde A = ({a,b,c,d}, f), f(a) = f(b) = ¢,
f(e)=f{d)=daB=({0,1},9), 9(0) = g(1) = L.
561. * Bud A,, = ({0,...,n — 1}, f,,) algebra s jednou unarni operaci definovanou ptedpisem
fn(x) = (x + 1) mod n. Pro dané m, n, naleznéte vSechny homomorfismy A,, — A,,.
562. * Najdéte néjaké vnoreni (M, (Z),+) — (Man(Z),-). [R]

563. Bud f : A — B homomorfismus algeber a X C A. Ozna¢me C = (X)a a D = (f(X))B.
Dokazte, ze D = f(C).

564. Bud f : A — B homomorfismus algeber a X C A takové, ze A = (X). Pomoci pfedchoziho
cviceni dokazte, ze f je epimorfismus pravé tehdy, kdyz B = (f(X)).

565. Necht A, Aq,..., A, jsou algebry stejného typu a f; : A — A;, ¢ = 1,...,n, homo-
morfismy. Dokazte, ze zobrazeni f : A — A; X ... X A, a — (fi(a),..., fu(a)), je také
homomorfismus.

Rekneme, ze algebry A a B jsou izomorfni, znadime A ~ B, pokud existuje izomorfismus A — B. Neformalné
feceno, jak provadime operace na prvcich algebry A, tak provadime odpovidajici operace na obrazech téchto
prvka v B. Tedy izomorfni algebry maji stejné algebraické vlastnosti, jinymi slovy, jsou ,stejné az na prejmenovani
prvka“. Relace >~ je ekvivalenci na tfidé vsech algeber daného typu.

566. Dokazte, ze algebry ({0,1}, 4+ mod2) a ({1,—1},-) jsou izomorfni. [R]

567. Dokazte, Ze algebry (R3, +, x) a SO3 = (SO3, +, [.,.]) jsou izomorfni. Operace x je vekto-
rové nasobeni v R3. Algebra SO3; m4 nosnou mnozinu vSech antisymetrickych matic 3 x 3 nad
realnymi ¢isly (antisymetrickd matice znamend, ze a;; = —aj;; spec. a;; = 0), na které bereme
operaci s¢itani a tzv. komutdtor, definovany [A, B] = AB — BA. [7] [R]

Chceme-li dokézat, ze dané dvé algebry nejsou izomorfni, obvykle se hleda tzv. invariant, tj. vlastnost V' takova,
ze kdykoliv jsou néjaké algebry A,B izomorfni a A mé vlastnost V, pak B mé vlastnost V. Obecné lze fici,
Ze invariantem je jakakoliv vlastnost, kterou lze vyjadfit pomoci kvantifikdtor, logickych spojek, proménnych,
rovnitka a operaci danych algeber. Eventualné lze vyuzivat dalSich pojmu, které jsou podobnym zpisobem
definovany. Napf.

e pocet prvkil algebry je invariantem (mezi rtizné velkymi mnozinami neexistuje vitbec zadn4a bijekce);
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e minimalni pocet generatort je invariantem;

e rovnosti (komutativita, asociativita, apod.);

e existence vyznaénych prvkil (napf. vlastnosti typu ,JzVy x x y = x“, coz v lidském jazyce Fikd, ze
existuje néco jako nula vzhledem k nésobeni);

e pro grupy jsou velmi t¢innym invariantem Fady prvka.

Priklad. Algebry (N,+) a (R,+) nejsou izomorfni hned z nékolika divodii. Pfedné, nejsou stejné velké. Na-
vic (N,4) = (1), kdezto algebru (R, +) nelze nagenerovat jednim prvkem. Kromé toho v (R, +) existuje nula
(invariant ,JzVy y + = = y*), v N nikoliv.

568. Dokazte, ze vlastnosti uvedené v predchozim ptikladé jsou invarianty.

569. Dokazte, Ze vlastnost |[{a € A| aoa = a}| = n je invariantem pro kazdou algebru (A4,0) s
binarni operaci o a pro kazdé prirozené n.

570. Dokazte, ze algebry (C,+) a (R, +) x (R, +) jsou izomorfni, avsak algebry (C,-) a (R, ) x
(R, -) nikoliv. [R]

571. Dokazte, Ze (Z,+) # (N ), (Q,+) £ (QT, ), zatimco (R, +) ~ (R, ). [R]

572. Dokazte, ze (R?,-) 2 (R3,-), zatimco (R?, +) ~ (R3, +).

573. Rozhodnéte, které z nasledujicich algeber jsou izomorfni: (R, +), (R,-), (R*,+), (RT,").
[R]

574. * Dokazte, ze zaddné dvé z nasledujicich algeber nejsou izomorfni: (N, +), (N,.), (Z,+),
(Za ’)7 (@Jra +)7 (Q+v ')7 (Q7 +)7 (Q7 )

575. Rozhodnéte, zda jsou algebry (Q,-) a (Z,-) x (N,-) izomorfni. [?]

V nésledujicich tlohdch zna¢i nN = {na:a € N} ={a € N:n|a}.
576. * Rozhodnéte, které z nasledujicich algeber jsou izomorfni: (N, -), (2N, -) (3N, -), (NN 2N, ).
[R]
577. * Rozhodnéte, pro kterd m,n je (mN,-) ~ (nN, ).

Relaci ~ na mnoziné X nazyvame ekvivalence, pokud je

(1) reflexivni, tj.  ~ = pro vSechna z,

(2) tranzitivni, tj. © ~y a y ~ z implikuje = ~ z,

(3) a symetrickd, tj. x ~ y pravé tehdy, kdyz y ~ x.
Blokem (nebo tidou) ekvivalence ~ p¥islusnou prvku z € X rozumime mnozinu

oo = {y € X 13~ g}
Pro dané z,y jsou pfislusné bloky bud stejné (pokud x ~ y), nebo disjunktni; tvofi tedy rozklad mnoziny X.
Naopak, kazdému disjunktnimu rozkladu X = (J sep B pifslusi ekvivalence definovand predpisem z ~ y,

pokud z,y lezi ve stejném bloku.
578. Spoctéte pocet ekvivalenci na tii, ¢tyf a pétiprvkové mnoziné.
579. Rozhodnéte, zda nasledujici relace jsou ekvivalence:

(1) Na mnoziné N definujeme a ~ b < a + b je sudé.
(2) Na mnoziné P(N) v8ech podmnozin definujeme A ~ B < A = B nebo AN B ={.

(3) Na mnoziné C definujeme a ~ b < |a| = |b|.
Pokud ano, kolik maji bloki? [R]
580. Bud G = (V,FE) graf, definuyjme na mnoziné V relaci a ~ b < existuje cesta mezi

vrcholy a, b. Jde o ekvivalenci? Co jsou jeji bloky? Jaka by byla odpovéd, kdybychom uvazovali
orientované cesty v orientovaném grafu? [R]

Bud A algebra. Ekvivalence ~ na nosné mnoziné A se nazyva kongruence algebry A, pokud

e pro kazdou binarni operaci * algebry A
a~c, b~d implikuje axb~cx*d;
e pro kazdou unarni operaci ' algebry A

a~b implikuje a ~b'.
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Kazda algebra A ma alespoii dvé kongruence, ¥iké se jim nevlastni: je to nejmensi kongruence id = {(a,a) : a € A}

a nejvétsi kongruence A x A = {(a,b) : a,b € A}. Algebra, ktera jiné kongruence nem4, se nazyva jednoduchd.
581. Dokazte, ze podminka pro binarni operaci * je ekvivalentni nasledujici podmince:

Pro kazdé a ~ b a kazdé cplatiaxc~bxcacxa~cxb.

Na blocich ekvivalence ~ definujeme operace predpisy

e [a] x [b] := [a * b] pro kazdou bindrni operaci * algebry A;
e [a)' := [a'] pro kazdou undrni operaci ' algebry A;
e C :=[c] pro kazdou konstantu c algebry A.

Algebra

A/~={la]:a € A},G)
stejného typu jako A s vySe uvedenymi operacemi se nazyva faktoralgebra algebry A podle kongruence ~.

582. Definujme relaci = ~ y < |z| = |y| na mnoziné komplexnich ¢isel. Rozhodnéte, zda jde o
kongruenci algebry a) (C,+), b) (C,-). [R]

583. Definujme relaci A ~ B < det A = det B na mnoziné redlnych matic n x n. Rozhodnéte,
zda jde o kongruenci algebry a) (M, (R),+), b) (M,(R),-). [R]

584. Definujme relaci x ~ y < x — [x] = y — [y] na mnozZiné realnych ¢isel. Rozhodnéte, zda jde
o kongruenci algebry a) (R, +), b) (R, —), ¢) (R,-). [R]

585. Najdéte vSechny kongruence algebry A = ({a,b,c,d}, f) typu (1), kde f(a) = f(b) =ca
fle) = f(d) =d.

586. Najdéte vSechny kongruence algebry A = ({0,...,n — 1}, f) typu (1), kde f(k) = k+1
(mod n).

587. * Popiste vSechny algebry typu (1), které maji jen dvé kongruence.

588. * Bud G = (G, *,’, e) grupa a N jeji norméalni podgrupa. Definujme relaci na G predpisem
a ~ b pravé tehdy, kdyz a x ' € N. Dokazte, Ze ~ je kongruenci grupy G.

589. * Bud G = (G,*,’,e) grupa a ~ jeji kongruence. Dokazte, ze blok [e] tvoii norméalni
podgrupu této grupy.

590. * Bud R = (R,+, —,-,0) okruh a I jeho ideal. Definujme relaci na R predpisem a ~ b
praveé tehdy, kdyz a — b € I. Dokazte, ze ~ je kongruenci okruhu R.

591. * Bud R = (R,+,—,-,0) okruh a ~ jeho kongruence. Dokazte, ze blok [0] tvori ideél
tohoto okruhu.

Binérni operace se ¢asto zapisuji pomoci tzv. Cayleyovy tabulky. Hodnotu a * b nalezneme na fadku popsaném
hodnotou a v sloupci popsaném hodnotou b. Napft.

A0 1 vi0 1
0 0 0|10 1
1 1 171 1

jsou Cayleovy tabulky logickych operaci A a V na hodnotéch 0,1.

592. Definujme algebry A = ({a,b,c},*) a B = ({a,b,c,d, e}, o) typu (2), kde operace *, o jsou
dany tabulkami

ola b ¢ d e
ala e ¢ a a
ble d e b b
cla e ¢ a c
dlec b a e e
ela e a d b

Najdéte vSechny podalgebry a kongruence téchto algeber.
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593. Definujme algebry A = ({0,1},%) a B = ({0,1,2,3},0) typu (2), kde operace *,0 jsou
dany tabulkami

o|0 1 2 3
«[0 1 0/0 1 2 3
0[0 1 110 2 0 2
110 0 200 3 0 3
3]0 0.0 0

Rozhodnéte, zda jsou nasledujici zobrazeni homomorfismy téchto algeber:

(1) ¢: A= A, 0(0) = (1) =0.

(2) p: A=A, 0(0) =¢(1)=1.

(3) ¢: A= B, p(0) =0, p(1) = 2.

(4) ¢ : B— A, ¢(0) = ()—O,w() 9(3) = 1.
(5) ¢:B— B, p(0) =0, o(1) =1, ¢(2) = p(3) = 2.

[R]
594. Najdéte vSechny podalgebry a kongruence algebry (N, *) typu (2), kde axb = max(a, b)+1

2. SVAZY

Svazem nazyvame algebru L = (L, A, V) typu (2, 2) spliujici pro kazdé z,y, z € L podminky
(1) zv(yvz)=(xVyVz a zA(yAz)=(xAy)Az (asociativita);
(2) xVy=yVa a zsAy=yAzxz (komutativita);
(3) zvVez=z a sAz =1z (idempotence);
4) zv(zAy)=z a xA(xzVy)=x (absorpce).

Jak je vidét z nasledujicich ¢tyfech cviceni, svazy a svazové usporddané mnoziny jsou de facto totéz, jde jen o
formu zépisu (jednou jde o usporadédni, podruhé o algebru). Tyto pojmy budeme volné zaménovat.
595. * Bud (L, A\, V) svaz a definujme relaci < na L podminkou
a<b <+« aAb=a.
Dokazte, ze (L, <) je svazové uspofadand mnozina.
596. Bud (L, <) svazové uspofdadana mnozina a ozna¢me a A b = inf(a,b) a a V b = sup(a, b).
Dokazte, ze algebra (L, A, V) je svaz.
597. Bud (L, A\, V) svaz, vytvoime z néj vyse uvedenymi zpusoby nejprve svazové usporadanou
mnozinu, a poté zpatky svaz. Dokazte, ze obdrzime zpét ptivodni svaz.
598. Bud (L, <) svazové usporddand mnozina, vytvofme z ni vySe uvedenymi zpiisoby nej-
prve svaz, a poté zpatky svazové usporadanou mnozinu. Dokazte, Ze obdrzime zpét ptvodni
usporadéni.
599. Co jsou operace A,V ve svazu P(X)? [R]
600. Co jsou operace A,V ve svazu Eq(X)? DokaZte, Ze A je prinik a Ze spojenim ekvivalenci
~ a = je ekvivalence
{(a,b) € X x X : Jug,...,up € X a=1ug ~ u & ug ~ ug = ug-- Uy = b}.

601. Dokazte, ze ve svazu Sub(A) je BAC = BN C a BV C je nosnd mnozina podalgebry
<B ucC ) A
602. * Co jsou operace A,V ve svazu Sub(A)? [R]
603. * Co jsou operace A,V ve svazu Con(A)? [R]
604. Nakreslete vSechny (az na izomorfismus) svazy s nejvyse péti prvky.

Déle se budeme vénovat algebraickym vlastnostem svazu.
605. Rozhodnéte, zda nésledujici mnoziny tvofi podsvaz svazu P(N): a) kone¢né podmnoziny
N, b) podmnoziny mnoziny sudych ¢isel, ¢) podmnoziny N uzaviené na operaci s¢itani, d)

podmnoziny N obsahujici prvek 1. [R]
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606. Bud A algebra. Rozhodnéte, a) zda Sub(A) tvoii podsvaz svazu P(A), b) zda Con(A)
tvori podsvaz svazu Eq(A). [R]

607. ** Bud X kone¢nd mnozina. Najdéte nejmensi mnozinu generatoru svazu Eq(X). [R]

608. Bud Lj, Ly svazy a ¢ : L1 — Lo bijekce spliujici z < y pravé tehdy, kdyz ¢(z) < ¢(y).
Dokazte, ze je ¢ izomorfismus Ly ~ Lo.

609. a) Zjistéte, zda jsou nasledujici svazy jednoduché, tj. zda maji jen 2 kongruence. b) Spoc¢téte
svazy kongruenci téchto svazt. [R]

O S O

610. * Bud V vektorovy prostor nad télesem T konecné dimenze alespon 2. Dokazte, Ze svaz
Sub(V) jeho podprostori je jednoduchy. [N]

611. ** Bud V vektorovy prostor nad télesem T nekonecné dimenze. Dokazte, ze svaz Sub(V)
jeho podprostortt neni jednoduchy. [R]

Svaz se nazyva moduldrni, pokud pro kazdé a < b a kazdé c plati rovnost
(eVa)ANb=(cAb)Va.
Svaz se nazyva distributivni, pokud pro kazdé a, b, c plati rovnosti

aN(dVe)=(anb)V(anc) a aV(bAc)=(aVD)A(aVec).

S e

Svaz je moduléarni pravé tehdy, kdyZ neobsahuje podsvaz izomorfni svazu N5. Svaz je distributivni pravé tehdy,

Ozna¢me nasledujici svazy

kdyZ neobsahuje podsvaz izomorfni svazu M3 ani Ns.

612. Dokazte, ze svaz M3 je modularni, ale neni distributivni. Dokazte, Ze N5 neni moduléarni.
613. * Dokazte, ze pokud svaz neni modularni, obsahuje podsvaz izomorfni Nj.
614. Dokazte, ze svaz spliiuje pro kazdé a, b, c rovnost a A (bV ¢) = (aAb) V (a A c) pravé tehdy,
kdyz spliiuje pro kazdé a,b,c rovnost a V (bAc) = (aVb)A(aVc).
615. Dokazte, ze distributivni svazy jsou modulérni.
616. Rozhodnéte, zda je svaz P(X) a) modularni, b) distributivni. [R]
617. Rozhodnéte, pro ktera n je svaz Eq(n) a) modularni, b) distributivni. [R]
618. Rozhodnéte, zda je svaz (N, |) a) modularni, b) distributivni. [N] [R]
619. Oznac¢me D,, mnozinu vSech délitelt ¢isla n. Dokazte, Ze existuje mnozina X takova, ze
(Dy,|) ~ P(X) pravé tehdy, kdyz n neni délitelné zadnou druhou mocninou prvodcisla. [R]
620. Bud C' mnozina vsech konvexnich podmnozin roviny R2. Dokazte, ze je (C,C) svaz (co
jsou operace V, A7) a rozhodnéte, zda je a) moduldrni, b) distributivni.
621. Bud V vektorovy prostor nad télesem T dimenze alespon 2. Rozhodnéte, zda je svaz
Sub(V) jeho podprostori a) modularni, b) distributivni. [R]
622. Uvazujme svazy (Sub(G), C), kde G je grupa.

a) Najdéte priklad grupy G, kde (Sub(G), C) neni modularni.

b) Dokazte, Ze pro abelovskou grupu G je svaz (Sub(G), C) vzdy modulérni. Mizete vyuzit

faktu, ze A VB = A+ B ={a+b:a € A bc B} (coz v neabelovskych grupach neplati).

c) Najdéte priklad abelovské grupy G, kde (Sub(G), C) neni distributivni.
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623. Je svaz Sub(A) pro kazdou algebru A distributivni? Je modularni? Pokud ano, dokazte,
pokud ne, uvedte protipriklad.

624. Je svaz Con(A) pro kazdou algebru A distributivni? Je modulédrni? Pokud ano, dokazte,
pokud ne, uvedte protipriklad.

625. Je svaz Sub(L) pro kazdy svaz L distributivni? Je modularni? Pokud ano, dokazte, pokud
ne, uvedte protipriklad.

626. * Je svaz Con(L) pro kazdy svaz L distributivni? Je modularni? Pokud ano, dokazte,
pokud ne, uvedte protipiiklad. [R]

627. Bud C mnozina vSech konvexnich podmnozin roviny. Dokazte, ze je (C, C) svaz (co jsou
operace V,A?) a rozhodnéte, zda je a) modulérni, b) distributivni. [R]

628. * Bud X neprazdnd mnozina a uvazujme algebru B(X) = (P(X),N,U,”, 0, X) (zde ’ znaci
doplnék mnoziny). Dokazte, Ze Sub(B(X)) ~ Eq(X)?, kde L° znaé dualni svaz k L, tedy
(L, A V)° = (L, V, A). [N]

629. Dokazte, ze svaz L je distributivni pravé tehdy, kdyz kazdy interval [a, b] v L mé vlastnost,
ze kazdy prvek ma nejvyse jeden komplement. Intervalem [a, b] rozumime podsvaz {z € L : a <
x < b}. (Svaz L nemusi byt omezeny, ale interval vzdy omezeny je, proto ma smysl mluvit o
komplementech.)

630. Podmozina A svazu L se nazyva ideal, pokud je uzaviena na spojeni a pro kazdé a < b € A
plati a € A. Dokazte, Ze idealy svazu L tvori uplny svaz vzhledem k inkluzi. Je to podsvaz svazu
P(L)? Najdéte prosty homomorfismus z L do tohoto svazu.

Booleovy algebry.
631. Dokaite, ze Booleova algebra P(X) je izomorfni direktni mocniné 2/X|. Zde P(X) znaci
algebru vSech podmnozin mnoziny X a 2 dvouprvkovou Booleovu algebru.

632. Uvedte piiklad distributivniho svazu, ktery neni Booleovou algebrou. Uvedte piiklad kom-
plementarniho svazu, ktery neni Booleovou algebrou.

633. Dokazte, ze kongruence Booleovych algeber si vzajemné jednoznacné odpovidaji s filtry.
634. Bud R okruh spliiujici 22 = z pro vSechna x € R. Definujme operace z Ay = zy a
x Vy=x+y+ xy. Dokazte, Ze pro jistou operaci’ je (R, A,V, ,0,1) Booleova algebra.

635. Bud B Booleova algebra. Definujme operace z +y = (z Vy) A (x Ay) axy = x Ay.
Dokazte, Ze pro jistou operaci — je (B, +, —, -,0) okruh spliiujici 22 = z pro véechna = € B.
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VI. Teorie téles

1. PRIKLADY A ZAKLADNI VLASTNOSTI

Télesem rozumime komutativni okruh s jednotkou, jehoz kazdy nenulovy prvek je invertibilni. (Néktefi autori
definuji t&lesa tak, Ze nemuseji byt nutné komutativni; je-li to nutné, pak vyslovné uvadsji komutativni t&leso“.)

vvvvvv

o téleso kompleznich ¢isel C a jeho podtélesa (Q, R a dalsi, viz nasledujici sekce);
o a dale konecnd télesa (Zp a dalsi, viz nize).
Dale pripomenme
e konstrukci podilového télesa daného oboru integrity;
e a konstrukci téles jako faktorokruhi podle maximalnich ideal.

Charakteristikou télesa rozumime nejmensi n € N takové, ze 1+ ...+ 1 = 0, pokud takové n existuje, resp. 0 v
—_———

opacném piipadé. Charakteristika télesa je zarucené 0 nebo prvoéisrio. Nejmensi podtéleso (musi obsahovat prvek
1) se nazyva prvotéleso; je izomorfni bud Q (v charakteristice 0) nebo Z, (v charakteristice p).

636. Dokazte, ze Z, je téleso pravé tehdy, kdyz n je prvoéislo. [R]

637. Bud Ry,...,R, okruhy. Za jakych podminek je direktni souc¢in R; x --- x R,, télesem?
[R]

638. Najdéte nejmensi podtéleso télesa C obsahujici prvky a) 2, —4, b) /2, ¢) i, d) {z € C :
|z| = 1}. [R]

639. Dokazte, ze podilové téleso oboru Z[y/s] je izomorfni s télesem Q[/s].

640. * Reste nasledujici rovnice v podilovém télese oboru R[z]: a) f* =1, b) f2 — f = 2. [?]
641. Dokazte, Ze v télese charakteristiky p plati (z + y)?" = 2P" + yP" pro libovolné m € N.
[R]

642. Uvedte priklad nekonecéného télesa charakteristiky > 0. [R]

Kazdé konecné téleso T ma p* prvkid, kde p je prvoéislo rovné charakteristice T a k je pFirozené &slo; p*-
prvkové téleso existuje pravé jedno az na izomorfismus a znaci se F .
o Fp = Zyp;
e Fr pro k > 1 lze reprezentovat jako faktorokruh Z,[x]/f, kde f je (libovolny) ireducibilni polynom
stupné k v Zy[z]. (Uvédomte si, Ze F,x neni ani Z, ani (Z,)"* !)

Multiplikativni grupa kone¢ného télesa je cyklicka. Jeji generatory se nazyvaji primitivni proky.

643. Napiste tabulku sc¢itani a ndsobeni ¢tyiprvkového, osmiprvkového a devitiprvkového télesa.
644. Uvazujme téleso Fio5 = Zs[x]/z3 + 2 + 1. Spoctéte [3x2 + 4z + 1] + [222 + 4], [32? + 4o +
1]-[22% + 4] a [z]71. [R]

645. Uvazujme téleso Fg; = Zs[z]/x*+224+2+1. Spoctéte [3+22%]+[2224+-1], [23+222]-[222+1]
a [z + 1]71. (Ovéite, Ze je polynom z* + 22 + 2 + 1 skuteéné ireducibilni v Z3[z].) [R]

646. Najdéte primitivni prvky télesa Fg = Zs[z]/2% + 2 + 1. [R]

647. Najdéte primitivni prvky télesa Fg = Zs[z]/2% + 1. [R]

648. Najdéte primitivni prvky télesa Fig = Za[z]/2* + 2 + 1.

649. Kolik podtéles ma téleso Fp2? [?] [R]

650. Dokazte, Zze v koneCném télese charakteristiky p je zobrazeni x — xP automorfismus. [R]
651. Dokazte, ze v F, plati a?* = a pro kazdé a. [R]

652. Dokazte, Ze v Fy[z] plati 29 — z =[] ,cp, @ — a. [R]

653. Dokazte, Ze podokruh {( % ?) : a,b € R} okruhu My(R) je izomorfni t&lesu C. [N]
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654. Dokazte, ze podokruh {( % %) : a,b € Z3} okruhu My(Z3) je izomorfni télesu Fy =
Zg[:n]/x2 + 1. [N]
655. * Najdéte reprezentaci télesa Fy = Zy[x]/2% + x + 1 v okruhu May(Zs). [7]

Oznaéme Np(k) pocet ireducibilnich polynomi stupné k v Zp[z].
656. * Dokazte, Ze >, Np(d)d = pk.
657. * Dokazte, ze Ny(k) = 1 - (X dik w(k/d)p?). [N]

658. Dokazte, ze Ny(k) # 0 pro kazdé prvocislo p a k € N.
(Tedy existuje kone¢né téleso velikosti p"* pro kazdé prvocislo p a k € N.)

2. ROZSIRENT KONECNEHO STUPNE

Rozsifenim téles T < S rozumime situaci, kdy T je podtéleso S.
Minimdlnim polynomem prvku a € S nad télesem T rozumime monicky polynom me t € T[z] spliiujici

(1) ma,r(a) =0;
(2) kazdy polynom f € T[z] spliujici f(a) = 0 je délitelny polynomem mq .

Minimalni polynom je v T|[z] ireducibilni a plati i opa¢né tvrzeni: je-li a koFen monického ireducibilniho polynomu
f € T[z], pak f = ma,T.

659. Spoctéte minimalni polynom prvki —2, i, ¥/2, 1 + /5 a €2™/3 nad télesem Q. [R]

660. Spoctéte minimalni polynom prvkii v/3 a v/2 nad télesem Q(v/2). [R]

661. Spoctéte minimalni polynom prvku v/3 + v/5 nad télesem Q.

662. Bud T < S rozsifeni téles a a € S. Vyjadiete polynom mg-1 v pomoci koeficientti poly-
nomu mg 1. [R]

Prvek a € S nazyvame algebraicky nad T, pokud je kofenem néjakého nenulového polynomu z T[x]; v opacném
pripadé jej nazyvame transcendentni. Je-li kazdy prvek télesa S algebraicky nad T, hovotrime o algebraickém
rozsirent. Ke kazdému algebraickému prvku existuje pravé jeden miniméalni polynom.

Bud T < S rozsifeni téles a a1,...,an, € S. Pak T(a1,...,a,) zna¢i nejmensi podtéleso S obsahujici T i
ai,...,an. Jsou-li prvky ai,...,a, algebraické nad T, pak T(a,...,an) = Ta1,...,an].

Nadtéleso S > T lze povazovat za vektorovy prostor nad télesem T. Jeho dimenze se nazyva stupern rozsirent
T < S aznaéise [S: T|. Je-li stupen [S : T| konecny, fikdme, ze jde o rozsifeni koneéného stupné. Plati nésledujici
tvrzeni:

e Jsou-li T < S < U rozsifeni téles, plati

[U:T]=[U:8]-[S:T].
e Je-li a algebraicky nad T, pak
[T(a) : T] = degma,T.

Rozsiteni kone¢ného stupné jsou algebraicka.

e Rozsifeni T < S je koneéného stupné pravé tehdy, kdyz S = T(a1, ..., an) pro n&jaké prvky ai1,...,a, €

S algebraické nad T.

663. Spoctate [Q(i — 4) : @], [Q(v3, ¥3) : Q, [Q(VE, ¥3) : Q. [B]
664. Spoctéte [Q(e2™/P) : Q] pro p prvocislo. [R]
665. * Spoctéte [Q(v3 +/T7) : Q. [N] [R]
666. * Dokazte, ze [Q(\/P1,--.,+/Pn) : Q] = 2", pokud p1,...,p, jsou po dvou rtznd prvodéisla.
667. Spoctéte [Q(</p) : Q] pro p prvocislo. [R]
668. Bud T < S <C. Je-li [S: T] =2, pak S = T(y/r) pro néjaké r € T. [N]
669. Bud T < S <C. Je-li [S: T] = 3, musi byt nutné S = T(/r) pro né&jaké r € T? [R]
670. Dokazte, ze mnozina vsech algebraickych prvka nad télesem Q je spocetna. [N]
671. Bud a € C transcendentni nad Q. Spoctéte [Q(a) : Q]. [R]
672. Spoctéte [R: Q. [R]

673. Jsou prvky 1 +v2+ V3 a \‘75/(\/5 ++/3) algebraické nad télesem Q? [R]
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674. Predpokladdejme, Ze je ¢islo a € R transcendentni nad Q. Dokazte, Ze a) ¢éislo v/a, b) ¢islo
f(a), kde f je libovolny polynom z Q[z], je také transcendentni nad Q.

675. Bud T < S < U rozsifeni téles, U algebraické nad S a S algebraické nad T. Je U
algebraické nad T?7 [N]

676. Bud p,q rizna prvocisla. Dokazte, Ze jsou ¢isla 1,/p,/q,/Pq linedrné nezavisla nad
télesem Q. [R]

677. Bud T téleso a a algebraicky prvek nad T takovy, ze [T(a) : T] je lichy. Dokazte, ze
T(a) = T(a?). [R]

678. Bud T < S rozsifeni téles a a,b € S algebraické nad T. Predpokladejme, Ze stupné
polynomt mg T, mp jsou nesoudélné. Pak [T(a,b) : T] = [T(a) : T] - [T(b) : T]. Uvedte
protiptiklad na tuto rovnost, pokud stupné nesoudélné nejsou.

679. Bud T téleso, a transcendentni prvek nad T a uvazujme téleso S spliujici T < S < T(a).
Rozhodnéte, které z nasledujicich tvrzeni je pravdivé: a) T < S je algebraické rozsifeni, b)
S < T(a) je algebraické rozsifeni. [7]

680. Bud T téleso a a, b algebraické prvky nad T takové, Ze jejich miniméalni polynomy f,g
jsou nesoudélné v T[z]. Dokazte, Ze polynom g je ireducibilni v T(a)[z]. [?]

681. * Bud T < U,V < S rozsifeni téles takové, ze [U : T| i [V : T| jsou konecné. Dokazte, ze
nejmensi podtéleso S obsahujici U UV je tvofené mnozinou {> 7" ja;b; : n € N,a; € U, b; € V'}.
682. * Bud T je téleso a R obor integrity takovy, ze T < R. Obor R mizeme povazovat za
vektorovy prostor nad T. Dokazte, Ze je-li kone¢né dimenze, pak je R téleso.

683. * Bud R, S obory integrity, R < S a predpokladejme, Ze kazdy prvek R je kofenem
néjakého monického polynomu z S[z]|. Dokazte, Ze R je téleso pravé tehdy, kdyz S je téleso.

684. * Uvazujme rozsifeni T < S stupné n. Najdéte prosty homomorfismus S — M,,(T). [N]

685. * Na zdkladé predchoziho cvi¢eni navrhnéte algoritmus na vypocet miniméalniho polynomu.

7]

Mezi klasické starotfecké tlohy patfily konstrukce pomoci pravitka a kruzitka. Teorie rozsifeni konecného stupné
umoznuje dokazat, ze nékteré konstrukce nejsou proveditelné.
Konstrukcet pravitkem a kruZitkem rozumime posloupnost My C M; C ... C M,, koneénych mnozin boda v
roviné takovych, ze M;y1 = M; U{X}, kde X vznikne jako
(1) prusecik pfimky AB a pfimky CD;
(2) prusecik pfimky AB a kruznice se stfedem C' a polomérem |DE|;
(3) prisecik kruznice se stfedem A a polomérem |BC| a kruznice se stfedem D a polomérem |EF|

pro néjaké body A, B,C,D,E,F € M,.

686. Jsou dény tfi rizné body A, B, C. Dokaite, Ze lze pravitkem a kruzitkem sestrojit primku,
kterda je kolmé na pfimku AB a prochdzi bodem C. (Nezapomerite rozlisit pfipad, kdy C
lezi/nelezi na AB!)

687. Jsou dany t¥i body A, B,C nelezici na pfimce. Dokazte, Ze lze pravitkem a kruzitkem
sestrojit bod D takovy, ze tthel BAD je stejny, jako tthel CAD.

Zvolme v roviné soufadnice a uvazujme nejmensi téleso T, které obsahuje x-ové i y-ové soutadnice vsech bodu
z M. Dostavame fetézec rozsiteni téles To < T < T < ... < T,. StéZejnim krokem pro feseni uvedenych tloh
je nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. [T, : To] je mocnina éisla 2.

688. * Dokazte, ze [T;y1 : T;] je 1 nebo 2. [N]
689. Pomoci predchoziho cvicéeni dokaZte Tvrzeni. [R]

Reélné cislo a nazveme konstruovatelné, pokud lze z tsecky délky 1 sestrojit tsecku délky a.

690. Dokazte, Ze zaddné transcendentni ¢islo neni konstruovatelné.
Tedy pravitkem a kruzitkem nelze Fesit ani rektifikaci kruznice (k dané kruznici nalézt tsecku,
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ktera je stejné dlouhd jako obvod této kruznice), ani kvadraturu kruhu (k danému kruhu nalézt
usecku takovou, Ze ¢étverec nad ni sestrojeny mé plochu stejnou jako tento kruh). [R]

691. Dokazte, ze algebraické ¢islo, jehoz minimalni polynom ma stupen, ktery neni mocnina
dvou, neni konstruovatelné.

Tedy pravitkem a kruzitkem nelze fesit zdvojeni krychle (k dané tsecce u sestrojit usecku v
takovou, ze krychle s hranou dlouhou jako v mé dvakrat vétsi objem, nez krychle s hranou
dlouhou jako u). [R]

692. Dokazte, ze pravitkem a kruzitkem nelze zkonstruovat ¢islo cos 20°. [N]

Tedy pravitkem a kruzitkem nelze tesit trisekci dhlu (k danému thlu sestrojit tfetinovy thel):
nelze roztietit thel 60°. Zaroven je vidét, ze nelze zkonstruovat pravidelny k-thelnik pro zadné
k délitelné deviti.

693. Dokazte, ze pravitkem a kruzitkem lze sestrojit pravidelny n-tihelnik praveé tehdy, kdyz je
konstruovatelné ¢islo cos(27/n).

694. Bud p prvocislo. Dokazte, Zze pokud lze sestrojit pravitkem a kruzitkem pravidelny p-
thelnik, pak p — 1 je mocnina dvou.

695. * Bud p prvocislo. Dokazte, ze pokud lze sestrojit pravitkem a kruzitkem pravidelny
p-uhelnik, pak p = 22" 41 pro néjaké k. [N]

696. Dokazte, ze pokud lze sestrojit pravitkem a kruzitkem pravidelny n-thelnik, pak lze se-
strojit i pravidelny 2n-uhelnik.

697. Které pravidelné n-thelniky pro n < 17 lze sestrojit pravitkem a kruzitkem? [R]

698. ** Které pravidelné n-uhelniky lze sestrojit pravitkem a kruzitkem?

699. Dokazte, ze konstruovatelna ¢isla tvori podtéleso K télesa R takové, ze \/a € K pro kazdé
a € K.

700. Dokazte, ze kazdé ¢islo, jehoz minimélni polynom ma stupen 2, je konstruovatelné.
701. Uvedte ¢islo, jehoz minimélni polynom mé stupeni 4, ale neni konstruovatelné.

3. KORENOVA A ROZKLADOVA NADTELESA, ALGEBRAICKY UZAVER

Kofenova a rozkladové nadtélesa - DOPLNIT

702. Najdéte viechna kofenova nadtélesa polynomt 22 — 1, 22 + 1 a 22 — 2. [R]

703. Najdéte viechna kofenova nadtélesa polynomt 23 — 1, 23 + 1 a 22 — 2. [R]

704. Najdéte vSechna kofenova nadtélesa polynomi P — 1, 2P + 1 a 2P — 2, kde p je prvocislo.

705. Najdéte vSechna kofenova nadtélesa polynomt 2% — 1 a 2% + 1. [R]

706. Najdéte vechna kofenova nadtélesa polynomt 26 — 1 a 26 + 1.

707. Najdéte rozkladova nadtélesa polynomu z™ — 1 a 2™ + 1 nad Q. [R]

708. Najdéte vSechna kofenova nadtélesa a rozkladové nadtéleso polynomu z2 — 6z — 9 nad Q.

[R]

709. Najdéte vechna kofenova nadtélesa a rozkladové nadtéleso polynomu z* — 522 + 6 nad

Q. [R]

710. Dokazte, ze Q(\S@, 62”/5) je rozkladové nadtéleso polynomu z° — 2 nad Q. Spoététe jeho

stupen nad Q.

711. Uréete pocet prvki rozkladového nadtélesa nasledujicich polynomt: a) 2% + 22 + 1 nad

Zs, b) 22" + 1 nad Zs, c) 2% + 22?2 + 1 nad Z3, d) 2'® 4+ 2 nad Z,. [R]

712. Existuje polynom f € Q[z] takovy, ze ma n riznych komplexnich kofent, ale stupen

rozkladového nadtélesa je mensi nez n? [R]

713. Bud S rozkladové nadtéleso polynomu f € T'[x] stupné n. Dokazte, ze [S : T] déli n!. [N]

714. Bud T téleso obsahujici primitivni m-tou odmocninu z jedné pro néjaké m > 1. Bud

a,b € T takové, ze polynomy f = ™ — a, g = ™ — b jsou ireducibilni. DokazZte, Ze maji
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polynomy f, g stejné rozkladova nadtélesa pravé tehdy, kdyz b = ¢a” pro néjaké c€ T'ar € N
spliujici NSD(r,m) = 1. [7]
715. Dokazte, Ze télesa Q(v/7) a Q(v/11) nejsou Q-izomorfni.
716. * Zjistéte, pro jaka r, s € Z jsou télesa Q(1/r) a Q(y/s) izomorfni. [?] [R]
Konecné téleso Fpn lze uvazovat také jako rozkladové nadtéleso polynomu AN
717. Bud p prvoéislo. a) Dokazte, Ze v oboru Z plati p” — 1 | p™ — 1 pravé tehdy, kdyz n | m.
b) Dokazte, ze v oboru Zy[z] plati 2™ — 1 | 2™ — 1 pravé tehdy, kdyz n | m.
718. * Uzitim predchoziho cviceni dokazte, Ze existuje vnoreni Fpn — F,m pravé tehdy, kdyz
n | m. [N]

Algebraicky uzavér - DOPLNIT

719. Dokazte, ze konecnd télesa nejsou algebraicky uzaviena. [R]
720. * Bud T téleso. Dokazte, ze podilové téleso oboru T[x] neni algebraicky uzaviené. [7]
721. * Dokazte, Ze algebraicky uzavér nekone¢ného télesa T mé stejnou velikost jako T. [N]

722. Bud Ty, T4 dvé algebraicky uzaviend télesa stejné charakteristiky. Dokazte, Ze se d4 vnorit
T; do T3 nebo naopak. [7]

4. GALOISOVA TEORIE

Bud T < S rozsifeni téles. T-homomorfismem télesa S rozumime homomorfismus ¢ télesa S spliiujici ¢(x) = x
pro kazdé x € T.

723. Bud T < S rozsifeni téles, ¢ : S — S bud T-homomorfismus a 0 # f € T[z]. Dokaite, Ze
 permutuje kofeny polynomu f, které lezi v S.

724. Bud S; a Sj rozsifeni télesa T a ¢ : S; — Sy T-izomorfismus. Dokazte, ze je-li f € T[z]
a a € S1, pak a je kofen f v Sy pravé tehdy, kdyz f(a) je kofen f v So.

Bud T < S rozsifeni téles. Galoisova grupa Gal(S/T) je grupa vSech T-automorfismt télesa S. Je-li S
rozkladové nadtéleso polynomu f € T'[z], pak

(1) Gal(S/T) se vnofuje do symetrické grupy S, kde n je poéet rtznych kofent polynomu f;
(2) je-li f ireducibilni, pak pro kazdé dva kofeny a, b existuje ¢ € Gal(S/T) takovy, ze p(a) = b.
Je-li T <'S < U rozsifeni téles a obé télesa S, U jsou rozkladova pro néjaké polynomy z T[z], pak plati
(3) Gal(U/T)/Gal(U/S) ~ Gal(S/T).
725. Spoctéte Gal(C/R).
726. Spoctéte Gal(Q(/p)/Q), kde p je prvocislo.
727. Spoctéte Gal(Q(/p)/Q), kde p je prvocislo a n € N.
728. Spoctéte Gal(v/2,v/3)/Q), kde p je prvoéislo a n € N.
729. Spoctéte Gal(v/2,v/3,v5)/Q), kde p je prvocislo a n € N.
730. Spoctéte Gal(S/Q), kde S je rozkladové nadtéleso polynomu a) 22 —1, b) 23 +1, ¢) 2% -2,
d) 23 + 2.
731. Spoctéte Gal(S/Q), kde S je rozkladové nadtéleso polynomu a) % — 1, b) 2% — 1.
732. Spoctéte Gal(S/Q), kde S je rozkladové nadtéleso polynomu 2° — 2* — 23 — 2 — 2.
733. Spoctéte Gal(S/Q), kde S je rozkladové nadtéleso polynomu x° + 23 — 222 — 2.
734. Spoctéte Gal(S/Q), kde S je rozkladové nadtéleso polynomu a) z* +7x2+4, b) 2* +4224-2,
a) ot + 622 + 6.
735. * Bud S je rozkladové nadtéleso polynomu x* + az? + b nad Q. Dokazte, ze Gal(S/Q) je
izomorfni

® 7o X Zg, pokud b je druh& mocnina racionélniho ¢isla;
e Z4, pokud b neni druh4 mocnina, ale b(a? — 4b) je druha mocnina;
e Dg v ostatnich pripadech.
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736. * Bud S je rozkladové nadtéleso polynomu z™ — 1. Dokazte, ze Gal(S/Q) ~ Z.

737. * Spoctéte |Gal(S/Q)|, kde S je rozkladové nadtéleso polynomu z" — a, a € Q.

738. * Spoctéte |Gal(S/Q)|, kde S je rozkladové nadtéleso polynomu z° + 1423 — 7.

739. ** Bud f € Q|xz] ireducibilni polynom prvociselného stupné p, ktery ma 2 imaginarni a p—2
redlnych kofent. Bud T je rozkladové nadtéleso polynomu f nad Q. Dokazte, ze Gal(T/Q) ~
Sy

740. Dokazte, ze |Gal(R/Q)| = 1. Navod: Q-automorfismy zachovavaji uspofadani.

741. * Dokazte, ze Gal(C/Q) je nekonec¢né. (Je potfeba axiom vybéru.)
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NAVODY

5. Infima jsou prlniky, suprema jsou sjednoceni. 6. Infima jsou pruniky, staéi tedy
popsat nejvétai prvek. (Suprema nejsou sjednoceni!!) 16. Bud z pfedchoziho cvi¢eni odvodte
soucCet sudych cisel a vysledky sec¢téte. Nebo dosazenim nékolika hodnot odhadnéte vysledek
jako polynom an? + bn? + cn + d a dokalte, le je vda odhad spravny. 17. Dosazenim nékolika
hodnot odhadnéte vysledek jako polynom étvrtého stupné a dokalte, Te je vda odhad spravny.
44. Dokalte, e je délitelné 7. 49. (=) Pomoci malé Fermatovy véty zparujte prvky 2,...,p—2
do dvojic, jejichl souéin je 1; diky pfedchozimu cvideni jsou to skutecné dvojice. Levéa strana je
tedy rovna souéinu spousty jednicek a p — 1. (<) Na levé strané se vyskytuje néjaky délitel p.
51. b) Uvalujte Y a;z% a >_ bz’ a vezméte m, n nejmenai takové, le a,, # 0, b, # 0. Podivejte
se v soufinu na koeficient u ™. 55. Diky kraceni jsou levé translace (vzhledem k ndsobeni)
prosté, tedy (na koneéné mnoling) jsouina. 59. Vyulijte cviceni, které iika, le mocninnd fada
je invertibilni prave tehdy, kdyl ag # 0. 60. NSD dévaji jednoznacnost rozklad, hleddme tedy
obor, kde néjaky prvek nejde rozlolit viibec. Jinymi slovy, chceme, aby né&jaky prvek a ael délit
do nekone¢na. Uvalujte faktorokruh Tz, z2,... ... 22...] podle idealu generovaného polynomy
T a3, 30 —23, ... 22... Dokalte, le to je obor integrity (staci, le uvedeny ideél je prvoideal),
fe v ném existuji NSD a a je prvek [z;]. 71. Nechs f = ZIS a;z™. Plati f(z") = (z — 1)g(z)
pro n&jaky polynom g, spoctéte koeficienty toho g. Ukéle se, le 1 +x + --- + 2" 1 | g.  79.
Protole ztotolnéni u; = w; zptsobi, le je determinant nulovy, musi byt determinant délitelny
cleny u; — uj pro kaldé ¢ # j. Nyni uvalujte stupeni vysledného polynomu. 80. Dosadte
~ do polynomu a zkoumejte délitelnost jednotlivych clent ¢isly r,s. 86. Dokalte, Ie je-li
u kofen tohoto polynomu, pak je u + 1 také kofen. 88. Poulijte cviceni, které fikalo, Ie
p je ireducibilni pravé tehdy, kdyl p(z + a) je ireducibilni, a Eisensteinovo kritérium. 89.
Uvalujte f jako sou¢in dvou polynomil a diskutujte délitelnost koeficient provéislem p.  103.
Dokalte indukei podle n za pomoci pifedchoziho cvideni. V indukénim kroku ulijte vzorec pro
soucet kombinaénich ¢isel (%) + (Zﬁl) = (?ill) 110. Je-li a kofenem f i f’, pak je také
kofenem NSD(f, f/). (Protole 2 — a déli oba dva, tedy i NSD.) 112. Substituujte x =y — %.
125. Pfevedte na feaeni diofantické rovnice a? — 2b?> = 1. Neni cyklicka, protole 1 + /2 a —1
jsou ,nezavislé“ generatory. 127. Télka je pouze implikace (=). Dokalte nejprve, le a + bi
je ireducibilni pravé tehdy, kdyl a — bi je ireducibilni. Poté poulijte vlastnost jednozna¢éného
ireducibilniho rozkladu v oboru Z[i]. 129. Dokalte a) p | (((p — 1)/2)!")? + 1, b) neni molné,
aby v Zli] ireducibiln{ prvek délil a? + b? pro nesoudélné a,b € Z. 136. Volba ¢, podobné
jako pro Z[i], ale diikaz spravnosti je télai, protole v(r) # |r|?>. 139. 4 | v(a) pravé tehdy,
kdyl 2 | a. 140. Spoctéte, le ¢isla x +i a x — ¢ musi byt nesoudélnd, a tudil kaldé z nich musi
byt tfeti mocninou. TFetich mocnin s imaginarni slolkou 1 je mdlo. Nesoudélnost se d4 dokézat
z toho, Ie NSD(z + i,z — i) = NSD(x + 4,2i) = NSD(z —i,2i). 147. Poulijte Eulerovu vétu
nebo Eukleidiiv algoritmus. 150. Ulijte Bézoutovu rovnost. 165. Definujte p(z) = ¥ (2').
168. Staci ji umét rozlolit na direktni soucin. 169. Protole p(a)* = e pravé tehdy, kdyl
a¥ = e. 173. Vypliujte tabulku. 174. Hodné dlouho vypliujte tabulku, nebo budte
chytfejai :—). 182. Poulijte pfedchozi cviceni a Lagrangeovu vétu. 190. Ulijte Bézoutovu
nerovnost. 196. Ulijte Bézoutovu nerovnost. 207. a) Dokalte, le ¢(x) = kx pro kaldé
x € Z a potom ovéite, fe tento vztah plati i pro zlomky. b) Spojitéd funkce je ddna hodnotami
v racionélnich bodech. c¢) Podivejte se na endomorfismy vektorového prostoru R nad télesem
Q. 211. V soudélném piipadé v Z,, x Z, nenajdete prvek fadu mn. V nesoudélném poulijte
Cinskou vétu o zbytcich. 215. Kaldé kladné racionalni ¢islo lze napsat ve tvaru p]fl Y
pro néjaka prvodisla p; a néjakd k; € Z. 216. Vezméte je nejmenai kladny prvek grupy H.
221. Poulijte Cinskou vétu o zbytcich. 222. Postupujte podobné jako charakterizaci podgrup
grupy Z. 234. Uvalujte podgrupy generované —1,5. 235. Uvalujte podgrupu generovanou
jistou mocninou néjakého generdtoru grupy Z, a podgrupu {a : @ = 1 (mod p)}. 248. K
Feaeni ¢asti c) si prostudujte kapitolu o cyklickych grupach. 282. a) Oznacme a,b generatory
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grupy Dy, kde a je prisluand rotace a b jedna z osovych symterii. Analogicky oznac¢me c,d a
e, f generatory Dox a D,,. Pak zobrazeni a't/ — (c'd’, e’ f7), kde u = i mod 2% a v =i div 2¥,
je vnofeni. b),c) analogicky. 283. Vnoite G do Sgug, kde G’ je disjunktni kopie mnoliny G.
Zdvojenou permutaci jil snadno odmocnime. 284. Spoditejte, fe mé 8 prvk, le neni abelovska,
a dokalte, le neni izomorfni Dg. 290. Uvédomte si, Te spojita realna funkce je jednoznacné
uréena svymi hodnotami v racionélnich bodech. 305. Poulijte-li pfedchozi cviceni, zbyva
vyaetfit pouze piipad abelovskych grup. 314. 1= E, i (§ %), 5~ (%45), k= (%)). 2
komplexnich matic na redlné pak pfejdeme nahrazenim komplexnich c¢isel za matice 2 x 2 jako
v minulém cvideni. 319. Indukci podle n — k. 345. PFi pocitani symetrii nezapomerite, le
i kdyT pfi otodeni zlistane desticka na misté, aipka mule ukazovat jinam. 364. Oznac¢me ten
interval [H, G]. Uvalujte ptsobeni grupy G na rozkladovych t¥idach G/H. 403. S;/H ma
24/4 = 6 prvki. Neni-li abelovska, je izomorfni Sg. 408. ~ Q* x --- x Q*. 414. Uvalujte
homomorfismus = — (zA,zB). Obtilné je dokazat, le je toto zobrazeni na. K tomu se hodi
pozorovani, le pro kaldé x € G existuje b € B takové, le xA = bA a analogicky pro xB. 471.
Nejprve najdéte vaechny idedly okruhu Z, a pak postupujte jako v predchozim cviceni. 472.
Vyfeate predchozi cviceni a postup zobecnéte. 474. Nejprve najdéte vaechny idedly okruhu
Z, a pak postupujte jako v predchozim cvideni. 505. Poulijte minimalni polynom prvku
V2. 520. Kdyby existoval vlastni idedl K v R/I, pak by byl J = {a : [a] € K} ideal v
R ve sporu s maximalitou I.  521. Uvalujte {[a] : @ € I}. 522. Tz] je OIHI, tedy I
je hlavni ideal. Déle poulijte fakt, e aR C bR < b | a. 532. Nejprve si vaimnéte, fe pro
kaldé k | n tvofi podalgebru mnolina vaech ¢isel délitelnych k; tato podalgebra je generovana
prvkem k. Dale dokalte, Ie (a) = (NSD(a,n)) a le (ai,...,a,) = (NSD(ay,...,ay)). Jingymi
slovy, kald4d podalgebra je generovand néjakym délitelem n. K dikazu téchto faktt poulijte
vlastnost, le NSD(u,v) = ru + sv pro néjakd r,s. 610. Krok 1: uvalujte 0 ~ (e) a dokalte,
le pak je U ~ V pro vaechna U, V. Krok 2: uvalujte U ~ V pro U C V a pfevedte to na krok
1. Krok 3: prevedte obecny pripad na krok 2. 618. Uvalujte eventualni podsvaz izomorfni
N5 nebo Ms, rozlolte ¢isla na soucin prvocisel a zjistéte, le suprema nefunguji. Alternativni
Feaeni: tento svaz je izomorfni direktnimu sou¢inu nekoneéné mnoha kopii svazu (N, <) a plati,
le soucin distributivnich svazt je distributivni. 628. Prirfadte ekvivalenci ~ mnolinu vaech
podmnolin X, které jsou sjednocenim jejich blokt, tj. mnolinu {M C X : pokud = ~ y, pak
€M< ye M}, 653. a+bi— (%) jeizomorfismus. 654. [ax+b] — (5, ¢) je
izomorfismus. 657. Ulijte Mobiovu inverzni formuli na vysledek predchoziho cviceni. 665.
Uvalujte mezitéleso Q[v/21]. 668. Uvalujte a € S\T. Pak S = T(a), a je kofen kvadratického
polynomu a poulijte zndmy vzorec na vypocet kofenti. 670. Mmnolina vaech polynomu je
spocetné (protole jde o konecné posloupnosti racionalnich ¢isel) a kaldy polynom mé konecéné
mnoho kofentl. 675. Je-li a kofen polynomu Y a;x! € S[z], pak je to prvek T(a,ay,...,an,),
col je roaifeni koneéného stupné. 684. Prvku a piifadte matici, kterd odpovida endomorfismu
Ly : © — ax vektorového prostoru S nad T. 688. Rozeberte vaechny t¥i molnosti, jak vznika
novy bod. Zjistite, Ie bud T;11 = T, nebo T;; = T;(y/r) pro néjaké r. 692. Poulijte vzorec
cos 3z = 4(cosx)® —3cosz. 695. Podle predchoziho cvideni je p = 2™ + 1. Pokud liché n déli
m, pak 2/ +1 d&li p. 713. Postupujte indukci stejné jako v ditkazu existence rozkladového
nadtélesa. 718. Vnofeni se zkonstruuje pomoci nésledujiciho pozorovani: pokud f | g, pak
rozkladové nadtéleso polynomu f je podtélesem rozkladového nadtélesa polynomu g. Opacna
implikace: uvalujte grupy F,. a F;. a ulijte Lagrangeovu vétu. 721. |[T[z]| = |T'|, protole
jde o kone¢né posloupnosti prvka 7. Kaldy polynom m4 kone¢né mnoho kofent, tedy mnolina
algebraickych prvkt nad T je stejné velkd jako T'. A algebraicky uzavér sestava z algebraickych
prvki.

RESENI
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1. 2, 3, neexistuje, 2, nekonec¢no, nekonec¢no, 3, neexistuje, 6. 2. Ano, ne, ano, ne.
4. Supremum lze definovat jako infimum mnoliny vaech hornich mezi. (Tato je neprézdna,
nebos exituje nejvétal prvek.) 8. Ano, ne. 9. Obé jsou svazy, ale jen (NU {0}, |) je uplny.
Suprema jsou nejmenai spolecné nasobky (resp. 0 v pfipadé nekoneéné mnoliny). Infima jsou
nejvétai spoleéni délitelé. 10. (F, <) je svaz, ale ne tplny. Na uzavieném intervalu by to byl
uplny svaz. 11. Je to uspofddana mnolina, sup{(ai,az2), (b1,b2)} existuje pravé tehdy, kdyl
a; = by, inf taky tak. 19. 3,-3,32.12,-7,3. 20. 1. 22. a)xz =5+Tk k € Z, b)
e =11+21k k€ Z, ¢)z=>5+11k k€ Z. 23. 363. 24. 231. 25. z = 1320k + 14,
keZ. 26. v =120k+ 34, k € Z. 27. Nemé feaeni. 28. x = 15k+8, k € Z. 33.
Pocitejte mod 11. Vyjde 0. 34. Pocitejte mod 13. Vyjde 0. 35. 13, 1. 38. 8. 39.
—1. 40. 33. 41. 2. 42. 07. 43. a pro 51 a, 0 v opaéném piipadé. 45. Pokud
5 | n, je to zfejmé. V opacném piipadé, podle malé Fermatovy véty n’ = n® = n (mod 5) a
nT = n? (mod 5) a pak ul je to také jasné. 46. {(z,y) : 7t 2,y = —1 (mod 7)}. 50.
Kdyby ab = 0 pro néjaka a,b # 0, pak 0 = aba™! = aa~'b = b, spor. 52. Jen pro prvoéisla.
53. a) Neni: (1,0) - (0,1) = (0,0). b) Jen pokud n = 1 a R je obor integrity. 54. Pak
a(b—c) =0,atedy b—c=0. 56. Ano, (z+1)-> (-1)2! = 1. 58. 22 222 59.
Ano, ano — kald4 mocninna fada je asociovand s néjakym polynomem z*, normou tedy je
1+stupenn. 61. Napi. idedl vaech polynomt, jejichl absolutni ¢len je sudy. 62. Napr. ideédl
vaech polynomt, jejichl absolutni ¢len je nula. 64. Zvolte v podmince (2) a = 3z,b = 2x.
Zkuste vyjadiit 1 = NSD(x,2) = zu +2v. 68. Pravé tehdy, kdyl m | n. 69. zrmedm _ 1,
70. NSP(mn) _ 1 71, Ano. 72. Dosadte nékolik hodnot a poulijte vétu, e polynom ma
jen kone¢né mnoho kotent. 73. 10. 74. Napt. 2z —1)(xz—i)(z+i)(x —(2—1))(x— (2+7)).
75. 2% — 922 +26x — 18.  77. Napt. 22 + = € Zg[z]. 78. 2? + 1 ma kofeny =i, +j, +k.
79. Pokracovani navodu: tedy determinant je délitelny soucinem [], 4 j(ui — u;), ale pritom ma
stupeii nejvyae n(n—1)/2, takle je roven tomuto vyrazu al na konstantu. Neni télké nahlédnout,
le konstanta je 1. 81. a) —1,b) —3,—-1/2,1/3,1,2,¢) —1/2,2. 82. Ne, ne, ano, ne, ne. 83.
Ano (nemd koten), ne ((2x — 1)(2z + 1)), ano (Eisenstein). 84. a) vaechny polynomy stupné
1, b) vaechny polynomy stupné 1 a ty polynomy stupné 2 které nemayji realny kofen. 87. Ano.
Je-li f(z+a) = g(z)h(x), pak f(z) = g(x—a)h(z—a), spor. 90. (x—+/2)(z+v2)(x—i)(z+1i),
(x —V2)(z+V2) (22 +1), (22 = 2) (22 + 1), (22 +3)(x +2)(z +3), (22 + 1)2. 91. Ireducibilni,
(22 + 2 + 1)(2® — x + 1), ireducibilni, (z + 2)(2z +5). 92. Prvnf: 2 (2% + 222 — 2 + 2),
ireducibilni. Druhy: (22 +3)(z2+1). 93. (z+2)(2? +2+1)(2? +22+4). 94. Ireducibilni,
(22 +1) (23 4+22+2), (22+1)3. 95. (2x+1)(22+1)(22—-2), 2z +1)(z+2)(z+3)(22+3). 96. a)
(z+1) (22 +x+ D) (@t +22 22+ o+ 1) (@ + 22+ D)@t +2+1),b) (z—D(z+1) (22 +1)(2* 4+ 1).
97. ¥ +222 + 2 +2, -2z, 1. 98. a)x+1,b)1,c)xr—1. 99. 1, x+ 1. Zde je
vyhodné ulit vypodet pomoci rozklad. 100. a) 1, b) 22 +2. 101. 23+ 22 +x+1v
obou. 104. a # —5 jednonasobny, a = —5 dvojnasobny. 105. a = —n, b = n + 1.
106. a = —5/3c%, b € {-7/3c*,2/3c*}, pro libovolné ¢ € N.  107. 2, 4, 3. V ¢) nelze
poulit Vétu kvuli charakteristice!!! 108. —2. 109. Nejsou. 113. z =y — amT:Ll 117.

3, (-3+£+3i)/2. 118. 4, —24++/3. 120. (£1+V113)/2. 121. (+i+/—1+43)/2.
122. (1) Rozepiate u = a + by/s a rozlolte 1 = a? — rb*> = (a + by/s)(a — by/s). (2) Rozepiate
u=a+by/sav=c+dys aroznisobte. 123. £1,4i, ~ Zy; £1, ~ Zy. 124. 1+ /2
je takovy. 126. (1 +4)2(241), (2+4)(1 4+ 26), (1 +4)(—=2 — 34), 3(1 +4i)(1 —4), 11. 127.
Pokra¢ovani navodu: (a +bi)(a —bi) = a? +b?. Kdyby méla prava strana netrivialni ireducibilni
rozklad v Z, pak by ovaem ten ireducibilni rozklad musel mit dva prvky, jeden asociovany s
a + bi, druhy s a — bi. Ale Tadné celé ¢islo nemiile byt asociované s a + bi pro a,b # 0. Opacéna
implikace plyne z multiplikativnosti normy. 128. Pokud se rozklada, pak na soucin dvou
prvkl normy p. Takové ale neexistuji: jedna slolka musi byt lichd, druhd sudé, soudet ¢tverct
tedy bude = 1 (mod 4). 130. ireducibilni, ireducibilni, (iv/2)? - (1 +iv/2). 132. Napiiklad
a)2,b)a=4,b=2+2V5. 133. 4=2-2=(1+4V/3)(1 —iV3). 134. |z —q| < 1, tedy
v(r) =la—0bg|*> = |b]* |a/b—q|*> = |b]* |z — q| < |b|*> =v(b). 135. Analogicky jako v piipadé
Z[i], protole v(r) = |r[2. 137. a) (1+4), (14+4)%(2+14)(2—1), b) 3, 18 +214, ¢) 1+4i, 31+ 54, d)
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7+ 6¢, 854 85i. 138. Je to hlavni ideal s generatorem NSN(3 + 67,12 — 3i) = 18 +21:. 139.
Je to hlavni ideal s generatorem NSN(2,7 — 3i) = 10 +44. 140. (0,1). 141. (+£5,3). 142.
(£2,2),(£11,5). 144. Ne (nula nem4 inverz), ne (neni jednotka), ne (neni jednotka), ano neab.,
ne (neasociativni), ano ab., ne (existuji neregularni matice), ne (inverz mtle byt racionalni), ne
(neexistuji inverzy), ne (neexistuji inverzy), ano ab. 145. u = d/, 2" = d' x2' xd’. 146.
r=a2xc?xb 147. a)33,b) 34. 150. 1 =wum +ovn, b=a"" c=a". 152. (=)
Je-li a,b € H, pak b/ € H a tedy i sou¢in axb' € H. (<) Je-li a,b € H, pak e = axd’ € H,
a =exd e H )V =exl € Hatedyiaxb=axb" € H. 154. Ne. Napi. v Sz, permutace
a=...(ti+1)... ab=...(i—11)... jsou koneéného radu, ale jejich sloleni ne. 155. Ano,
v abelovskych grupach |a % b| déli NSN(|al, |b|), viz cvi¢eni vyae. 158. Bud a néjaky prvek.
Podle Lagrangeovy véty je |a| = p, a je vidét, Ie [a” | = p. 170. Napi. Z a Z x Z. 171.
16, 37, 4, 16. 180. Uvalujte komplexni kofeny polynomu z"™ — 1. Pro nekoneéno uvalujte ¢islo
e?™ pro iraciondlni . 182. n. 183. a) ne, b) ano. 184. a) ne, b) ne. 185. Kalda
podgrupa Q jisté€ obsahuje néjaké celé Cislo. Vezmeme-li takové a z jedné a b z druhé, jejich
NSN padne do obou podgrup. V R to nefunguje, napi. uvalujte podgrupy Z a v/2Z. 186. Ne.
187. 7Z,Z. 188. 3Z,{3a/4:a € Z}, {a/28 : a € Z}, {2a/15 : a € Z}. 189. {+£1,+i},
{1, —% + @z}, {£2",£2" : n € Z}. 192. Uvalujte grupu Z, a pocet prvka daného fadu v
ni. Vysledek je n. 198. Ano, ne, ne, ne, ano. 199. Ne, ne, ano, ano, ano. 200. Ano,
ne, ano. 201. Ne, ano. 202. Endomorfismus pro vaechna n, prosty pro licha, na je jen
pron = +1. 203. Ano, jadro je {(z,y,z) : 2x +y = z}, obraz je {2¥3Y : x,y € Z}. 204.
a) x — ax pro libovolné a € Z; b) z — axr mod n pro libovolné a = 0,...,n —1; ¢) = — 0.
205. a) x — ax mod 6 pro a = 0,2,4, b) z — ax mod 15 pro a = 0,5,10, c) z — ax mod n,
kde a = k-m pro k =0,...,NSD(m,n) — 1. 207. a)z +— kz, k € Q, b) x — kx,
k € R, ¢) vezméte néjakou bazi B vektorového prostoru R nad télesem Q, néjaké (vhodné)
zobrazeni B — B a rolaifte jej do homomorfismu R — R. 208. Ano, z — (z mod 2,z
mod 3,...). 209. Grupa C,. 210. a+bi+— (a,b), e’ — (r,e’?). 212. ®A4dné dvé
nejsou izomorfni — rtzné pocty generatori. 213. ®&adné dvé nejsou izomorfni: Q* obsahuje
prvek fadu 2, pro zbytek ulijte invariant Vz3dy yxy = z. 214. exp : Rt — R, 2 s €
je izomorfismus. Naopak R* s nimi izomorfni neni, protole obsahuje prvek —1 fadu 2. 215.
Nechs> p; < p2 < p3 < ... je seznam vaech prvocisel. Méjme a € Q. Pak existuje n takové, Ie
a = plfl ... -ph, kde k; € Z jsou n&jaké celé exponenty. Pololme ¢(a) = Y, k;z’. Neni télké
dokézat, Te ¢ je izomorfismus. 216. Nechs a je nejmenai kladny prvek grupy H. Neni-li H
jednoprvkovéa, pak takovy urcité existuje diky té podmince na intervaly. Kdyby a negeneroval
celou H, podari se vam néjak nalézt menai. 220. Ano, jsou to pravé podgrupy <e2”/ ™) pro
kaldé n. 223. Ne: napf. ZQ X ZQ nebo (Cpoo. 230. Z4, ZQ X ZQ, ?7, Z4 X Z5, ZQ X ZQ X Zg,
Zo x Ty x Zs. 232. Nejmenai takova dvojice je 3,6. 236. (147 5)(23), (17425)(36).
237. 1= (132)"10(24)(15)0(352)(14) 1 =(1345). 238. a)(132)(465),(142536),
(152634),(162435)b) (135724 6), c) neexistuje. 239. Jsou to pravé ty permutace,
které obsahuji sudy pocet cykld sudé délky. 244. n" = id pro r liché, 7" = 7 pro r sudé. U
o zaleli na zbytku po déleni aesti. 245. Nejmenai spoleény nésobek délek cykli v 7. 246.
(12345)(678), ne, ne, (123)(45)(67)(8). 247. a)4, (1234).b)12, (1234)(567).
c) 30, (12345)(678)(910). 248. a) Djy obsahuje dva fadu 6, dva fadu 3, sedm fadu 2 a
jeden fadu 1; b) Ay obsahuje 8 fadu 3, t¥i fadu 2 jeden fadu 1; c) D2, obsahuje n transpozic a
n-prvkovou cyklickou podgrupu, v nil je p(k) prvka fadu k pro kaldé k | n. 251. a=2,b=3.
252. 7=(13...n—1)(24... n)pronsudéa (13... n24...n—1) pron liché. Tedy je suda.
253. a) 1b) (—1)*(®*t1/2_ 255, Ne, levé strana je nutné suda permutace, pravé strana je licha.
258. (43251)(76). 259. (821)(7953)(46). 260. Ano, napi. (3 4). Ne, nebo> Iadna
permutace, kterd konjuguje ty dvé uvedené, neni sudd. 261. Ano, napt. (17456 82) € Ag
feal obé otazky. 262. (1 3)(1 5)(1 2)(36)(3 7). 264. Kaldy cyklus lze nezavisle rozlolit
jako (aj ag ... ap) = (a1 ag)...(a1 az)(a; az). 265. Plyne z faktu, le (i 7)(j k) = (i j k)
a(ij)kl)=(kil)o(ij k) (pfedpokladame i, j, k,l navzadjem ruzné prvky). 274. Staci
nahlédnout, le n-cyklus generuje n-prvkovou podgrupu neobsahujici Tddnou osovou symetrii. Z
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Lagrangeovy véty, mé li podgrupa 2n-prvkové grupy alespon n + 1 prvki, pak je rovna celé
grupé. 276. Ano, ne. 277. a) ne, b) ano. 278. Pro kontrolu: Sg jich mé 6, A, jich ma
10, Dg jich ma 10, Q jich ma 6. 288. Nejmenai existuje na aesti prvcich a jsou dva. Jeden je
prasatko bez nolic¢ek a druhy trojthelnik s rizné dlouhymi rohy. 289. a) Jednoprvkova grupa.
b) Obsahuje pravé vaechny funkce x — = + k, k € Z. 290. Grupa obsahuje pravé restrikce
striktné rostoucich spojitych redlnych funkci na mnolinu Q. 294. a) x +— ax pro a = £1, tedy
~ Zo. b) x — ax pro a € Q \ {0}, je ~ Q*. ¢) Libovolné prohozeni nenulovych prvki; tedy
~ S3.d) 7?77. e) Jde o automorfismy indukované prejmenovanim prvka mnoliny {1, 2, 3}; pfitom
vic nel aest automorfismti byt nemtle, nebo> celd S3 je generovana dvojici transpozic, které se
mohou zobrazit jediné na transpozice; tedy Aut(S3) ~ S3. 295. Automorfismy jsou pravé x —
kx mod n pro k € Zy. Prifadime-li tomuto zobrazeni prvek k, dostaneme izomorfismus na Z}.
301. Jen vnitini, ~ S4. 306. Ano, ano, ne (maji determinant +1). 307. Neni, napf. proto,
le neni abelovska. 311. Ano. 313. a-+bi— (%4 °%). 314. a+bi+cj+dkr— (210 ctdt),

—c+di a—bi
a b c d
a+bi+cj+dk — :lc’ q _ad 5 |- 323. Jsou to pravé podgrupy ( otoCeni o 27/n), n € N. 326.
—dc b a

V obou pfipadech jen jedna orbita. 327. V obou pfipadech jen jedna orbita. 328. Mnoliny
navzajem konjugovanych prvka. Pro Sy to jsou pravé mnoliny permutaci daného typu (tj. celkem
5 orbit), pro Ay to jsou {id}, {(12)(34),(13)(24),(14)(23)},{(123),(214),(341),(432)},
{(132),(241),(314),(423)}. 329. Dvé orbity: {(0,...,0)} a 7" ~ {(0,...,0)}. 330.
a) 5!, b) 4. 331. a)0,b) 1. 332. 2. 333. a) 0, b) 2 nebo 0, podle toho, zda prochézi
vrcholy nebo stfedy hran. 334. 2. 335. a) 1,b) 2,¢c)4. 336. a)2,b)4 c)8 337.
[x] = X, G, obsahuje vaechna otoceni se stfedem v x a osové symetrie s osou prochéazejici .
338. X, obsahuje a) stfed otoceni, b) nic, c¢) osu symetrie. 339. Ano, [z] je horizontalni
pfimka prochazejici bodem z, G, = {0} a X,, = (. 340. Ano, [z] je krulnice se stiedem
(0,0) prochazejici bodem z, G, = 360Z pro = # (0,0), resp. G0y = R, a X;, = {(0,0)} pro
n & 360Z, resp. X, = X v opatném pripadé. 342. Pro n sudé %(2"2 +2- 2%2 + 2"72) Pron
liché 1(27° +2.2°5° +2°3%). 343, Pronsudé 1(27° +2.2% +3.2% +2.2°5). Pro n liché
L(2n* 42.2"57 42"37 £4.2"%5 7). 344. a) 420,b) 228. 347. a) L. 10 1) L.(18 4 3.150),
349. a)8. 352. a) 10. b) k% + 3k* + 12k% + 8k% 354. 30, resp. 2. 355. (k*+ 11k?)/12.
356. (k* +6Kk3 + 11k? 4 6k)/24. 357. 4, 11, dal nevim. 358. 10, 3405. 359. Pramérny
pocet pevnych bodu je 1, identita m4 vice nel 1, musi tedy existovat n&jakd permutace, kterd
mé méné nel 1. 360. Ano, ano, ne. 361. Rozkladové tfidy G podle H. 362. Triidy
konjugace. Jen pro jednoprvkovou grupu. 365. Jsou-li jen dvé rozkladové t¥idy, pak jedna je
H = ex H = H x e a druhd tudil musi byt a « H = H % a pro néjaké a. 366. H = {id, (1 2)},
a=(123). 370. Ano. 371. Neni uzaviena na kojugaci. 372. Ano. 373. Neni uzaviena
na nasobeni! 374. a) Je to podgrupa As, nebos konjugovanim ziskdm vaechny trojcykly a
ty generuji As. b) Je to celd S5.  375. a) Je to podgrupa sestavajici ze vaech otoceni. b)
Je to celda Dyg. 376. {id}, As, S3. 377. {id}, Kleinova, A4, S4. 380. a) Je jich aest:
vaechny tfi ¢tyfprvkové podgrupy jsou normélni a jejich prinik, podgrupa generovana stredovou
symetrii, je normalni. (???7) b) Pouze otoceni tvoii vlastni normélni podgrupu. c) Vaech aest
podgrup je normélnich. 383. Ne. Pro n = 2 konjugujte matici (1) matici ({ ), pro n obecné
doplitte diagonélu jednickami. 384. Ne, ne. Pro n = 2 konjugujte matici (¢ Y), u # v, matici
((1) 1), pro n obecné dopliite diagonélu jednickami. 385. Ne, ano. 386. Ano. 387. Ne.

Pro n = 2 konjugujte matici (9 }) matici ({}), pro n obecné doplitte diagonélu jednickami.

388. Ne. Pro n = 2 konjugujte matici (°; §) matici (1), pro n obecné doplite diagonalu
jednickami. 390. Podgrupu vaechny, norméalni jen C. 391. Ne, kvaternionova grupa je
protiptiklad. 392. a) Musi, b) mile ale nemusi. 394. R* homomorfismus A — det A. 395.
Zo ~ ({#£1},-,71 1), homomorfismus z + sgnz. 396. RT, homomorfismus x ~ |z|. 397.
Operace jsou a ©b=a+b— [a+ b] a ©a = n — a. Homomorfismus a — a — [a]. Pro racionalni
éisla uvalujeme jen racionalni prvky toho intervalu. 398. R, homomorfismus a + bi — b.
399. {z € C: |z| = 1}, homomorfismus z — z/|z|]. 400. R", homomorfismus z — |z|.
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401. C*, homomorfismus z — 2". 402. Cp~. 408. Homomorfismus funguje tak, le se
matici prifadi vektor z prvki, které leli na diagondle. 420. Ne, X neni asociativni. 421.
Ano. 422. Ano. 425. ?77? Ano, ne. 7?7 430. {£1}, {£1,+i}, GL,(T). 432. Vae
kromé nuly. 434. Z: 0; 0; £1; Zs: 0,2,4,6; 0,2,4,6; 1,3,5,7; Z12: 0,6; ¢isla soudélna s 12; ¢isla
nesoudélna s 12; Zy: Cisla délitelna p; ¢isla délitelna p; cisla nedélitelna p. 437. Prvek (a,b)
je nilpotentni pravé tehdy, kdyl a i b jsou nilpotentni, délitel nuly pravé tehdy, kdyl a nebo b
je délitel nuly, invertibilni pravé tehdy, kdyl a i b jsou invertibilni. 438. Inf je prinik, sup je
podokruh generovany sjednocenim. Nemusi byt ani modularni: 7777. 439. Ano, ne. 440.
Ano, ne, ne. 441. Ne, ne, ne, ano, ano. 444. 7Z, Z. 445. 3Z, {5% : a € Z,n € N},

{3% 1 a € Zmn € N}, {32 :a € Z,m,n € N}. 447. Z, {2a+bV2 : a,b € Z},
{a 4+ /24 V34 dV6 : a,bc,d € Z). 448. {a +bvV2 + V3 +dV6 : a,b,c,d € 7},
{a+b2§+02§+di+ei2é+ﬁ2§ ca,b,e,dye, f €Z}. 449. {a+bV2+cV/34+dV6 :a,b,c,d € Q).
450. {3 jaixt i ag = a1 = 0}, {3 Fgair’ 12 | ao}l, {digaixt 1 2 | ag,a; = 0 pro i liché
}.ooo451. {(&9):a,b e Za+bsudé}, {(&8) :a,beZ}, {(gL):abeZ}. 452. {0}
a aZ, a € N; jen nevlastni; nevlastni a {0,2,4,6}, {0,4}; nevlastni a {0,2,4,6,8,10}, {0,4, 8},
{0,3,6,9}; {0} a aZy, a | n; nevlastni a Z3 x {0}, {0} x Z3. 453. Ne. 455. Diagonalni
matice, které navic maji na diagonale vaechny prvky stejné. Pfifadime-li matici ten prvek, ktery
se vyskytuje na diagonéle, dostaneme izomorfismus s R. 456. Inf je prunik, sup je nejmenai
idedl obsahujici sjednocenim. Musi byt modularni, ale nemusi byt distributivni: Zo x Zs. 457.
aZ, a € NU{0}; jen nevlastni; nevlastni a {0, 2, 4,6}, {0,4}; nevlastni a {0, 2, 4,6, 8,10}, {0, 4, 8},
{0,3,6,9}; {0} a aZy, a | n; nevlastni a Z3 x {0}, {0} x Zs. 458. 7Z,Z. 459. Q. 460.
{3 gairt s ag = a1 =0}, {d " gair’ 12| ao}, {drgair’ : 2| ag,ar}. 461. Ano, je to
(x — 1)Z[z]. 462. Ano, je to (22 4 1)(z — 1)Z[z]. 463. a) Ideél ano, hlavni ne, protole
prvky 3 a x v ném jsou, ale jejich jediny spoleény délitel nikoliv. b) Ano, je to Q[z]. 464.
(#3 —1)(2® +3), 1. 465. 2* — 1, x — 1. 466. Ne, ne, ne, ne. 467. Ano, ne, ano.
468. My (Z). 471. M, (aZ), a € Z. 472. M,(I), I € Z. 473. Vlastni ideédly jsou
pravé (TT),(9%),(3F). 475. Jen nevlastni. 479. Obraz je R, jadro je (z — a)R[z].
480. Obraz je C, jadro je (22 + 1)Z[z]. 481. Obraz je R, jadro je (22 — 2)Z[z]. 482.
u? = s (mod n). 483. Ne. 486. Oznaéme X = {x1,...,z,}. Hledany izomorfismus je
A (a1,...,ay), kde a; = 1 pravé tehdy, kdyl x; € A. 488. Neni-li s druhou mocninou

prirozeného éisla, pak je a + by/s — (bf/g b*f) izomorfismus (pro s = 0 to funguje taky). V

opa¢ném pripadé je Z[y/s| = Z a okruhy izomorfni nejsou. 489. Z[x] — Z[r], p — p(7) je
izomorfismus. Prostost plyne z toho, le 7 je transcendentni. 490. ®adné dva. 491. Napf.
idedly R[], R[z?%], R[23], atd. 493. Matici odpovida linedrni zobrazeni (endomorfismus) s
touto matici vzhledem k néjaké predem pevné zvolené bazi (nap¥. kanonické). 495. Ve vaech
pripadech jen identita a konstantni zobrazeni na 0. Automorfismus je tedy jen identita. 496.
xz— axmodnproa =0,...,n—1spliujici a?> = a (mod n). Automorfismus je tedy jen identita.
498. Hledany homomorfismus je f — f mod 3. 499. Hledany homomorfismus je f — f(0)
mod 3. 500. Hledany homomorfismus je f — f(a). 501. Hledané homomorfismy jsou
fef@), f= @), f=(f0),f(=i)). 502. Hledané homomorfismy jsou f +— (f(1), f(—1)).
503. Z[V3], Q[v3], RxR. 504. Jeto Q[i] xQ[v2i], RxRxC,CxCxCxC. 505. Jeto
Q[+v/2], hledany homomorfismus je f + f(¥/2). 506. a) C x C, b) R xR pro f rozlolitelny a C
pro f ireducibilni. ¢) Q x Q pro f rozlolitelny a Q[/r] pro rizna r € Z pro f ireducibilni. 507.
a) CxCxC,b)RxRxRaCxR. 512. Hledany homomorfismus je f — f(x,0). 513.
Je to R[z|, homomorfismus je f — f(x,—x). 514. Vezméte n&jakou bijekci p : X — X ~ {z}
a uvalujte homomorfismus, ktery vezme polynom f a za proménnou x dosadi 0 a za kaldou
proménnou y # x dosadi ¢(y). 516. Hledany homomorfismus je (8 IC’) — c. 517. Hledany
homomorfismus je (&%) — (a,c). 523. K {a:[a] € K}. 524. u =0, u € {0,1},
u=1. 525. Ne, ne. 526. Ne, ano. 527. Pro vaechna. 528. Napt. {n: k | n} pro
libovolné k € N, nebo {n : n > k} pro libovolné k € N. 529. Tvoii je podmnoliny d, cd,
acd, bed, abed.  531. Pro kaldé k € Z tvori podalgebru mnolina {k,k + 1,k +2,...}. A jeaté
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celé Z. Jiné nejsou. 532. Pro kaldé k | n tvoifi podalgebru mnolina vaech ¢isel délitelnych
k. Jiné nejsou. 533. Pokud a = b = ¢, pak 2" !. Pokud jsou dve stejné a tieti réizna,
pak 272 A pokud jsou po dvou rtizné, pak 2"3. 536. 1) Kaldy prvek dostaneme jako
1+14...41.2) {1}, protole 1 - 1 = 1. 3) N, stejné jako prvni ¢ast. 4) Abychom ziskali i
zapornd Cisla, potfebujeme —1, tedy napt. (1,—1). 537. Konefnd mnolina X C N obsahuje
jen koneéné mnoho prvociselnych délitelt. Prvocislo, které mezi nimi neni, nikdy nemuleme
ziskat nasobenim prvkia X. 538. {2,3,4,...}, {2¥.30 2k 3l . k1 ¢ N}, Z. 539. {2,-2},
{¥2:keNU{0}}. 540. 27, {2" : k€ Z}. 541. {¢:a€ Z},{& :a € Z,k € N},
{3¢:a€7}. 542. {—a+2bi:a,beN}, {a+2bi:a€R,bEN}, {da+2bi:a,beZ}. 548.
a) ((0,0),(1,0),(0,1)), b) {(1,1),(0,1),(0,p) : p prvocislo ), c) {(1, k), (k,1) : k € N}. ®adny
prvek obsahujici v nékteré slolce jednicku nelze napsat jako soucet jinych prvki, tedy vaechny
musi byt mezi generatory. 551. Ne, v libovolné algebfe A x A vezméte napt. podalgebru
U= {(a,a):a € A}. 552. Ano. 554. Homomorfismy: vae kromé 3, (. Epimorfismus: jen ¢.
Prosty: v,0,7. 555. Ano. 556. a)xw— kx, k€N, b)x— x,c) x— bx,d) z— k¥ keN.
557. a) x — 0, b) neexistuje, ¢c)  + 0,d) z — z a z + 0. 558. a),b) (a,b) — u®®, kde
a,b € {1,—1}. 559. Ne, ano. 562. Napt. A — matice, kde nad diagondle jsou jednicky,
v pravé horni ¢tvrtiné je matice A a jinde nuly. 566. Izomorfismem je zobrazeni 0 — 1,
1+— —1. 567. Izomorfismem je zobrazeni (z,y,z) — (Zz gx ;éy) 570. a) a+ bi— (a,b),
b) invariantem je napf. vlastnost ,\Vz3y y-y = z“. 571. Z: rizny pocet generatord, Q: problém
s délenim 2, resp. odmocninami, R: exponencidla je izomorfismus. 573. exp: (R, +) — (RT,"),
x — e je izomorfismus. Ostatni izomorfni nejsou, poulijte napt. invarianty ,JzVy x xy = y“ a
SNy yxy =x“. 576. Prvni a posledni jsou izomorfni. Prostfedni dvé jsou izomorfni. 579.
Ano — 2, ne, ano — nekoneéné mnoho (kaldé nezédporné realné ¢islo leli v pravé jedné). 580.
Ano, komponenty souvislosti. Ne, neni symetrie. 582. Ne, ano. 583. Ne, ano. 584. Ano,
ano, ne. 593. Ano, ne, ano, ano, ne. 599. Prunik, sjednoceni. 602. Prunik, podalgebra
generovand sjednocenim. 603. Stejné jako v Eq(A). 605. Ano, ano, ne, ano. 606. a) Ne,
operace jsou jiné! (U podmnolin, jednou to je sjednoceni, podruhé nosna mnolina podalgebry
generované obéma algebrami.) b) Ano. 607. Staci 4 ekvivalence, bez ohledu na velikost X.
609. a) ne, ne, ne, ano. 611. U ~ V pravé tehdy kdyl dimenze faktorprostoru (UUV)/(UNV)
je koneéné (tj. pravé kdy! se liai pouze o prostor koneéné dimenze). 616. Ano, ano. 617.
Pro n < 2 distributivni, pro n = 3 modularni, ale ne distributivni, pro n > 3 ani modularni.
618. Ano, ano. 619. Pokud neni délitelné, pak je izomorfni P(X), kde | X| je rovno poétu
prvocisel v rozkladu n. V opaéném piipadé chybi komplementy napi. pro prvodisla p takova, le
p?|n. 621. Ano, ne. 626. Je distributivni. 627. A =N, V = konvexni obal sjednoceni.
Neni modularni ani distributivni. 636. Jinak ab = 0 pro néjaka a,b # 0, a kdyby mél a
inverz, pak 0 = aba™! = aa~'b = b, spor. 637. Jen pokud n = 1 a Ry je téleso. 638.
Q, Q(¥/2), Q(i), C. 641. Indukci podle m. Pro m = 1 ulijte binomickou vétu a pozorovéni,
le p déli kaldy binomicky koeficient kromé téch dvou krajnich. 642. Napi. podilové téleso
oboru Z,[z]. 644. [4z], [3z% + 2z + 1], [42% + 4]. 645. [23 + 22 + 1], [22° + 222 + 2],
[23 4 222 + 22 +2]. 646. F}; ~ Z7, a tedy vaechny prvky riizné od 0,1 jsou primitivni. 647.
F§ ~ Zg, tedy existuji 4 primitivni. Jsou to z + 1,2 +2,2z+ 1,22 +2. 649. Dvé: sebe sama a
podtéleso generované 1. 650. Idea dikazu: (a+b)P = Y7 (?)a'tP~" a piitom p | (¥) pro kaldé
provocislo p a i # 0,p. V télese je kaldy nekonstantni homomorfismus bijektivni, protole jeho
jadro je idedl a téleso neobsahuje vlastni idealy. 651. Lagrangeova véta pro grupu F;. 652.
Kaldy prvek [, je kofenem polynomu z?¢ — z, takle se rozklada na uvedeny soucin monoclent.
659. z+2 22 +1, 23 -2, 2222 —4, 22—z +1. 660. z2—3, 22 —+v2. 662. Jeli
MaT = Y i @', pak mg-11 = Y 1 gan_iz’. 663. 2,6,4. 664. p— 1, protole polynom
2P — 1 neni ireducibilni! 665. 4. 667. n, protole polynom z™ — p je podle Eisensteinova
kritéria ireducibilni. 669. Ne, viz Cardantv vzorec pro kofeny polynomu tietiho stupné.
671. Nekoneény spocetny. 672. Nekoneény nespocetny (2%°). 673. Ano: jsou obsaleny
v rozaifeni koneéného stupné Q(...), kde pfidavame vaechny uvedené odmocniny. 676. Plati
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VP4 € Q[\/p, \/q]. Z teorie plyne, le stupeti tohoto rozaifeni je 2 nebo 4. Prvni piipad vyloucime
tim, Ie dokaleme (elementarnim zptsobem), e linedrné nezavislé jsou 1,./p, \/q. Tedy stupei
je 4 a linedrné nezavislé musi byt vaechny ¢tyii uvedené prvky. 677. Urcité a? € T(a). Je
a € T(a?) ? Kdyby ne, tak [T(a) : T(a?)] = 2, takle [T(a) : T] je sudé, spor. 689. Podle jedné
z vlastnosti [T, : To] = [Ty, : Tp—1] ... - [T1: Tp]. 690. Stupen transendentniho rozaifeni
je nekonecny. 691. Stupen takového rozaifeni neni mocnina dvojky. Zdvojeni krychle vede
na v/2. 697. 3,4,5,6,8,10,12,15,16. 702. Q. Q(i). Q(v/2). 703. Q,Q(e2"/3). Q,Q(e2/%).
Q(v/2),Q(v/2¢>™/6).  705. Q,Q(:). Q(e2™/8). 707. Q(e*™/™), Q(e™/™). 708. Koienové:
Q a Q(v/3i). Rozkladové: Q(v/3i). T709. Korenové: Q(v/2) a Q(v/3). Rozkladové: Q(v/2,V/3).
711. 53, 32,32, 7?7, 7T12. Napi. pro f = 2™ — 1 je stupeii > n — 1. 716. Pravé tehdy,
kdyl je © druhd mocnina racionalniho ¢isla. 719. Oznacime-li ay,...,a, prvky toho télesa,
pak polynom (x —ay)-...- (z —ap) + 1 nema v tomto télese koten.

K sestaveni sbirky byly pouzity zejména tyto prameny:
[Ur] Céoprux sadan no obueti anzebpe u uckpemnoti mamemamure, Y paabCKuii ToCy IapCTBEHHLIH
yuusepcurer, 2003.
[SP] 3. Crojakosuh, B. [Maynuh, 3adayu uz aazebpe: I'pyne, npcmenu, noma, Y HUBEP3UTET y
Hosom Camy, 2001.
e zapisy ze cviceni a doporudené piiklady ke zkousce mych kolegii, zejména Jana Zemlicky,
Pavla Ruzicky, Alese Drapala, Jeronyma Zvanovce, Viti Kaly, Ondfeje Klimy a dalsich.
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