©(n) = pocet nesoudélnych ¢isel s n v intervalu 1,...,n
d(n) = pocet délitelt ¢isla n
o(n) = soucet délitela ¢isla n

Plati

k Y k- o
P D) =T = 1) (o — 1),
Zakladni uloha: odvodit podobné vzorce pro funkce d, 0. Cvi¢eni by méla
byt navodem. (Vzorce najdete na dalsi strané.)

1. Dokazte, 7e o(n) = n + 1, pravé kdyz je n prvocislo.

2. Najdi vSechna n takova, ze d(n) = 10.

3. Pro kazdé k > 1 existuje a) nekone¢éné mnoho ¢isel n takovych, ze d(n) =
k; b) jen koneéné mnoho ¢isel n takovych, ze o(n) = k.

4. Je-li 28 — 1 je prvocislo, pak o(2F=1(2F — 1)) = 2F(2% — 1).

5. * Plati i opacné tvrzeni: je-li n sudé ¢islo takové, ze o(n) = 2n, pak
n =212k — 1) a 2¥ — 1 je prvodislo.

6. Pro kazdé m,n plati d(mn) < d(m)d(n) a o(mn) < o(m)o(n). Kdy
nastava rovnost?

7. Pro kazdé n plati d(n) < 2¢/n.

8. Uvazujme posloupnost n,d(n),d(d(n)),d(d(d(n))),... pro n > 1. Do-
kazte, ze od urcitého clenu pocinaje jsou vSechny jeji ¢leny rovny 2.

9. Pro ktera n je o(n) liché ¢islo?

10. Najdi vSechna n, ktera se rovnaji soucinu vSech svych vlastnich délitelt
(tedy rtznych od 1 a n).

11. * Spoctéte [, d.

12. * Dokazte, ze n je prvodcislo pravé tehdy, kdyz o(n) + ¢(n) = n - d(n).
13. * lim 2 = o0

14. * Existuje nekoneéné mnoho lichych n takovych, ze o(n) > 2n.
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Obecny princip, jak ziskat vzorce pro funkce jako d,o (ale také tieba ¢):
Tyto funkce jsou tzv. multiplikationi, tj. pro a, b nesoudélna plati
f(ab) = f(a)f (D).
Tedy
F@ - p) = F@) - f R,
Spo¢itat hodnotu f(p*) byvéa zpravidla snadné.

Pro funkce d, o vyjde

dpit - by = (k1) - (k4 1)
o i) = A 4pi AP+ ) (L FPh R,

(Detaily dikazu si dopliite sami.)



